Publ. Mat. 50 (2006), 149-165

APPLICATIONS HOLOMORPHES DE DOMAINES
DISQUES NON BORNES

JEAN-JACQUES LOEB

Abstract

We give several extensions to unbounded domains of the following
classical theorem of H. Cartan: A biholomorphism between two
bounded complete circular domains of C™ which fixes the origin
is a linear map. In our paper, pseudo-convexity plays a main role.
Some precise study is done for the case of dimension two and the
case where one of the domains is C™.

1. Introduction

Les domaines disqués de C™ ont d’abord été étudiés par H. Cartan
vers 1930. Rappelons ici qu'un domaine dans C" est dit disqué lorsque
I’appartenance de = & ce domaine implique ’appartenance de zx a ce
domaine pour tout complexe z de module au plus un. Pour n = 1, les
seuls domaines disqués sont les disques ou C tout entier. La situation est
beaucoup plus riche en dimension superieure.

Un des plus anciens résultats dit & H. Cartan [4] est le suivant. (Son
énoncé original est plus fort que I’énoncé que nous donnons.)

Résultat 1 (R1). Soit f un biholomorphisme d’un domaine disqué X,
sur un autre domaine disqué Xo envoyant lorigine sur l'origine. Si un
des deux domaines est supposé borné, alors ce biholomorphisme est un
automorphisme linéaire.

Ce théoréme est conséquence du résultat suivant (di également a
H. Cartan).

Résultat 2 (R2). Soit V' un domaine borné de C" et f une application
holomorphe de V' dans lui-méme. On suppose que f a un point fize a et
qu’en ce point fize, la différentielle de f soit lidendité. Alors f elle-méme
est lidendité.
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Un troisieme résultat da & W. Rudin [13] est le suivant (voir aussi
pour le cas de la boule M. Hervé [7]).

Résultat 3 (R3). Soit U un domaine borné de C™ supposé strictement
conveze, disqué et borné et f une auto-application holomorphe de U lais-
sant fize lorigine. Alors l’ensemble des points fizes de f est l'intersection
du sous-espace vectoriel de C™ des points fizés par D f(0) (différentielle
de f en 0) avec U.

Dans la suite, nous nous proposons de donner certaines généralisations
de ces théorémes au cas disqué non borné. Au départ, faisons quelques
remarques simples :

Lien entre les Résultats 1, 2 et 3. Rappelons que H. Cartan a
montré que le Résultat 2 implique le Résultat 1 de la maniere sui-
vante : Supposons dans le Résultat 1 le domaine X; borné. Notons g
P’application réciproque de f. Alors pour u complexe de module 1, 'ap-
plication h,: z — g(u™!f(uz)) est une auto-application holomorphe
de X, dont on vérifie facilement les hypotheses du Résultat 2, a savoir :
h,, fixe l'origine et sa différentielle en ce point est I'idendité. On déduit
que h,, est l'idendité pour tout u de module 1, ce qui signifie aussi que
f(uz) = uf(x) pour tout z dans X; et tout u de module 1. On montre
alors facilement que f est linéaire.

Il est aussi clair que le Résultat 3 implique le Résultat 2 dans le cas
trés particulier ou V satisfait aux conditions du Résultat 3 et lorsque
a est Porigine.

Discussion des hypotheéses.

1. Le contre-exemple classique au Résultat 1 et au Résultat 2 dans le
cas non borné est le suivant : On prend X; = Xy = C? et f une
application de la forme : (z,y) — (z,y + I(z)) avec | une fonction
entiere non nulle vérifiant [(0) = I’(0) = 0. Nous allons montrer
dans la suite que malgré ce contre-exemple, on peut récupérer une
certaine partie de le Résultat 1 dans le cas non borné.

2. Dans le cas du théoreme de Rudin, on a des exemples de domaines
bornés disqués pour lesquels le Résultat 3 est mis en défaut. On
prend par exemple pour domaine le bidisque et pour f I’application
qui & (z,y) associe (x,2?). Nous essayons ici de mieux comprendre
cette situation.

3. La preuve donnée par H. Cartan de le Résultat 2 est de suppo-
ser f différent de I'idendité. Son développement en polynémes ho-
mogenes a lorigine est alors de la forme : f(z) =z + P(z) + ---
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avec P le polynéme homogene non nul de degré le plus bas et
supérieur a un. Le développement analogue du n-ieme itéré est
donné par : z + nP(x) + - -+, ce qui viole les inégalités de Cauchy
si on suppose V' borné.

Le théoreme de Cartan a été généralisé au cas des variétés hyperbo-
liques complexes [1]. En ce qui concerne les domaines disqués, ceci n’ap-
porte rien de plus car un domaine disqué hyperbolique est borné [11].

Des exemples simples de domaines disqués non bornés sont des en-
sembles du type : {z € C" | |P(2)] < 1} ou P est un polynéme ho-
mogene. Afin de mettre en évidence certains phénomenes, nous donnons
ici deux classes d’ exemples plus compliqués de domaines disqués pseudo-
convexes et non bornés.

Exemple 1. On part d’une suite d’éléments (a,,b,) € C? vérifiant :
ap, non nul pour tout n, |ay| + |bn| = 1 pour tout n et Pensemble des
directions pointées par les vecteurs (a,, b, ) est dense dans ’ensemble des
directions complexes.

On choisit alors, ce qui est possible, une suite de nombres (c,) stric-
tement positifs tel que la somme des ¢, In |a,| converge (i.e. soit stric-
tement supérieur & —oo0). On peut aussi s’arranger pour que la somme
de la série de terme général c,, soit égal a un. Nous affirmons alors que
la série de terme général ¢, In|a,x + byy| converge ou vaut —oo pour
tout (z,y) € C? et définit une fonction plurisousharmonique (psh) h qui
vérifie : h(av) = Inla| + h(v) pour tout complexe a et tout v € C2.
On remarque d’abord que lorsque max(|z|, |y|) < 1, le terme général de
la série précédente est négatif, donc il y a convergence (éventuellement
vers —oo). Les fonctions In|a,x + b,y| étant aussi psh, il s’en suit que
h est psh comme limite d’une suite décroissante de fonctions psh au
moins lorsque max(|z|, |y|) < 1. Le passage a tout C? se fait en utili-
sant la relation In|zy| = In|z| 4+ In|y|, et permet aussi de montrer la
relation vérifiée par h. La fonction h est différente de —oo en (1,0). Le
domaine disqué X considéré est alors défini comme étant I’ensemble des
éléments v de C? vérifiant h(v) < 0. C’est un domaine pseudo-convexe
qui par construction contient un ensemble dense de droites vectorielles.
On pourra remarquer que ceci implique 'inexistence de fonctions psh
continues bornées non constantes sur X (et & fortiori de fonctions ho-
lomorphes bornées non constantes) mais qu’il existe une fonction psh
bornée non constante sur X a savoir h.

Exemple 2. C’est un type de domaine construit en prenant l'intersec-
tion d’un domaine X de ’Exemple 1 avec le domaine Z = {(z,y) € C? |
ly| < 1}. 11 est disqué, pseudo-convexe, non borné et ne contient pas de
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droite vectorielle car I'axe des x (qui est la seule droite vectorielle incluse
dans Z) n’est pas dans X par construction.

Des résultats de Th. J. Barth [2] concernant 'indicatrice de Kobayashi
jouent dans notre article un réle important (Parties 1 et 2). L’idée de
disque dans le bord (Partie 3) avait été développée par E. Vesentini [14]
pour les boules. Nos méthodes concernant la fonction de Green (Partie 4)
sont proches de celles de F. Berteloot et G. Patrizio [3].

2. Equivalence holomorphe des domaines disqués
pseudo-convexes

Le théoreéme suivant est un corollaire immédiat de le Résultat 1 dans
le cas borné.

Théoréme 1. Soit f un biholomorphisme entre deux domaines disqués
dont l'un est pseudo-conveze et qui conserve l'origine. Alors les deux
domaines sont linéairement équivalents par D f(0).

Nous ignorons si ce théoreme demeure vrai lorsqu’on supprime ’hypo-
these de pseudo-convexité. Notons simplement que I’enveloppe d’holo-
morphie d'un domaine disqué est univalente et disquée [12], ce qui per-
met de prolonger le biholomorphisme de départ en un biholomorphisme
des enveloppes mais ne permet pas de conclure.

2.1. Lien avec l’indicatrice de Kobayashi.

Aprés avoir donné une preuve directe du résultat précédent,
nous avons constaté qu’on pouvait le déduire aisément du résultat de
Th. J. Barth [2] :

Résultat 4. L’indicatrice de Kobayashi d’un domaine disqué pseudo-
convexe a l'origine est le domaine lui-méme.

Remarque. D’aprés ce théoreme et en utilisant I’Exemple 2, on voit qu’il
existe des indicatrices de Kobayashi non bornées et sans droite vecto-
rielle.

En vue de ce qui suit, rappelons briévement certaines définitions et
résultats [9] :

Définition 1. Soit U un domaine étoilé de R™ (c’est a dire un domaine
tel que si « € U, alors tx € U pour tout t € [0,1]). La jauge jy associée
a U est une fonction positive sur R™ définie par :

Jju(z) =inf{t >0|z/t € U}.
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Cette fonction est semi-continue supérieurement (scs) et on a : U = {z |
ju(z) <1}

Si U est disqué dans C™, alors jy (2z) = |z|ju(z) pour tout complexe z
et tout z € C™.

La propriété suivante est également démontrée dans [2].

Résultat 5. Un domaine disqué de C™ est pseudo-conveze si et seule-
ment si sa jauge est logarithmiquement plurisousharmonique (log-psh).

Définition 2. Soit M une variété complexe et a € M. On note F, 1'en-
semble des applications holomorhes f définies sur le disque unité et a
valeurs dans M telles que f(0) = a. Alors par définition 'indicatrice de
Kobayashi en a, notée K (M), est le sous-ensemble de I'espace tangent
en a dont les éléments sont de la forme rf'(0) avec r € [0,1] et f € E,.

On montre facilement [9] que I'indicatrice de Kobayashi en un point
est un domaine disqué dans I’espace tangent.
On a:

Proposition 1. Soit f une application holomorphe d’un domaine dis-
qué X a valeurs dans un domaine disqué Y pseudo-convexe, et qui
envoie l'origine en lorigine. Alors Df(0)(X) CY.

Preuve: Soit v € X. Il existe p > 1 tel que la fonction h: z — f(zpv)
soit définie et holomorphe sur le disque unité A et a valeurs dans Y.
On déduit que (1/p)h'(0) = Df(0)v est dans Ko(Y) par définition de
I'indicatrice de Kobayashi. Le théoréme de Barth dit que Ko(Y) =Y,
d’otu le résultat. o

Preuve du Théoréme 1: On sait qu'un biholomorphisme transforme do-
maine pseudo-convexe en domaine pseudo-convexe [6]. On applique alors
la proposition précédente au biholomorphisme et son inverse pour con-
clure. O

2.2. Le cas de C™.

Un corollaire immédiat du théoreme précédent est qu’un domaine
disqué Y biholomorphe a C™ est C™ lui-méme. En effet, quitte & composer
par une translation de C", on peut supposer l'origine fixée. La pseudo-
convexité de C™ permet de conclure. Ce résultat qui se traduit par la non
existence d’'un domaine de Fatou-Bieberbach disqué peut étre renforcé
par le théoreme suivant :
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Théoréeme 2. Soit X un domaine disqué dans C™. Alors X est néce-
ssairement égal a C™ dans les cas suivants :

1) Il existe une application holomorphe propre de X dans C™.
2) Il existe une application holomorphe propre de C™ dans X .

3) X est pseudo-convexe et il existe une application holomorphe non
dégénérée (i.e. de Jacobien non identiquement nul) de C™ dans X .

Avant de passer a la preuve, nous faisons les remarques suivantes :

a) Pour 1), il nous parait difficile d’affaiblir la condition de propreté,
méme dans le casn=1et Y = A.

b) Le 3) peut étre pris en défaut si X n’est pas pseudo-convexe. On
prend pour X le complémentaire dans C? de I’ensemble des (0, b)
avec |b| > 1. L’application (z,y) — (x,xy) est une application
holomorphe non dégénérée de C? dans X.

Preuve: Le point essentiel ici est qu’il existe sur un domaine disqué qui
n’est pas lespace entier, une fonction log-psh (et donc psh) bornée et
non constante a savoir la jauge. Or une telle fonction n’existe pas pour
C™ (théoreme de Liouville [8]).

Preuve de 1): On sait que si on a une application holomorphe propre
entre deux domaines de C™, la pseudo-convexité d’un des domaines im-
plique la pseudo-convexité de l'autre [6]. Donc X est pseudo-convexe.
Supposons X différent de C™ et notons j la jauge de X. Soit f une ap-
plication holomorphe propre de X dans C". Pour ¢ dans C™, on pose :
h(t) = maxsecr, j(s) olt on note F; la fibre de application f au-dessus
de t. D’apres un théoreme de Klimek [8, p. 73], la fonction h est psh
sur C™. Elle est évidemment bornée. De plus, elle est non constante car
J sans atteindre la valeur 1 sur X prend des valeurs aussi proche de 1
qu’on veut. On a donc une contradiction avec le théoreme de Liouville
et donc X = C".

3) implique 2) car on a vu que X est nécessairement pseudo-convexe.
De plus une application holomorphe propre est non dégénérée.

Preuve de 3): Soit f une application non dégénérée de C* dans X sup-
posé distinct de C™. La fonction jo f (avec j jauge de X) est psh sur C"
et donc égale a une constante ¢ comprise entre 0 et 1. Comme f est non
dégénérée, ceci implique que j vaut ¢ sur un ouvert non vide de X.

Premier cas : ¢ = 0. La fonction j étant log-psh et non identique-
ment nulle, on déduit que I'ensemble {j = 0} est pluripolaire et donc
d’intérieur vide. Ce cas ne peut se produire.
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Deuziéme cas : ¢ # 0. Alors les ensembles {j = s} avec s # 0 forment une
famille non dénombrable d’ensembles disjoints deux a deux et d’intérieurs
non vides comme homothétiques de {j = ¢}, ce qui est impossible. O

2.3. Remarques sur le cas quasi-disqué.

Les résultats du théoreme précédent restent vrais si on remplace disqué
par quasi-disqué. Faisons quelques rappels : On se donne d = (d; - - - d,)
un n-uplé de nombres entiers strictement positifs et premiers entre eux.
Pour x = (21,...2,) € C" et t € C, on pose : tlx = (t1zy,... tdx,).
Un domaine X dans C" est appelé quasi-disqué de type d si pour
tout 2 € X et tout ¢ complexe de module au plus un, on a : t%z € X. La
jauge jx pour un quasi-disqué X de type d se définit de la méme maniere
que pour un disqué, & savoir que pour v € C", on a : jx(v) = inf{t >
0| (t7 )% € X}. On vérifie que X = {v | jx(v) < 1}. La jauge est
semi-continue supérieurement et on a également pour tout complexe t et
tout v € C" : jx(t%) = |t|jx (v). La proposition suivante généralise le
théoreme de Barth :

Proposition 2. La jauge jx est log-psh si et seulement si X est pseudo-
conveze.

Nous ne donnerons pas la preuve qui est une simple adaptation de celle
donnée par Barth dans le cas disqué. La généralisation du Théoreme 2
au cas quasi-disqué s’en déduit.

3. Lemme de Schwarz et applications

Nous donnons ici un lemme de Schwarz dit & A. Sadullaev [10]. Pour
étre complet, nous en donnons ici la preuve. Ce lemme permet d’établir
certaines généralisations de le Résultat 2 et le Résultat 3 au cas disqué
non borné.

Dans le cas de la dimension deux, nous arrivons a un résultat presque
optimal concernant le Résultat 2.

Lemme 1. Soit f une application holomorphe de A a valeurs dans un
domaine disqué X pseudoconveze et vérifiant f(0) = 0. Alors on a :

1) jx o f(2) < [2].

2) Si linégalité devient une égalité en un point z # 0 ou si j(f'(0)) =
1, alors linégalité précédente devient une égalité pour tout z
dans A et nécessairement on a : jx(f'(0)) = 1.

Preuve: L’application f(z)/z est holomorphe sur A. On voit que
ix(f(z)/z) = W est plus petit que 1/r pour |z| = r (r < 1).
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Le principe du maximum appliqué & la fonction psh jx(f(z)/z) montre
que cette fonction est plus petite que 1/r pour |z| < r. En faisant tendre
r vers 1, on obtient le 1). Les hypotheses du 2) signifient que la fonction
psh jx (f(z)/z) atteint son maximum 1 en un point de A donc elle est
constante ce qui termine la preuve. O

Discussion du cas de 1’égalité. On suppose qu’on a 1’égalité dans le
lemme précédent. Deux situations se présentent : a) f(z) = zf/(0) pour
tout z € A. b) si a) n’est pas vérifié, alors nécessairement, il existe une
application holomorphe non constante A de A a valeurs dans X telle que
J o h soit identiquement 1.

En vue de ce qui suit,on introduit ’hypothese (H) suivante :

(H) Un disqué X satisfait & (H) si pour toute application holomorphe :
f: € — X (quon appellera application entiére par la suite) et
vérifiant f(0) = 0, image de f (qu'on appellera courbe entiere
par la suite) est contenue dans une droite vectorielle.

Le cas de la dimension deux fait I’objet de la proposition suivante :

Proposition 3. Un disqué pseudoconvexe X de C? et différent de C?
satisfait (H).

Preuve: Si f est une application entiere a valeur dans X, alors par Liou-
ville, jx o f est constante. Si de plus f(0) = 0, alors jx o f est identi-
quement nulle. Par I’homogénéité de jx, le sous-ensemble S de C? défini
par : S := {af(z) | a € C, z € C} est contenu dans {jx = 0} et cet
ensemble est pluripolaire car on a : X # C? et jx log-psh. Supposons
maintenant que f(C) ne soit pas contenu dans une droite complexe. En
notant p la projection canonique de C? — (0) sur la droite projective, on
voit que p(f(C)) est d’intérieur non vide. Il en est alors de méme de S,
ce qui est contradictoire avec sa pluripolarité. Donc (H) est bien vérifiée
pour X.

Par la suite, on notera de maniere générale p la projection canonique
de C™ — (0) sur I'espace projectif P"~1L.

Avant d’introduire la définition principale de ce paragraphe, on fait
la remarque élémentaire suivante : Soit X un domaine disqué de di-
mension n. On se donne une direction d de C"™ qu’on peut voir comme
élément de P"~1, et qu’on peut écrire sous la forme d = p(v). Si jx(v)
est non nul, on peut quitte & changer v supposer que jx (v) = 1. Dans le
cas opposé on aura jx(v) = 0 pour tout représentant. On dira dans ce
dernier cas que d est une direction entiere. O
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Définition 3. Soit X un domaine disqué pseudo-convexe et véri-
fiant (H). On dira qu’une direction d est bonne dans les deux cas sui-
vants :

1) d est une direction entiére.

2) d = p(v) avec jx(v) = 1 et il n’existe pas d’application holomorphe
non constante f de A dansl’ensemble {z | jx(z) =1} avec f(0) =
v. (On peut exprimer ceci en disant qu’il n’existe pas de vrai disque
analytique contenu dans I’ensemble {jx = 1} et passant par v.)

Exemple 3. Si X est le bidisque A x A, alors les bonnes directions sont
de la forme p((u,v)) avec u et v de module 1.

On donne maintenant les généralisations des Résultats 2 et 3.
Dans la proposition et le théoreme qui suit, on notera X un domaine
disqué pseudo-convexe dans C".

Proposition 4. Soit f une auto-application holomorphe de X fixant
Porigine. On a pour tout ¢ € X : jx(f(x)) < jx(x).
De plus si Df(0)x = x pour un certain x, on a : jx(f(x)) = jx(z).
En particulier, si Df(0) vaut Uidendité, alors l'inégalité précédente
devient une éqgalité pour tout x dans X.

Théoréme 3.

A) On suppose lensemble des bonnes directions de X non inclus dans
un sous-ensemble algébrique propre de P! et que X wvérifie (H),
alors :

(R2) Toute auto-application holomorphe de X conservant l'origine
et tangent a l'idendité en ce point vaut l'idendité.

(R1) Tout biholomorphisme d’un domaine disqué sur X et conser-
vant l'origine est linéaire.

B) On suppose que X ne contient pas de droite complexe vectorielle
et que toutes les directions sont bonnes, alors :

(R3) L’ensemble des points fizes d’une auto-application holomorphe
conservant l’origine est l'intersection de X et du sous-espace
vectoriel des points fizés par D f(0).

Remarque. Si n = 2, la condition A) signifie simplement qu’il y a un
nombre infini de bonnes directions.
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Preuve de la Proposition 4: Supposons d’abord que jx () = 0. Alors on
a une application entiere z — f(zx) a valeurs dans X et ceci implique
comme on I’a déja vu que jx (f(zz)) est identiquement nul. En particulier
Jx(f(z)) est nul. La proposition est alors évidente dans ce cas.

Pour 'autre cas, on applique le lemme de Schwarz a la fonction z —
f(zv) en supposant jx(v) = 1. O

En vue de la preuve du théoreme, on utilise le lemme :

Lemme 2. Soit f une application holomorphe d’un domaine disqué
de C™ a valeurs dans C™. Alors I’ensemble des droites complexes vec-
torielles qui sont envoyées sur elle-mémes forment (par projection cano-
nique) un sous-ensemble algébrique de P~ 1.

Preuve: On écrit que deux vecteurs de C" sont linéairement dépendants
en écrivant que tous les deux-mineurs de la matrice formée par les
deux vecteurs sont nuls. On écrit ensuite que la droite vectorielle définie
par & # 0 est envoyée sur elle-méme si et seulement si x et f(az) sont
linéairement dépendants pour tout a € A. Le développement a l'ori-
gine de f en série d’applications polynomiales homogenes montre que
la condition précédentes se traduit par la nullité en x d’une famille de
polynomes homogenes, ce qui est la conclusion désirée. o

Preuve du Théoréme 3: Prouvons d’abord A) (R2). Soit d une bonne
direction.

Si d n’est pas entiere, on écrit d = p(v) avec jx(v) = 1. D’apres la
proposition précédente, on a jx (f(zv)) = |z| pour tout z € A et comme
d est une bonne direction, ceci implique que f(zv) = zv pour tout z € A.

Soit ensuite le cas d = p(x) entiere. On considére Iapplication en-
tiere z — f(zx) & valeurs dans X. L’hypothese (H) jointe & Df(0) =
id permet de conclure que f(zz) est & valeur dans la droite vectorielle
engendrée par x.

Le lemme précédent joint a I’hypothese sur les bonnes directions
montre que toutes les droites vectorielles sont envoyées dans elle-mémes.
Il existe alors une fonction a définie sur X dont on vérifie facilement
qu’elle est holomorphe et telle que : f(x) = a(z)x pour tout z € X.
L’hypothese Df(0) = id implique a(0) = 1 et d’apres la proposition
précédente, on a aussi : Jx(f(z)) = Jx(z) pour tout z. On en déduit
d’abord que le module de a est constant égal a un puis que a elle-méme
est identiquement égale & un, ce qui termine la preuve de (R2). La preuve
de (R1) est alors exactement celle donnée par H. Cartan.

B) (R3). Pour v telle que jx(v) = 1, on applique le lemme de Schwarz
a la fonction z — f(zv) et on conclut grace a 'hypothese. O
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On peut renforcer (R2) par la proposition suivante :

Proposition 5. Soit X un domaine pseudo-convexe disqué vérifiant
(R2), et f une auto-application holomorphe propre fizant lorigine et
telle que Df(0) soit diagonalisable avec ses valeurs propres de modules
tous égaux a 1. Alors f est linéaire.

Pour la preuve, on utilise le lemme élémentaire suivant :

Lemme 3. Soit A un automorphisme linéaire de R™ qui envoie un ou-
vert X dans lui-méme. On suppose A diagonalisable (au sens complexe)
avec ses valeurs propres de module 1. Alors A(X) = X.

Preuve du Lemme 3: Remarquons d’abord que le sous-ensemble formé
des matrices de Gl(n,R) qui envoient X dans lui-méme est fermé dans
Gl(n,R). En effet B est dans ce sous-ensemble si et seulement si B~!
envoie le complémentaire de X (qui est fermé) dans lui-méme.

Soit maintenant A vérifiant les hypotheéses du lemme. Par diagonali-
sation, il est facile de voir qu’il existe une suite de puissances positives
de A qui tend vers la matrice idendité, et donc il existe une suite de
puissances de A qui tend vers A~'. D’apres ce qui a été dit au début, on
a donc A~1(X) inclus dans X et donc aussi A(X) = X. O

Preuve de la Proposition 5: D’apres la Proposition 1, I'application li-
néaire A = D f(0) envoie X dans X, donc d’apres le lemme précédent,
ceci reste vrai pour A1, On applique (R2) & A~!o f pour conclure. [

Remarque. Pour un domaine borné ou plus généralement une variété
complexe hyperbolique, la différentielle d'une auto-application holomor-
phe en un point fixe a ses valeurs propres de module au plus un. Ceci
peut étre mis en défaut pour un domaine disqué D pseudo-convexe
vérifiant (R2). On prend D = {(z,y) € C? | |ay| < 1, |z| < 1} et
pour f l'application linéaire qui & (z,y) associe (z/2,2y). Le fait que D
vérifie (R2) est une conséquence du théoréme du chapitre suivant.

Donnons pour finir ce chapitre, des exemples de domaines pseudo-
convexes disqués et non bornés qui vérifient les hypotheses données
pour (R3). On note j la jauge d’'un domaine de 'Exemple 1 et s la
jauge d’un domaine de type défini dans ’'Exemple 2. Soit X un domaine
disqué défini par la jauge j + s. Il est pseudoconvexe car j et s sont psh
et ne contient pas de droite vectorielle car s(z) > 0 en dehors de Pori-
gine (un domaine de type défini dans 'Exemple 2 ne contenant pas de
droite vectorielle). De plus, il est non borné. En effet ceci signifie que la
restriction de j + s & la sphere S3 peut étre rendue arbitrairement petite
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en un point. Cette assertion se prouve en utilisant que pour € > 0 I'en-
semble {z € S3 | s(z) < €} est un ouvert non vide et que j s’annule sur
un ensemble dense de droites vectorielles. Reste a montrer que toutes les
directions sont bonnes. Dans le cas contraire In(j + s) serait une fonction
pluriharmonique sur un ouvert non vide W (voir paragraphe suivant).
On écrit alors en se restrignant & W : j = exp(u) et s = exp(v) et
j+ s =exp(w) avec u et v psh et w pluriharmonique. Ceci implique en
particulier que u est pluriharmonique sur W. Mais ¢’ est impossible car
par construction de I’Exemple 1, v vaut —oco sur un ensemble dense.

4. Le cas de la dimension deux

Comme nous l'avons annoncé, nous donnons un résultat précis en
dimension deux. Pour ceci, nous introduisons :

Définition 4. Les domaines disqués pseudo-convexes exceptionnels
sont C? et les domaines définis de la manieére suivante :

On se donne n forme linéaires fi, ..., f, non nulles sur C? (on suppo-
sera aussi par convenance pour la suite qu’elles sont non proportionnelles
deux & deux), et » nombres réels strictement positifs : a1, ..., a,. Le do-
maine associé est alors défini par :

n
{(%y) eC ]Il < 1}-
i=1
On dira aussi que le domaine exceptionnel est du premier type s’il est
égal & C? ou s'il est défini & partir d'une ou deux formes linéaires et du
second type sinon.

Voici le théoreme principal :

Théoréme 4. Tous les domaines disqués pseudo-convexes satisfont au
théoréme d’unicité de Cartan a lorigine (propriété (R2)) a lexception
éventuelle des domaines exceptionnels.

Remarque. 11 est aisé de montrer que les domaines du premier type ne
satisfont pas au théoreme d’unicité. Le cas de C? a été vu. Lecas n = 1
(produit du disque par C) se traite de la méme maniere. Pour n = 2, on
se rammene au cas f; = x et fo = y et on considére des applications :
(x,y) — (exp(—azh(z,y))z, exp(aih(z,y))y avec h une fonction entiere
sur C? nulle & Porigine.

Preuve du Théoreme 4: Pour la preuve, nous utilisons certains résultats
de la théorie du pluripotentiel (voir [5]). On considére un domaine disqué
pseudo-convexe X dans C2. On note G x la fonction de Green du domaine
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qui est par définition le logarithme de la jauge. On sait que dd*G x est
le pull-back d’une mesure de probabilité m sur P! et que la donnée de m
caractérise de maniere unique & une constante additive pres la fonction
de Green Gx. On fait alors la remarque suivante : Si d € P! n’est pas
une bonne direction, il s’en suit que la fonction de Green G x est pluri-
harmonique au voisinage d'un zy de C? qui pointe dans la direction d.
En utilisant une section locale s de P! dans C? — (0) qui envoie d sur zo,
ceci signifie aussi que Gx o s est localement pluriharmonique, ou que le
dd® de cette fonction est nul et donc la mesure m associée ne charge pas
la direction d.

On a vu que si un domaine disqué pseudo-convexe ne satisfait pas au
théoreme d’unicité de Cartan, alors le nombre de ses bonnes directions
est fini. Mais ceci implique alors que m est une combinaison linéaire
finie & coefficients positifs de masse de Dirac sur P!. En écrivant ex-
plicitement m sous la forme ), a;04, et en posant d; = p((bi,¢;)), on
voit qu’une solution G satisfaisant & I'équation dd*G = m est de la
forme ", a;In |b;x + ¢;y|. L'unicité permet de conclure. O

Pour les domaines exceptionnels du second type, nous avons le résultat
partiel suivant :

Proposition 6. Un domaine exceptionnel (voir Définition 4) défini a

partir de n formes linéaires f; (avec n > 3) et par des a; tous égauz a1
vérifie (R2).

Preuve: Faisons d’abord la remarque générale suivante : Soient P un
polynéme homogene sur C" et X le domaine défini par : {x € C" |
|P(z)] < 1}. Soit g une auto-application holomorphe du domaine X
laissant fixe 1'origine et tangente a l'idendité en ce point. Le domaine U
est pseudo-convexe disqué et sa jauge est une puissance de |P|. D’apres la
Proposition 4, on a : |P o g| = | P|. Ceci implique qu’il existe a complexe
de module un tel que : Pog = aP et a vaut 1 car g est tangent a
I'idendité.

On particularise maintenant la situation en prenant pour P un pro-
duit de n > 3 formes linéaires f; sur C? non proportionnelles deux
a deux. Quitte a faire une transformation linéaire, on peut supposer
fi=x et fo =y etles f; de la forme x — a;y pour ¢ > 3. On fixe
s complexe non nul de module plus petit que 1. On considere g comme
précédemment et on note g; et gs ses deux composantes. Pour s com-
plexe non nul de module plus petit que 1 on note Z la courbe algébrique
affine définie par {P = s}. La restriction de la fonction h = g1/g2 &
cette courbe ne prend pas les valeurs 0,00, as,...,a,. Ceci se déduit
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de I'égalité P o g = P. On notera aussi que pour s assez petit en mo-
dule, cette fonction n’est pas constante. Dans le cas contraire, on au-
rait toujours par 1’égalité précédente g; et go constant sur Zs, ce qui
est contradictoire avec g tangent a l'idendité en l'origine. On supposera
cette condition remplie dans la suite. La complétion projective Z, de Z,
est lisse et s’obtient a partir de Z en lui ajoutant n points a l'infini.
D’apres le grand théoreme de Picard et en utilisant n > 3, la fonction h
se prolonge en une fonction holomorphe (encore notée h) & valeurs dans
la droite projective P'. Chaque valeur 0,00, as,...,a, est alors prise
par h en un des n point & l'infini et chacun de ces points correspond a
une des directions {f; = 0}. En considérant les poles et les zéros de h, on
déduit qu’il existe deux entiers p et g positifs et premiers entre eux ainsi
qu’une constante d tels que : h? = d(f;/f;)?. A priori tous ces éléments
dépendent de s. Mais on voit qu’ils en sont indépendants en remarquant
que les possibilités sont dénombrables et donc pour un ensemble non
dénombrable de s on aura les mémes choix. Un argument élémentaire
d’analycité permet de conclure.

La relation P o g = P jointe au fait que g est tangente a 'idendité
permet de montrer qu’il existe n fonctions holomorphes I; définies sur X
et telles que g1 = xly, g2 = ylo, g5 = (z — asy)ls, etc. ... ou on a posé
gs = g1 — asga, etc. ... . Toujours d’apres la relation P o g = P, on
a que le produit des I; vaut 1 et en particulier les I; ne s’annulent pas.
De ces remarques, il s’ensuit d’abord que p et ¢ sont égaux a 1, et donc

que a; = ag. En raisonnant ensuite sur g; et g3 etc. ..., on voit que tous
les a; sont égaux, ce qui va impliquer qu’ils sont tous égaux a un. Ceci
termine la preuve. O

Remarque (suggérée par Daniel Naie). En utilisant le théoréme de
Riemann-Hurwitz, on peut montrer des le départ que p et ¢ sont égaux
a un.

On a aussi la proposition suivante :

Proposition 7. Les seuls domaines disqués pseudo-convezes de C? qui
contiennent une courbe entiere non constante différente d’une droite vec-
torielle sont les domaines exceptionnels du premier type.

Remarque. Ceci implique que les domaines disqués pseudo-convexes
de C? qui sont Brody-hyperbolique (i.e. qui ne contiennent pas des
courbes entieres non constantes) sont les domaines qui ne contiennent
pas de droite vectorielle comme par exemple ceux de I’Exemple 2. Ceci
se montre en utilisant la proposition et en remarquant que tous les do-
maines du premier type contiennent une droite vectorielle. Notons que
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des exemples de domaines disqués Brody-hyperboliques et non hyper-
boliques (c’est & dire non bornés) avaient été donnés [9]. Ces exemples
n’étaient pas pseudo-convexes.

Preuve de la Proposition 7: Supposons 'existence dans un domaine dis-
qué pseudo-convexe X de C? d’'une courbe entiere qui ne soit pas conte-
nue dans une droite vectorielle. Le cas ou cette courbe est situé dans
{jx = 0} a déja été traité et alors X = C2. Sinon, cette courbe ne
passant pas par 'origine, on associe a chacun de ses points la direction
dans P! de la droite joignant 'origine & ce point. Notons que ces direc-
tions ne sont pas bonnes car en chacun des points associé a une telle
direction, il passe un disque analytique qui est la courbe entiere ou un
homothétique. En revenant a ’application entiere correspondant a la
courbe, on voit qu’on a une application holomorphe de C dans P'. Par
le théoreme de Picard, 'image évite au maximum deux points. Donc on
a nécessairement un domaine exceptionnel du premier type. o

Donnons pour terminer une autre proposition qui caractérise les do-
maines exceptionnels du premier type.

Proposition 8. Un domaine disqué pseudo-convexe X dans C? est ex-
ceptionnel du premier type si et seulement st il existe un automorphisme
linéaire A tel que A(X) = X et A n'est pas semblable & une matrice
diagonale dont les valeurs propres sont de module un.

Preuve: On vérifie aisément qu'un domaine exceptionnel du premier type
a des automorphismes linéaires vérifiant les conditions de la proposition.
Pour voir que la condition est nécessaire, on regarde ce qui peut se passer
pour A (& conjugaison linéaire pres). On note a et b les deux valeurs
propres de A.

1) |a| > 1, b >1oula| <1, b <1.
Quitte a remplacer A par son inverse, on peut supposer qu’on est
dans le premier cas. Il est alors facile de voir que pour n’importe

quelle boule ouverte B centrée & lorigine, 'union des A™(B) (n
variant dans N) est tout C2. On a donc X = C? dans ce cas.
2) Ja| <1< Jbl.

On remarque que la fonction de Green d’un domaine invariant
par A est elle aussi invariante par A. Ceci implique que la mesure m
associée sur P! est invariante par '’homographie h: z — cz associée
a A avec |c| < 1 (ici la droite projective est vue comme C U o).
En prenant un disque D de rayon suffisemment petit centré en
un point différent de 0 et oo, on voit que les ¢ (D) sont disjoints



164

J.-J. LOEB

pour n variant dans Z. Comme la mesure m est finie, ceci implique
qu’elle ne peut que charger 'ensemble {0,00}. On est bien dans
une situation exceptionnelle du premier type.

Il reste le cas ou a et b sont égaux et de module 1, et la ma-
trice A triangulaire. On peut se ramener au cas a = b = 1 et
on raisonne comme pour 2). Ici la mesure m est invariante par la
translation z — z + 1. Le seul point qui peut étre chargé est le
point a l'infini. On est donc a équivalence linéaire pres dans le cas
de C? ou dans celui de C x A. O
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