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INTRODUCCION

Una ecuazcién diferencial funcional es una condi-
¢ién de dependencia funcional entre una funcién de variable
real (generélmente con valores en un espacio euclidiano de
dimensién finita}; y sus derivadas. $i esta dependencia es
s6lc entre los valores de la funcién y sus derivadas para un
mismo valor de t y para toda t en cierto intervalo, se trata
de una ecuacidn diferenciél ordinaria. La definicifn precisa
. de las ecuaciones de que nos vamos a ocupar requiere cierta
notacidén, y se da en las primeras secciones de este trabajo.

Ejemplos de ecuaciones como las gque vamos & tratar
son '

x"{t) =x{t-1}

x* (t) =ax(t-1) + bx* (t-1)

xM{t) =£{x(t-1},x(t-2},x" {£-3)} ,

que se suelen llamar ecuaciones difero-diferenciales.

Otro ejemplo serfa
<] ¢, '
x* (£) =g(f1aa{e)x{t+ a}.J'1 ag(@)x (t+9)da) ,

en gue la derivada de x para el valor t depende no s5lo de
los valores da x en t, sino'de los valores de x y de x* en
todo un intervalo.

En nuestras ecuvaciones pediremos que este interva-
lo de dependencia sea siempre de longitud finita y uniforme-
mente acotado. En este caso ge habla de ecuaciones diferen-
ciales funcionales con retraso finito.

Estas ecuaciones aparecen frecuentemente en la téc-
nica, sobre todc como modelos de sistemas en que se emplea
un tiempo finito en la transmisién de informacién o bien en

los llamados sistemas "con memoria’.



51 se gquiere planﬁegr un problema de valor inicial
para estas ecuaciones, no basta para determinar eﬁ forma Gnica la
solucién, con dar el valor de x en 0, sinc gue habré que dar
log valores de % en todo el intervalc de "memoria® pravio.

' hsi, por ejemplo, en la primera ecuacién que hemos
escrito, habria que dar los valores de x en el intervalo
{—1.0], digamos. .

‘Para una clase amplia de ecuaciones, que incluye
todas las llamadas del tipo retardado y una parte importahte
de las llamadaa del tipo neutro, resuita_que el problema asi
puesto estd bien planteddc. De hecho existird una Gnica solu
cién con una condicién inicial dada en t=0, definido para un
cierto intervalo [0,T) 9 el valor de esta solucién en t dapen
derd continuamente del valor inicial. Resulta entonces que pa
ra esta clase de ecuaciones se tendrdi que en un cierto espacioc’
de funciones, a saber en el espacio de funciones continuas en
un intervalo cerrado de longitud igual que el retraso méximo,
gquedard definido lo que se llama un “semisiétemg dindmieco lo~
cal". B

Para definiciones y ejemplos de ecuaciones de los ti
pos retardado y neutro, referiremos a los libros [1] y [2].

En la teorfa de los sistemas dindmicos definidos por
campos vectoriales diferenciables, tiene un lugar importante
el estudic de los puntos de reposco (singularidades) gendricas
{por "genérico" se entiende gue las propiedades que nos intere
san {topolégicas en este caso) son poseidag por la "generélidad"
de los campos}. A estos puntos de reposo gendricos estén asocia
das unas variedades invariantes asintéticas que juegan un papel
bésico en la teorfa de la estabilidad estructural y las propie
dades genéricas de los sistemas dindmicos diferenciables {ve
[3).



Por otro lado son importantes los métodos para deter
minar la existencia de solnciones periédicas de ecuaciones di
fersnciales, tanto por su interé&s dentro de la teorfa de soln
ciones, como porque las trayectorias beriddicas juegan un pa-
pel importante an el aspecto geométrico de las ecuaciones.

El objeto de esta tesis es establecer en el caso de
los semisistemas dindmicos definidos por una clase anplia de
ecuaciones diferenciales funcionales, la exiatencia de varie
dades invariantes asintfticas a los puntos de reposo genéricos,
asi como dar algunos resultados sobre la existencla de trayeg
torias peritdicas.

En los trabajos [4] ¥ [SJ ge daban resultados en eg
ta diresccién para ecuaciones de tipo retardado, es decir, de

la forma
x' (L) ~£(x,),

en que x, & la funcibn x restringida al intervalc de "memoria"®
procediendo a t. En nuestro casc ampliamos los resultados a

ecuaciones de 1la forma

Dyglx, ) =£(x,).,

con ciertas restricciones en f y g, naturalmente. Estas scuacio
nes inciuyen las anteriores y muchas de las del tipo neutro.

Esta ampliacifn ha tenido que esperar la aparicién
del trabajo [6] que establece los teoremas fundamentales que
dan la. descomposicién . de cierto esapacio vectorial, y las
cotas exponenciales indispensables para esta clase mds general
de ecuaciones.

Hemos dividide el trabajo en cuatro capitulos, En pri
mero enunciamos, =zin demostracién, los resultados conocidos de
la teorfa de ecuaciones diferenciales funcionales que se utili

zan en los capftulos siguientes. En el sequnde demostraremos
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los teoremas sobre variedades invariantes asintéticas a puntos
genéricos. En el tercero damos el método de las ecuaciones de
bifurcacién para determinar trayectorias peri6dicas en la vacin
dad de puntos de reposc., Por filtimo, en el cuarto Presentamos
un ejemplo y sugerimos algunas lineas de investigacién futura
en la direccién de este trabajo.

Por Gltimo deseo agradecer a todas las perso
nas que han hecho posible la presentacién de este trahajo, an
particular a J.K. Hale que ha sido siempre guia e inspirador,

a los profesores de las seacciones de matemsiticas de las hni-
versidades barcelonesas y a las personas que escribieron a mé

quina este amasijo de f6rmulas.



CAPITULO I

Resultados bdsicos conccidos.

1. Un semisistema dindmico es una aplicacién continua T de

XX@E'en X satisfaciendo

i) T{x,0) = x
ii) T(T(x,t).8) = T {x,t+s), t+se &Y

donde X ez un espacio topolégico y ® son los reales no negati-
vos ¢on la topologia inducida por R. -

Para una t € ® denotaremoe; por T(t) la aplicacién de
X en ¥ definida por T{t)x= T (x,%t}.

En este sentide T(t) define un semigrupo de aplica-
ciones de X en X. .

A difefencia de como ocurre en los sistemas din&micoé
(que se definen de la misma manera, pero con R en vez de RY ),

no podamos deducir que T{t} es un homeomorfismo para cada t.

2. S8ea ¥ un abierto de XXR'con la propiedad de que con {x,t)
contiene al conjunto {{x,s) :s € {0,t] }.
" Se dice que una aplicacién continua T de E en X es

un semisistema dindmico local si

i) T{x.0) = x
ii) T{T{x,t),s8) = T(x,t+ s)

para todas aguellas t,s ¢ R' en que las aplicaciones estin de-
finidas .

La tecria general de los semisistemas dindmicos loca-
les estd expuesta en [7] .

Para facilitar la notacién pondremos T(t)x : =T {x, &)
para aquellas t en el intervalo {0,7,), T,€(0,©], en que T{(x,t)
esté definido.



A la aplicacién T(*})x :[0.7:) » X se le denomina la
trayectoria de x, y al conjunto de puntos {T{t)x, te ]'_'0,.1',)}' se

le denomina la &rbita de x.

Un punte de reposo de T es un punto xcX tal que

T{t)x =x para toda t en [O,T,}.

Una trayectoria perigdica es aquella para la que

existe te{0,7.) tal que T{r)x =x. A la Srbita correspondiente
se le llama &rbita cerrada.

Es claro que en el caso de una trayectofia periédi
ca T, =,

Ejemplos de semisigemas dindmicos locales lo cong-
tituyen las solucicnes u{x,t) de la ecuacién del calor con una
tepologfa adecuada para X, as{ como las aplicaciones induci-

das por las curvas integrales de campos vectoriales diferencia
bles en variedades.

3. sea C{[-r,0],R"}, r20, el espacio de Banach de las funciones
continuas del intervalo {-r,0 Jen R" con la norma del supremo.
Para abreviar lo denotaremos ror C de aquf en adelante.

5i x:[=r,¢) = Rr" +7¢(B.0], es una funcién continua,
consideraremos la fuﬁci:én de [0,1} en € dada por t- x(ts+) =: x
(=: indica gue definimos de esta manera el simbolo que se er_i
cuentra del lado de los puntos).

Sea (1 un abierto de €, f,9:0- R, feC{a), geC' (),
Y sea ge0. Diremos que “una aplicacién x:[-r,1) > K" es una so _

lucibn en el intervalo [0,1) de la ecnacién diferencial fun-

‘gcional

(1) D, glx, } =£(x,)
{agqui D, := d—ci) ., con valor inicial o, si existe D, g{x,}, se

satisface la igualdad (1) rara tg (0,1} v ademis X, =op.
Esta definicién no implica que x sea derivable,

aunque g{x,) debe tener derivada continua en (O, The



4. A fin de poder asegurar que la ecuacién {1)define un semi-
sistema dindmico local, restringimos f y g en la forma que se
indica en a) y b) a continuacién:

a}. £ es localmente lipschitziana, es decir, para
todo conﬁunto cerrado y acotado de {1, existe L tal que

€@ -V Ljo-§|, @ ,ycK.

b) Por ser dg(p), P&}, un funcional lineal continuo,

. admite la representacién de Riesz.
o .
dg(q:)¢=f (dvgde . yec,

donde representamos los elementos de R* como matrices columna ¥y

vs es una matiz de nxn de funciones de variacién acotada en
[-£.0] . |
Pediremos gue v, satisfaca para cada v la condicién

Vg (0}‘\»‘1(0-} =E(°P) ’

con E{g)continua en ®,det B{9) 70, vy que exista g : QxR > R

continua tal que a(p,0) =0 y
. o ]
[ (a1 -E@ 40 sc@.s .
aell, seR ,pecC.

A una ecuacifén como (1} en que f y g cumplan las

condiciones a} y b) se le llama una ecuacién diferencial fun-

cional neutra, y son las que consideraremos de ahora en adelan

te.

Se demuestra en [8] que en este caso, para toda 9 en
Q. la ecuacién (1) admite una Gnica solucién x(*,®) definida en
un miximo intervalo (0,'r¢.)', T6€{0,° ], y que T definida por
x{ *,9)=: T{(P,t) es una funcién continua de (¢,t).

Ademds el conjunto {(y,t) : IV el con ¢ =T{p,t)} es
abiertoc en CxXWR* ,

Por lo tante T es un semisistema dindmice local.



5. Observamos que si g es la identidad, la ecpacién {1} es .
una ecuacidn del tipo retrasado como las consideradas en [2]..
5i ademds r =0, entonces se trata de una ecuacibn diferencial
ordinaria. En el casoc en que £ y g sean lineé.les y que sélo
dependan de los valores de x en un nfimeroc finito de puntos, se
obtienen las ecuaciones difero-diferenciales de tipo retragado
y neutro tratadas en {1].

La generalizacién respecto a los trabajos [4] v |_5J
de que se tratard en esta memoria, es el congiderar que g no es '
necesariamente la identidad, lo gque motiva que T(t) no es nece-
sariamente una aplicacién compacta para t<r.

El interés de esta generalizacién estd motivado en
parte por la aparicidén de ecuaciones de tipo neutrc en proble-

mas pricticos (Ver[9} ).

6. 81 f y g son lineales la aplicacién T es un semisistema dind
mice en el sentidec de la seccibn 1, con X=C.

Ern tal caso, la E que aparece en 4 b) es constante y
no singular, Y podemos suponer, multiplicando por E~"' que es
la identidad. ’

S8i Mes el funcional lineal continuo definido por
M) =0{0}-g (9],
nuestra ecuacidn linegl tendrd la forma
{2} Dy (x{t}-M{x}) =L{x)},

con [+]
nw) = [ (au)e

o]
L{p) #I_r(dn)w ’

en gue i, n1 son funciones de variacién acotada en [-—-r,o| Y u
es continua en 0.
Cbsérvese de nuevo que se pide, para que X sea solu-

¢ibn, que x{t}-M{x, })sea diferenciable para t>g,



Ejemplos sencillos de ecuaciones del tipo (2) son

x'(t) =x{t-1) y D, {x(t)-x(t-1}) = 0.

7. Resulta (Ver {10] para la demostracién), que T{t}, teR’, es
un semigrupo fuertemente.continuo de operadores acotados de C
en C. (Por fuertemente continuo queremos decir que T(s}y> T(t)yp
cuando s+ t, para toda teR', wec).

Por lo tanto existe el operador infinitesimal A de
T{t}, definido por medic de

Ap=1lim & (T{t}p-¢},
=20t ¢

que en este casocdncide con el generador infinitesimal por ser
cerrado {Consultar fll] para las definiciones ¥ propiedades hg
sicas}.

En [10] se demuestran las propiedades expresadas en

las 3 seccicnes siguientes.

8. El dominio D{A} de A viene dado por D{A} = {weC : u*eC, ' (0) =
=L{P}+M{p'}}.
Para @eD{A) se tiene (A9} (8) =w'(8), 8¢ [-r,0].
Resulta que D{A} es denso en ¢, invariante bajo la

accidn de T{t} y que si PeD{A) se tiene

D, T{t)o=T(t)Ap=AT(t)p.

{Evitaremos escribir paréntesis para la composicifn de
aplicaciones si estas aparecen en el orden natural {...( 131y,
si es que el nlmero de estos paréntesis se vuelve engorrosc).

El contradominio R{A) de A es C.

9. A posee Gnicamente espectro puntual es decir C{A) =Po(A), ¥y

&éste consiste en todas las raices {complejas) de la ecuacién ca

racteristica
{3} det A(L) =0,
donde



A0 =x1-xj‘°é"e¢{e}—[° an o
- g
Resulta que ¢ {A} es'un conjunto discreto y su parte
real estd acotada superiormente.
Si h estd en el conjunto resolvente de A, y %eC, se
tiene

o

(AI-2)"' 9 (8) = be' +] ;e

w{g)dcg,
donde

p=a)t (o@mie)+] darran| & g ar)
-y Y

Ademds, si A es una raiz de'(3) de multiplicidad m,
se tiene que C es la suma directa de los subespaciocs N;:=N(AI-AP=
= { weD{A)} : {)&I-A}m<‘9=0 }.. de dimensifn m, y R = R(AI-a)'=
= { 9eC:3¢eD{A} tal que (AI-A) U =9}, (ver 12] 1.

Si kZm se tiene que H{AI-—A}’“:N{RI—A)“ . R(J\I—A)m=
=R (AI-a)" . .

Los subespacios Ny y Ry son invariantes bajo la
accién de Ti{t).

" +Por conmutar A con {lI—Af se tiene que K,es invarian

te bajo A.

10. 8% #:={¥1,...,%,} es una base de M), y B es la matriz defi-
i':ida por A%=%B, se tiene que el Gnico valor propic de B es A,
que $({8)=2 ({})eBe . ¥ que T{t}§=§>eBt,tc]R*.

Como esta expresidn filtima tiene sentide para todo
telR, podemos dfinir T{t) en My para todo valor de t en R por
medio de dicha expresién. De esta manera queda definido un sis
tema dindmico T en N .

De hecho, dado $eN;, si aeR"es tal gue ¢ =3a, se
tiene que T(t)P=2%x{t), en que x{t) es la soluci6n de la ecua-
¢ién diferencial x' = Bx, con x{0) =a.

Tenemes de esta manera que dada ©eC, se puede expre-—

. R N R
sar en forma Gnica como cp-—'epN+tp . en que § €N, ¥y 9 Ry, Y se

10



tiene que T(£)®=T(t)g s T(t)or.

Se puede caracterizar R, mediante el operador adjun
to de A, lo que es Gtil para los eflculos prdcticos, Referimos
para ello al trabajo [10].

1l. En el caso en que M en (2) es nula ocurre que {ver [2]) s6
lo hay un conjunto finito A de puntos de ¢ {A} con parte real

maycr ¢ igual que un ntmero real dado Y, ¥ que vale la acotacidn
T (t) ol ke " o],

en el subespacio de dado por la interseccisdn de las R, para
reh. .
Se tiene también que o (T(t) es exp {c{ATt}, vy que T(t)

28 una aplicacién compacta para t2r,

12. En el casoc en que M no es cero, nos encontramos en una si-
tuacifn muy diferente, y no podemos asegurar que T(t) es com-
pacte para t2r {de hecho no es necesario ni gque su espectro
sea discreto en E\{[0}).

Sin embargo, con ciertas restricciones en M sique
siendo ciertoc gque si no existen valores propios de A con parte
real en un intervalc centrado en vy {aunque haya una infinidagd
de e¢llas por parta real mayor gque Y}, se puede expresar € como
suma directa de subespacios invariantes en que valen ciertas
acotaciones exponenciales. Estos resultados, gque hacen posible
la extensién a ecuaciones neutras de los trabajos [4] vis], son

debidos a D. Henry y se hallan expuestos en {6].

13. La restriccién suplementaria que se impondrd a M de ahora
en adelante es gue ¢ no tiene rarte singular en su descomposi

cifn de Lebesgue, es decir, que

{4) M(qa). =£,tch}cp = E 2 P{-x, ij,m.

=1

en que 0<r; <r, y a, a, son matrices tales que aeL’ [-r,0] y

11



o
Z a; es absolutamente convergente.
x =t

l4. Lo gue se hace en [7] es considerar primero la ecuacién

funcional
o0

{5) x(t) = Z a, x{t~r,), t=zo0,
. x =1
que se puede escribir

x{t) =M% (x, )}
o bien

N0 {x ) =0,

¥y cuyas soluciones vienen dadas por el smigruapo TC(t) actuande
en el subespacio C® de C que es anulado por N,

Este semigrui)o es fuertemente continuc y tiene como
generador infinitesimal al operador A°, cuyo dominio D(AC) vie
~ne dada por los elementos de ¢°© cuya derivada (respecto a 8)
estd en 0, y 51 9@, A%p=g', oo

Se tiene entonces que si h{\} = det(I- S 3, e-lr"} .

¥ =t

o{al) =P (AC) ={reZ:h{a}) =0},

 ‘Nétese que h es una funcifn casi periddica de i.

El espectro de A®, a diferencia de lo que ocurre con
el espectro de A cuando M=0, puede tener una infinidad de pun
tos en una faja de € con parte real en un intervalo finito.

Se tiene entonces que si gfRe ¢ (A%), entonces ¢ =
= P%®Q0, PO y @° invariantes bajo T®(t), PO es la clausura de
la extensién lineal de los N, (A°?) para todas las X tales gue
Reh >a, y que T°(t) se puede extender en forma Gnica a un grupo
definido para toda teR en P® {de tal manera que TO{t)¢ es so
lucién de (5) para toda teR ).

Dada @ en €%, es expresable en forma Gnica comeo
e=9"+g%, " p%, ¢%e0%, Se tiene entonces que
TO () =10 (£} +T0 {t)o?, '

Bxisten constantes K,: tales que

T



Ke(a-e}tinI s Q

F 10 (£ t20, v e,

tA

1A

[0 (8)6%] = ke HoP| | tso, oF e 0.
Ademds, si Z={{eR:{=Rer, r¢ o{.l\")},
se tiene ’

0 (10 (t)[po) < { e fuf = &

. ez, ¢> a};
o {T¢ {t)}Qo§‘&:{p:[u|= @ gt, (e Z, (< a}.
El operador T{t) correspondiente a la ecuacisn
{2} difiere de T®{t)en un operador compactc {como se demues—
tra en {?] }. ¥ el espectro continuo de T(t) es el mismo que
el de TO {t}. Como va se sab_e gue para los espectros puntua-
les ¥ residuales se tiene Po(T{t}} =exp (tPo(A}},
Ro{T{t}) = exp{tRo (A} }, {ver [11]), y Ro(R) =¢,el espectro de
T{t) diferird del de T?(t) en un conjuntc acotado de puntos
que tendrdn como Gnico posible punto de acumulacién el 0.
Se obtiene entonces el siguiente -
Tecrema. Para la ecuacidn {2} sujeta a las restricciones {4}
se tiene: _
po (T(E)N{0} = {**: A com)t,
Ro (T{t}} =6,
o (T{E)IN{O}Y < {uju] =%, CeZ).

5i o g’_Re—o(A) . entonces existen subespacios P y Q

invariantes bajo T(t), P=ext lin {N, :\ €0 (A),Rel >a},
. 0={¢:E =0, Rex>al}.
{Aqui B es la proyeccidn sobre Ny, a lo largo de Ry {A)}.

La restriccién de T{t) a P se. puede extender de
forma finica a un grupo T(t) de operadores acotados tales que
T{t)yp es sclucidn de (2)para todo te R.

Tada ® en ¢, se puede expresar en forma Gnica como
=0 + wQ. Y se tiene que T(t)m='r(t)=pp+’r(t}qoo.

Ademis existen constantes positivas K.M y ¢ tales

que

13



[T (t3¢F] sKe{a+€)t}cpPi , t<0, o e p,
) im0e”) sxe Y, eag, feo,

: i P
lzte)o 2me TN E IR tag, P b,

15. Se demuestra en [13] que la solucifn con valor inicial

¥ de la ecuacién no homogénea
(7) D, (x{t}-M(x)-k{t}) =L{x },
en que k:R R es continua, viene dado por
% {0, %) =T{t)p+ K(t)k,
con _
8)  K(t)k=- : & X(t-s+ *) (k(s) -k (0)),
donde X es una matriz.de funciones definidas en f-r.,=}, ge
variacién acotada en intervalos finitos vy que-se anula en
[—r,Oj. Se puede pensar en X como una solucién fundamental
de la ecuacién {2}. Tenemos que observar que X(s) tiene en
0 un salto unitaric, pasando de 0 a 1, por lo que 4,X{s}tiene
un impulso unitario en .0, gue hay que tomar en cuenta en lag
integraciones. De hecho resulta que si k es absolutamente con-
Ftinua, se tiene
t ' . t
IO X(t=s+ +)k* (s)ds = =X (¢t + -)k(o)-J'o & X{t-s+ )k(s).
Para los detalles ver [lBj yfiii. ]
S Si E es la proyeccién sobre P segin Q, denotaremos

Kp(t)k = EK{t)k,

KQ{t)k = {I-E}X{t}%, tzo0,

y definiremos para t< 0,
K (0K =~ () | KF ().

: . P
8i k es constante se tiene que tanto X {t}k coma
Kg{t}k son 0, por lo que existen funciones de variacién acota
da XP,XQ tales que
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4
X" (€)% =Jrod° X" (ks + +) (k (s} -k{0)},

KQ{t)k=J" 4, %2 (t-s 4 ) (k{s) -k (0})),
4]

vy X(t) =XP(t) +XQ{r} para t=-x.

Aungue X no es una funcién continua {de hecho tiene
un salte unitario en 0}, y gue por lo tantol no tiene sentido
el aplicar T{t), a sus columnas, es habitual {ver ['}‘], pag 122}

el utilizar las notaciones

T(t)Xo =X, €20
P__P
T(t)Xp=X,, teR

T{t)Xg =x?, t=20

Esto estd motivado porque si ¥, =5 contirnua, entonces
T{t}X, es, efectivamente, la matriz obtenida aplicando +{t) a
las cclumnas de X, .

En caso enque P es de dimensién finita resultz gque
Xo tiene columnas en C y entonces las columnas de T{t)X, son
scluciones de{2) {Ver mé&s adelante la seccién 17).

Se tiene el siguiente
Teorema. Si a fRec (A} v C=PHQ es la descomposicién dada por
el teorema de la seccidén 14, entonces las soluciones de (7)

cumplen
P t
{9} %, {®, k) =T(t)cpp+Jrod,T(t—s_}x§{k(s)-k(O)), teR,

20k} =T () + j;a,r(t-s>xg (k{s)-k{0)}, £=20,

en que los términos representan elementos de 2, v se ha uti

lizado la notacién
* £,Q et L PO
[(@emtemaixo  kis) = § (@3 T ie-2 4 )kis)

Ademds existen K y £ >0 tales gue

(10} {r(e)x] <ke'®TEIE,

(z=¢g )t

rt
I

0
o, ¥

of
Iy

I'r(t)xgi < Ke

[
L=



a -
(11) [ larxgle@reds g

-0

J: %d,,T(s)}‘IEIe_((1 _S)SEK.

También se \._'erifica que

(6 [° ari-s1x5 @ tetsr (o)) =[* ar-a g sk o).
16, 3i consideramos ahora la ecuacién

(12) D, {x{t)-Mi{x, }} =Li{x, }+h(t),

con h continua, podemos reducirla al caso anterior tomando
una k tal que k' =h. En tal caso, integrandec por partes, ob-

tenemos la siguiente versi6n del teorema anterior

Teorema. Bajc las mismas hipétesis del teorema anterior se

tiene para las soluciones de {12)

(13) L (@, h) =T’ s] T(t-s)Xgh(s)ds, te R,

*2 (9, b uT(t)t,o +j T(t-s)xn(s)as, tzo0.

Existen K y ¢ >0 tales que (10} se cumple.

Para una a f£ija, las constantes K ¥ £ pueden tomar-
se las mismas en todos los casos en gue han aparecido; basta
para ello tomar para X la mfxima y para ¢ la minima.

De ahora en adelante en las expres:.ones como {9} vy

{13) no escrlb:l.remos 8, para abreviar.

17. 8i A es un conjunto finito de elementos de ¢ (A}, podemos

tomar

P ¥ Q= 0, B ¥y obtenemos la descomposi-

V- AEA

cibén c=paq.

Eptonces, andlogamente a lo expresado en las seccio-

nes 15 y 16, para las soluciones de la ecuacibén

D, (x{t) -M{x, )=k {t)) =L(x, )+h(t)

i6



valen ias expresiones
P, 2, t P,
L0 =) B % I Onisyas -

-j': 4, T (t-s]Xé"Q (k(s)=k{0)).

Sea § una bage de P {que es de dimensidén finita, m). En 10
se demuestra que existe una matriz ¥ tal que xop=ﬂ', ¥y gque
T{O)X, =de ¥,
A =§B.

donde B es la matriz mxm definida por

Haremos notar gque si en lugar de considerar la solu-
cién x{+,@) tal que x,('.9)} =9, consideramos la solucibn
x(*,0,9) que cumple con X {+,0,9} =9, entonces la expresidn
anterior toma la forma

P,Q

x 20,0 =Tleo)e s [; T{t-s)xg'oh{s}ds -

-5 a,rie-s) g tk(s) k0D .

17



CAPITULO II
variedades asintéticas a singularidades genéricas

18, consideraremos la ecuacién

{14) Dy ({t)-M{x, ) -CG{x}) =L{x, }+F(x, ),
en que supondremos gue L. ¥y M satisfacen las condiciones de las
secciones 6 y 13, '

‘Supondremos ademds que F y G son funciones continuas

de un abierto {1, Oeflc ¢, en R, satisfaciendo

P{0) =G{0) =0
{15 FF () -F () <p (8)10-p], _
I_ G{@} -G(H'J)I =p (6) i(p_‘H ’ }CDI ’ f\lilﬁé

donde p es una funcién continua no decreciente tal que p {0} =0,

La ecuacién {1} es del tipo {14) si f y g son de cla
se C’ enQ y £{0) =g{0) =0. En tal caso x(t)—M(x,) y L{x ) 'son
respectivamente las derivadas de Frechet de £ ¥y g en 0, evalua -
das en %, .. '

Como en el capitulo a-nterior, denotaremos por X(s ,o)
la sclucibn de (14} c¢on valor inicial ¢.

Bsta ecuacidn admite como solucidén x{t) =0 para toda
telR, ¥ por lo tanto O es un punto de reposo del semisistema di
nimico local definido por (14) en Q. 8i conéideramos una ecua-
cibn con el punto de reposo qué no esté en el origen: una tras-

lacién basta para ponérnosla en la forma deseada.
19. Ascciada a {14} consideraremos la ecuacién lineal
(18) D, {x(t}-M(x}} =L{x ),

que es la misma ecuacién (2} considerada en el capitulo anterior.
Por T{t} denotaremos el semigrupc de operadores defini

dos por las solucicones de (16}, y por A denotaremos el correspon

18



diente generador infinitesimal.

81 cero no est& en la clausura de la parte real del
espectro de A, entonces, de acuerdo ¢on el teorema de la se-
ccibén 14, existen subespacios P y Q tales que toda ¢ en €
admite la descomposicién finica $==¢f+@q, mpeP, o¥ep ; Ty’
estd definido para toda t en R, ¥y

(n fritye] <ke*tlo] , t<o
‘ iT(t)e | =ke™ | ,
iT(tye | 2Mett{o] , tz=0

Egtos dos subespacios P y Q son pues variedades asin
téticas a 0, en el sentido de que son invariantes bajo T(t} y
lag trayectorias tienden a 0 cuando t-c en ¢ {variedad esta-
ble) y cuando t—+ =00 en P {variedad inestable}. Todos los pun
tos de € que no estdn ni en P ni en Q no tienden a $ ni para
t=co ni para t- -©.{Puede ser que P o Q se reduzcan a {0}).

En este casc, es decir, cuando Oﬂﬁz?;ﬁﬁ,.decimos que
0 es un punto de reposo genérice de la ecuacidén (14},

Usaremos la notacién Tp Para la proyeccién sobre
P a lo largo de Q, y Ny para la proyeccién sobre ¢ a lo largo de

P, de manera gue tendremos cpp =7, %, @~ =7.9-

20. Demostraremos en este capitulo gque si 0 es un punto de re
poso genérico de (14}, entonces existen variedades invariantes
asintéticas a 0 y tangentes a P y a ¢ respectivamente en dicho
punto, Mis precisamente, demostraremos gue existe un entorno
de 0 v en &l dos conjuntes B y 9 invariantes locales bajo la
accién definida por {14), tales que las proyecciones W, y T4
sanhomeogormismos,y que en P las trayectorias estédn definidas
para ts(—GD,OJ v tienden exponencialmente a 0 cuandé t=+ -0,
sin salir del entorno, mientras gue en % lo hacen cuando £ -=oo,

Una trayectoria que no esté ni en P ni en P deja el entorno de

¢ consideradoc para t creciente. $ y §J son respectivamente las

A ]



variedades inestable Y estable asintéticas en 0, restrxngldas
al entorno gue hemos mencionado.

Por medic de una translacién, la situacién se repite
. en cualquier punto de reposo de {1} con f ¥yge i) =1 la
parte lineal es este punto es "genérica®.

Se pueden definir los conjuntos de O dados por

U {T(t}D} v {wef:3t tal que T(t)yed}. Estos son los conjuntos
teR .

asintéticos inestable y estable respectivamente, correspondien
tes al punto de reposo considerado. No es clare, sin embargo,
gue el conjunto estable tenga que ser unz variedad modelada

sobre un subespacio de C.

21. De las secciones 15 y 16 deducimos que la solucidn
. % (*,9} de (14) satisface la ecuaci6én integral

(18} {-.cp) =T{t}cp+j T {t-s)XoF {x, ) ds-

-j’ 3, T{t-5)Xo (G{x, ) -G (9} ) ,

para los valores t=0 en gue dicha solucién exista.
Sus proyecciones sobre P y Q0 cumplen para estos misg
wos valores de t:

{19) x;‘-"’ =it e I T(t-s)}Xa’ F(x,)ds-

I dsT(t S)Xo"C (Gl ) -G(®) ) .
Hacemos notar que, debido a T(0)Xo es nulo, se tiene
gue
t
[ (B T8I0 (Gix, ) ~Glo)) =

t
=T(t) XoG{p)+ odsT(t-s)xoG(xs).

22. bLewa, Supbngase OgZ Reoc{A) y sean P ¥ @ como en la seccidn

19. &ntonces una funcién £: (- Oj C continua y acotada con

20



§{0) =¢ es solucibn x {*,9) de {14) para te {~©,0]} si y s6lo

si gatisface la ecuacién integral .

(20) g(t) =T(t}op"arj;mt-s)xé’F(gtsnds-
;f;d,T(t-s}Xop (G{g{s)}-G(E{0) N+
+ [ rie-a)xd Flete))as -
- [Lare-six? (ets on -tz om, t<o.

Andlogamente, una funcién continua y acotada
n: {0, 2 € con n{0) =y es solucibn x, {+,}) de {14} para

te[0,00 si y s6lo si satisface la ecuacién integral

(21) n{t) =T{t}w°+I;T(t—s}xO“F(n{s})ds -
- [ ar(t-01%: (6tnts)) ~Gln 01 D +
+I’T(t-s>xa’9rn(s))ds -

- f;a T(t-s)Xd {Gi{n{s))}-ain(ON, t=o0.

Demostracién. Consideremos que la solucién .x, {-.0) estd defi-
nida para te(-°0:0:]-

Se tiene entonces gue existe }:1 tal que
ixtiék_.‘k 50, |

Tenemes de {19) que para toda =<0,

@ _ & ° Q@

o8 =201 4] v(-)x§ Fix, )45 -
vt

o
‘j‘ 4, T{-8) X" (G{x,)-G{xo0)).

4
De las acotacicones {6) se tiene
T{-t)x? | <ke" In®) <K k, k e®*, t<o

De dende deducimos que!T(-t)xf‘ f—) 0 cuando t- -, y

21



por lo tanto

. [v] '
o= r(-9)x§ F(x,)as—j'_:oa,m-s)xé‘(c(x,)—G(x,}). '

Se tiene ahora por {192) que

Q
® =x+ xS=T{e) g+ T(t)['['_m’l‘(—s}xoaﬁ‘-(x,} ds <

al—e

- l‘o d, T{-s)Xo* (G{x, ) ~ g(xa})] +
% I t

+j' T(t-s)on(x,)ds—I 4, T{t-8}Xo (G{x, } -G{x,}), £<0,
0 0

de donde se sigue que x, debe satisfacer la ecuacifn integral
{20).

Reciprocamente, si §_:{—00,0]-> 0 continua y acotada,
satisface (20), definiendoc 9® como arriba, se tiene que g
tiene que satisfacer la fé6rmula de variacién de pardmetros
(18}, lo que le impone gque £{t} debe ser x, para cierta ¢t
(debido a que Xp=0 en [_-_-r.oj} . Por la unicidad de las solu
ciones se sigue que esta x, es %, (*.9).

Esto de.muéstra la primera mitad del lema.

Consideremos ahora que la soclucidn x, {,9) estsd
definida para te O,®) ¥ que |{x|<%k ,te{~o .0].

Tenemos de (19} gue para toda t=0
3
B t P P
T (e} (w +j0 T(-5)Xp Fx)ds = [ &, T(-8)Xg (6(x,)-G(9))) < kky
. o
8i llamamos ¥, @l termino siguiendo a T{t), resul

ta gue ¥, ¢ P para te R,

Por lo tanto, de la acotacidén {17) se sigue gue

Me"* | ¥ | =k ky, Io cual implica que 4o 0 cuando t-co,
B 4

A partir de agqui tenemos gue
0

o
o7 = T(-51% Fix, Va5 - | A T(-9)xF (6(x2-6(@)) -
* oo
Utiligzando 119} obtendremos ahora la segunda parte

del lema de la misma manera gue la anterior,
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22. Tecorema. Si CZReo (&) ¥y C=P@Q es la descomposicidn
correspondiente 2 0 segfin la seccién 19, entonces existe
§>0 tal que m p & un homeomorfismo entre el conjunto
P={peC: |¢' | £8/2K, |x, (- .cp)Iﬁé, t=<0} v Pn B, /2K

o entre §={peC: |tp I=8/2K , lx‘ (-,ro)]gb. t20} vy

/21(}’ (B 4 /2K
que g € P(resp. e P}, 1mpl:.ca x {-,0) -:1"1&'{‘l lo], t=0

{resp,
0NnB ={peC: ¢ <52K}}). Existen M,p >0 tales
(resp.. x {-,9) <Me ™ !cpl tz0).
P v ? son tangentes respectivamente a P y ¢ en 0.
Demostracién. Vamos a demostrar Primerc la parte correspon-
diente a P. Consideremos el espacio de funciones
E ={g:(~o,0]+ C|€ continua, |E{t)<k, te (~,0l}, con la norma
igIE=inf{k:|E(t}}sk te (=0,0]}. Es un espacio de Banach.
Sea cppe pn B 5 /2K para 5§ >0, y consideremos E {GJ } =
={g eE—:{g{ESB. E(0) =tpP} Dada geE {cp } definimos @g or
io 4 P

medio de (38) {t) =T(t)wy +I° T{t-S)XoF(gts})ds-
t b -_

-7 aTte-a)xg(c(8(s) - Gig(oN) +

+] o re-a e eis)) as -

- are-aB(aals) —cigon, tso.

$estd definido de EB (epP) en E. En particular las
integrales entre -~ y t existen debido a las cotas {10) ¥
(11} para a= 0 Vamos a ver gue $E, (1p }cE {(p ). Es obvio .
que {3E€} {0} —cp . Observamos gue .
[5 are-sx3eiz oy +[_L a 7(t-s)x36 (5 (o) - () oG£ (0)

debido a que T(O)Xo+’1‘{0}xo=0.

Utilizando las cotas (10}, (11}, (15} y.{17}

tenemos:
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0

| (38) (£) | <Re® "+ Ko (6365 ° .

e “53s 1+ Ko (8)6e © tj._:, e®%as+
+ 0% |jeston ] + [S{a, Tit-a1%; | lo(g (1)} +

s SlaTe-axgljeiels)lss/2 + 20 )8 /8 +

+A4Kp {8)6 =< &
si § es suficientemente pequefio.
Mostraremos ahora gue § es una contraccién en
By 05 :
i(w ~#52) (0) | <Ko<a)e"tjo TESte, (5) — 25 (s)| ds+

181 (s) - €2 (S)fd3+

+Kp{6} etJ' t es

106 [ 8, T(t-8)X5] | 8 (&) - Za (2)] +
so@ [ a8z (0 - 82 ()] +

+ X (6) |84 (0) - 82 (0} = 7RO (8) [ &y - g2l _

Para que sea una contraccifén escogemos & tal que
TRo {6) < 1.
Concluimos entonces que para cada q: ‘en PN B 5 /2K

existe una Gnica B~ en Eg @F) tal que £7 =3E"”,

De acuerdo con el lema anterior, tenemos entonces
que £7(t) es solucibn x, {*,9) de {14) con xp =@ =E"(0}) para
te -oo,{}]

Definimos ahora la aplicacién %y PO B, 6/216-’(: por
nedic de

op(e) = g7 (0) =97+ [ 0 w(-e):r (g (s)) a8 -

-[.2 ar-ax8ieigisn - agion).

-1

Es claro gque 9, =Fp Y que g (Pn B /2}3) =P.
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Para probar que Cp es un homeomerfismo sSlo fal-

ta comprobar su continuidad.

Sean m?l’ ':D_.’:E-,ﬁ PN B6/2

fijos correspondientes en E{) {CG1P) . EE (qag) . {i"6tese gque la

X vy sean £f, £5 los puntos

. . F
& se pudo escoger independientemente del elemento © ).
Veremas que 1 0< y <g, y & es suficientemente
pequefio, se tiene

(22) fer{t) —Eé%t.".gzxe“tlwf—cpgl' £=0.

Para ello definimos las sucesiones Fl g;’ por
medio de P

g?(t) =Tty ,

E, (t) ('55 ) (e}, i=1.2

Siendc ¢ una contracciédn, g%, g;’ tienden unifor-
memente a £9.,83.
Para i =0 se tiene
' : €t, P Ei_ .. ut, P P
[ef(0) - 22ty < ke® [t -z |z 2k “los w3},
si supcnemos, leo que siempre podemos hacer, que K= 1.

Supor iando ahors

P
151 (t)-gz(t) -_2Ke"lt 1 epe —wg‘ t=0,
tenemos
i+l

jertleny a2t 20y ] ke Tlof —ob [ xo8) % gt (o) - <l (ois

o -£
e(p £)s

+ 2K?%p {5} lot - o I (ef N

ds +

—etf t e(u-t-a)s

J—=

+e s’ + 2Kp (8} | oF ~ b 1 F x
t P| -us Q ~us
X(Ioid.’f(s)xo]e +j‘:|d.T(s)Xc§e y =
< kgl —or | (1 + 4%p (a);f'_;_—g_+ 8p(8) *

vomp (8)) = 2k Tor ~oz |, t=o,

si & es suficvientemente pegueda.
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Aqui M es una constante que acota cada una de las
dos filtimag integrales.

A partir de aqui obtenemos, substituyende en la

expresifén para g,, gue

los écpf' } 0, (@5 s Jof -0 +

[ Imt=s) x| [F (57 (o)) ~P Uz (e as +
+{T(£)Xg | |G &4~ (0) -85 (0))] +

+° jar xR lol 57(s)) ~6( g5 (s)) | <

< {f -pf |+ 2R2p (3) _é{cp{‘ 92" [+ 4K20 (8) (o -] <

P "
< Llwy -9 13
para una cierta constante M, lo cual prueba la continuidad

lipschitziana de 0,4 ¥ cOR ello que 7, es un homeomorfismo.

La demostracidn de que

lthH 5;2Keyt!w$ —wf], y que por lo tanto las tra-

yectorias en P tienden expoﬁencialmente a 0 cuando t- -0 se
sigue de (22) tomando £3 =0,

" Para demostrar la tangencia de P y P en 0, obsérve-

se que, puestc que toda pe P corresponde a una £~, tenemos del

lema de la seccidn anterior gque
ICquﬁj':!T(—s}xaQ | {Fig~(s)) | ds +
+[Tla,r xSt | ot ie] +
+Li[d,'r(-s)xoai le(g™0)} =
= 2 K2p (2K {o"}) jo"+2K2p (2K o)) |07 +

+ Kp (2Kle®jo | , de donde se sigue que
[¢Pl /[m!» 0 cuando ¢ - 0, gque es precisamente la expresién

de la tangencia de P y P en Q0.

La demostracién de la parte correspondiente a 9 se
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ileva al cabo en forma an&loga, considerandc el espacic de
funciones

Fi{n:[0,®) » ciny continua, |nit}l =k, telo, )},
con la norma Ini.-.- =inf {k:|n{e}l =k, te [_0,00)}-

Para (Seon Bg/ se considera entonces el conjunto
_ 2K

Fslod) = {neF:jq |56, xR =%,
Y se define un operador ‘Y:Fs (c'pc) + Fy {v%), por medio de
{¥m) (t} igual a la expresién en el lado derecho de {21}.
Se demuestra gue Y es una contraccién ¥ tiene por
tanto un Gnico punto fijo n™. El resto de la demostracién
se sigue de manera anfloga a lo que hemos hecho, utilizando

también el lema de la seccidn anterior.

24. Del teorema anterior obtenemos que toda solucién gque no
sale de By para t creciente pertenece a la variedad 7, por lo
que tenemcs el comportamiento de las trayectorias en un en-
torno del origen es dél tipo de un punto silla.

Si se supone que para un cierto real g=0,
¢« £Reg (B) , ¥ se toma la descomposicién correspondiente
C=P®Q, entonces, de manera totalmente andloga a como hemos
procedido, obtenemos la existencia de una variedad invariante
n, tl‘mgente a P en 0, y tal gque estd constituida por todas
las trayectorias gque estdn definidas en { oo, 0}, y cumplen
I&IsMeﬂ |Xo] para te®R y alquna M> 0.

51 o= 0 se obtiene que existe % invariante, tangen
te a 0 en 0, ¥y que estd constituido por las trayectorias que

cumplen|x,j< Me® [ x5], £2 0 para cierta M>o.

25. Debemos hacer notar que en el trabajo {14] » siguiendc los
lineamientos del trabajo [5_], se prtiéba un teorema comoc el que

hamos prcbade en este capituls, perc con la fuerte restriccidn
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de que P sea de dimensién finita. Esta restriccién ha podido

ser salvada gracias a los resultados de [?].
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CAPITULO IIT

Trayectorias periédicas en el entornc

de un punto de reposo,

26. Para la ecuacisn {14) con O¢ Reo {A), establecimos en el
capitulo anterior la existencia de la variedad asintética

P ¥ el que tedas las trayectorias gue no estén én dicha va-
riedad dejan el entorno 36 cuando t crece., Se tienes entonces
que en B6 nc hay trayectorias periédicas, exceptuando la
idénticamente 0. Vemos ademds que una perturbacién que no
haga canbiar mucho c[A}, regpetaré dicha 51tuac16n, a saber,
que exista algfin entornoc sin trayecterias periédicas no tri-
viales, debide a que para modificarla necesitarfamos cambiar
o {A} hasta hacer que el cero estuviera en la adherencia de
su parte real; _

' Vamos a considerar en este capitule la misma ecua-
cidn (14}, pere suponiendo gque ¢ (A) contiene un nfimero fi—
nito de valores puramente imaginarios, todos mGltiplos de

un mismo nmero, y vamos a permitir que F y G contengan una
parte lineal pequefia distinta de 0.

Nuestro objeto va a consistir en dar condiciones
necegarias y suficientes para la existencia de trayectorias
periédicas en un entorno del origen. Estas condiciones se
presentardn en forma de una ecuacién de “bifurcacién” o
“determinante”, que deben cumplir los puntos fijos de cier-
ta aplicacién.

El nombre "bifurcacién® aparece de que al cambiar

los parémetros de F y G, la solucién idénticamente nuL;dae




bifurcacién se pueden resoclver por aproximaciones sucesi-
vas,.prestandose Por le tanto al cdlculo numérico,

El método que vamos a desarrollar es una adapta;
cién a las ecuaciones neutras del de Cesari-Hale, que se
encuentra descrito para ecuacicnes ordinarias en [15].

Este método comienza considerando ciertas ecuaciones no au-
ténomas dependientes en t. para las cuales se obtiene la
tecrfia, Dicha teoria se aplica entonces a resolver nuestro
pProblema y sirve, ademds, para decidir sobre la egtabilidad
de las trayectorias peritédicas encontradag.

27. Consideraremos la ecuacidn
(23) D, {x(t)-M(x, )~Gi{t,x ) =L{x, ) +F{t,x 1),

en que L y ¥ satisfacen las condiciones de las secciones 6
Y 13, mientras que F,G continuas estardn definidas en
RxOXI, donde ) ez un entornc de 0 en C ¥ I es el interva-
lo real [-pug .uo] para cierta 110> 0. Nuestras hipStesis so-~
bre F y G son:

i) P{t,0,0) =0 _ .
ii) F(f.@.u) eg periddica de perfodo T en R {T-periddica)
1i1) [Ftmuu) ~Flt,9.0) | <p (u €Y@ -92), para g,

P & Bscﬂ ¥ p es una funcién continua, no decrecien-

te en f“i Y&, ¥y con n{0,0) =0,
¥ las mismas para G. _

Las condiciones garantizan la existencia y unici-
dad locales de sclueiédn con valor inicial ¢ para t=g, eu-
Yo valor en t denotaremos por x{t,c,9) (ver [8]).

Observemos que las condiciones impuestas sobre

F, G no impiden gue tengan una parte lineal distinta de 0.

28. Supondremos que la ecuacién lineal correspondiente
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(24) D, (x{t)-M(x, )} = Lix,)

@s tal gque o (A)contiene un conjunto finito A .de valores
imaginarios, y que todos ellos son miltiplos de 2mi/T = iw.
{Si el problema es real, todos ellos aparecersn en pares
conjugados) .

De acuerdo con la seccifn 10, tendremos subespacios
de C, Py Q invariantes bajo la accién de T{t} tales que to-—
.da @ en C es expresable en forma Gnica como cp=(pp+:pQ. con
cppe: P,ch EQ, P serd de ' dimensién finita m.

Si $ es una base de P, entonces a todoc elementa e
de P le corresponde un nico elemento peE R™ tal que @=3%p.
En tal casoc tenemos T(t}co=$_eBtp, B la matrfz mxm
'definida por Ad =3B, Los vaiores propios de B son los ele=-
mentos de 4,

51 se escoge apropiadamente §, podemos obtener B
en forma candnica de Jordan. Para el resto de este capitulo
vamos a Hacer la hipStesis complementaria scbre A, de que
esta forma canfnica sea diagonal, es decir, gue B sea diago-
nalizable, Con esta hipdtesis resulta gue en P todas las
trayectorias son perifédicas con perfodo 7.

Dado un elemento ¢ de €, designaremos por p(yp} al

tinico elemento de R tal gque @ =§p(yp) -t-ch.
29, Denotaremos por S el espacic de las funciones continuas

t-periédicas de R en R con la norma del supremo | |S.

Por I denctaremos el espacio de funciones continuas

T-periédicas de R en C con la norma del supremo | !2.
Definimos el operador 1:5+ S por

Qf) (£) =ir &P 8) ¢ (01 ge.
Tdo

B
Obsérvese que {0f){t} es de la forma e ta, Y es



pPEr Lo tanic,. solucidén de la ecuwacién y' = By.

Usaremos indistintamente (Qf) (t)} y n(£() .

30. Lema. Si f¢ S, entonces la ecuacibn

v it} =By{t) + £(t}, en que - ~¢ como en la seccién 28, tie-

ne una selucidn peribdicz si vy =8lo si ((£=0, vy en tal caso

para tode a: R la sctuacién admite una {nica solucidn y~(a}
~

tal que Q{v~ia’ = 2 a=:v(a).

fdemds se verifica la desigualdad

|y~ (a) - via) .5 K]“ ‘£(s)] s,
en que K no depende ni de £ ni de a.
(N6tese gue y~(a) no es necesariamente la solu-

cidén con valer 2 en t=0).

Pefostracibén. La solucidn rcon valor yg en t =0 viene dada por

(2%) yit) =Pt 4 i‘f :-sE"‘"s"f(s}ds.

Debido a gue eBtyo es t-peribédica, a fin de tener

y({t) r-perifdica. es necesario y suficiente que

J'T e_BSf(s)ds =0, ¢, usando nuestra notacidn, gue Q(f) =G.
0

Tenemos de (25) que e_Bty(t) =a+ g(t), donde

A i A Bs .
8=y s = io‘g fisldsdt=yo+c, ¥ g es una funcidén on

v W
% uon valor medio O,

Aplicando el cperador {} a ye S obtenemos

Bt E - B

Qy (t) = e° (v~ j':fr e P (s)ds a9 = ePa =: via) (1),
)

con lo gue tenemos una correspondencia biunivoca entre las

szlociones periddicas de la ecuwacién homogénea y de lz no

. T
o1 hecho de que lg|l.<k| |f(s)lds para alguna
z o'

k independieate de f o de la solucién particular, sz sigue
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inmediatamente observando que
-By t
< 27|e z\‘I‘ fis)lds;
EIR I lg), [Ets)las

v de agqul se sigue la (ltima parte del lema tomando

K= I e:Btlz k, donde IF_-Bt!E significa el supremc de la norma
de la matrfz para te [0,7].

31. Lema. Sean h:R s R, k:R + R> periddicas de perfodo

T. Existe una fGnica ¢ £ tal gque

x?=T(t)ep+j: T{t-s}xgh{s)ds+f§ a, T(t-s)X3 {kis) - k(0)) es

T-perifdica.

Bdemds se verifica que

|5’E.,Q| sK’(r Ih{s}]{ds + sup ik(s)l),
X v o SE(0:7])

en que XK' es independiente de h y de k.

Demostracién. Si SttQ es t-perisdica, se tiene _
7 T Q
cp=T(T)cp+IoT(t—s)xgh(s) ds+Iod,T[t—s}xo(k{s)-—k(O}),

es decir,

o= (x-() ({7 (t-1x8n () 4 4] 4 T (29118 (k) % (00))

Tenemos que {(I-T{e}} ' existe porque {I-T{t}}p=0
implicé w=0. Este es el casc, pues hemos supuesto que no hay
socluciones rt-periédicas en ¢, excepto la que es idénticamente
nula. '

La solucidn viene dada entonces por

) ;b FT ; ;
%2 = (1-(e) 1 ([ T(ter-s)X2 h(s)ds +J:‘“d, (t+1-8)%3 ((s)=k(0) )
t

Para obtener una cota para la I- norma de S{? vemos:

I“x?[gs £(I—’i‘{-r})“‘l( sup I’lf(t+'f-s}xgirih{s}ids x
se{t L+l ©
. 4T Q
X 2 sup Ik(s)II id.T(t+T-S)XoI)E
se {0 1] *

T
< {({z-T{))"] ( l’i‘(t}x{g{‘{olh(suds x

58 EOE:T]_

Ty



< 2 sup k() [T Ja, T(s)x3 ) <
sy el o)

= K (.f {h(s)lds+ ESETJOPT”{{SH)

-

32. Teorema, i.a ecuacién
{26} D, {x(t)-M(x, )~%x{t)} =L(x ) +h{t), t=0,

con k y h continuas y v— periédicas YL ¥ M como en la seccién

28, admite una solucién T-periddica g ¥ s56lo si
Q{¥h + BYk) =0,

en que Y es la matriz gue aparece en la seccién i7.
En este caso para toda a¢ R°existe una finica solu
P s s : t t
cién ¥, (a) t~periddica tal que O (p{%, (a)} =eB (a+b)=:eB o, con
ﬂ:l’ -—
b= e Pkis) as.
c
Vale ademés la desigualdad

T
a) -T{y) < ¥ his)lds+ su k{s)
1% () T scl < ([ In(s)] 538 1)
para una constante K que no depende ni de h ni de k.

.Demostracién. Proyectando las scluciones de {26) sobre P v Q

de acuerdo con la seccién 17, y tomande en cuenta (secciédn
P Bt .

18) que T{t)Xo=%e ¥, obtenemos que x {+,p} es la golucién

de (26) con valor inicial @ si y sblo si

plx, (+,0))-¥k(t) = B (plep)-vk (0)) +
* p—
(27} +J10 BES) unte) 4 BYk (5)) ds,

x?(-.cp} =T(t)ey +_|‘ T{t- s)xoh(s)ds+‘r d, T{t- s)xck(s)ds.
Denotando por f a Yh4 BYk y por v {t) a plx, }-¥ki{t), la pri-

mera igualdad nos gueda

B(t-s)

yit) = eBty(O) + Jr;e f{s)ds,

que no es mds que la solucidn de la ecuacibn diferencial
Y'=By+ f que toma el valor y{0) para t=0.

S5e sique entonces de los lemas anteriores la con
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clesifn de nuestro teorema.

En particular la desigualdad proviene de

fD(x.)-(?k4-eB'a)IEIPI;IYh(s)+B?k(s) ds<

. _
EK"IO(Ih(s)l +1k(s) ) ds.

33. De lo diche anteriormente se sigue que si Ec L, entonces,
para toda ae IR%, la ecuacién y'(t) = By(t) + H(t,g(t))-QHt,Et)),
donde H(t,p) es continua, r-perifdica en t y localmente lip-
schitziana en u, tiene una Gnica solucién ¥(a,E) en § tal que
n(g(a,g)) =e® = (a).

Para abreviar usaremos la notacién

£(2) (£) =H(t,g(t)}-OH{t,g(t)).

La solucifn ¥(a,g) puede escribirse entonces

v(a,g) () = eat(a+J;e_Bsf(g) {s}ds—%‘].;f;e_ﬁsf(g) (s)dsau) =:

=P (a4 g(t)).

Podemos ocuparnos de las componentes de g{t) por
separado. Cada una de las funciones g .,i=1,...,m, tiene va
lor medio 0, por lo que existe 0,5[0,71 tal que g, (o,) =0,
Sea 0. el vector de componentes (04,...0,}, ¥ sea

t ~Bs )

J; e flg)(s)ds el vector g(t)

o {€)
que tiene por componentes

t -
g, (£) =‘L— o BSe (2) (s)ds.
1

Notemos gue realmente 0 (£) no es una funcién de £, puesto que
puede haber mds de una valor de g para los que g, (o,) se anuy
le, atn restringiéndonos al intervalo [0,rj. Con & (£) expre
samos entonces cualguier valor con esta propiedad,
Observamos ahora que si tomamos otro elemento g' de

I, la siguiente preopiedad de aditividad vale para alguna
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c{g+g') con componentes en [0.7]:

.

e B8s(x) (s)as =
Ja [gl) .

I: e P (e) (s as +
a{E)

t

=L_ e % (£(g) (3) + £(2") (s} )ds.
T(E4E’)

- Esto se sigue de que los dos términos del prime?
miembro tienen valor medio 0, Yy por lo tanto su suma tambié&r
Siendo la derivada de dicho primer miembro £(g)-£(€"), dedu

cimos gue existe c_r(§+ £') con la Propiedad mencionada.

34, Volveremos ahora a la ecuacién {23} de la seccién 27,
ton las condiciones ahi establecidag para F y G.
Para una g tal que 0<a<1 fijas, vamos a conside

rar para cada d con Bdcf) Y cada ag IR tal que
@eB'a =ad, el subconjunto T de T dado por:
z a,d
= B.
L, g ={ger:lg=2te a.igfzﬂd},

donde {1:2- 5 estd definido por & = 30p.
Lema, Existe uq >0, d>0 tal que para toda a¢ IR con
|@eBta] zsad y para toda y con =44, exXiste wna finica

E=glam) en L, 4 tal que satisface las relaciones

{28} Doy(t.g{t).u) =By(t,g(t) i)+ E(E,E(e) 1),
donde y{tE(L) ,u) =p(g{t))-¥&(t,e(t),u),
E(t,2(t) 1) =R(E, & (t)u) -OH (L, € (t)y),
con Hi{t,E(t) ,u) =¥YF({t,E{t),u) + B¥YG({t,E(t),u), ¥
13
(29) g9 =1( g(t)9+J'0T(t-s)x‘§F(s,g(sJ ) ds +

t
+f @ rie-9)x8(sts, 501 0 -6(0. 510y )

Ademds £(a,u) es continua en (a,u).

Demostracifn. Para ag:]R® el lema de la seccidn 30 nos da una
B

Gnica solucién §=¢(a,l.u) tal que 0¥ =e "a, de la ecuacién

¥y (€) =By (t) + £{t.£(E).u},

36



Por otro lade tenemos por el lema de la seccién 31, una

Gnica solucién t-periddica x‘Q{g,u) de la ecuacidén

>L?=T(t}xg+IZT(t-S)xg F(s.¢{s) u)ds +

Hramie-9) 38 (6050 (5) ) =800, 10) i .

Definimos el operador %,,, de E- I por medio
de
Qg0 () =8%{a. ) {£) +3¥G(E, Lt} u) +

PR e S YT

Se tiene ﬁ(s:(g)} =3 eBtc

Supongamos ahora (€%,

Tenemos del lema de la seccién 30
Iy-eB‘agstZ |£(s,¢{s) )] s,

de donde, tomando en cuentalnf ng Ifg , se sigue
lo7cI_sfpe™al & lsvaiec (e +

+ 2KJZ#‘¥F(5;C (3} .u') + B¥a{s.c{s)u}lds <

<ad+ {3 [i¥ip{jul, A d+
+2Ktp {jp |, @¥a(l¥i+ [Bli¥) <d

si jy| ¥ 4 son suficientemente pequefias.
Para %Qg se tiene del lema de la seccién 31 gque para to-
da g

| ¢ sk [ TIrts.c o) ) de s

sup _|G(s,{(s),u}l) =
s € {0, 1] .

=K' {tpfju| . da+p(lula)ay<e

si {uj.,& son suficientemente pequefics.
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De agui se sigue que para [p],d suficientemente
pequefios R aplica £,, en .4 -
Comprobaremos ahora que 2es una contraccién:

Consideremos dos elementos §{q,(, de 4.

Tenemos, de la expresidn cobtenida en la seccién 33

. t -
|97 0721 <iei|] e P (£(s.¢4 (8) ) -
z G (€1 -Ca}

-f(s,fa{s) uM ds| +
+EHYIG{E, ¢y (B),u) -Gt g (t) )l <
P B .
< 2 ,d -
15 }]e Lomo ¢l ) 14 Czlz+
+8]j¥fpl iuiad)|C1-CzL: <
<bqlC1-Caf -
r
Por otro lado,del 1lema.de la seccidn 31
18961 2% | <2k (rp (b od) 40w foad) I Grmga] =
<6581 L2l

Tomando [u}.d suficientemente pequefios para que b4 + 65 =§

sea mener gue 1, la aplicacién %, ., es una contraccién de
Z,a enlkl,, , y por 1o tanto existe una finica g{a,u) para

la gque se cumple
Lo N g(atU) =g (a,u)

Por ser $,. continuo en {a,u), y al ser 9 una contraccidn

.'\r ho

se sigue que el punte fijo, £({a,u), es también continuo en

(acu} .

Por Gltimo observames que Ef{a,u) cumple las ecua-
' ciones (28) Y (29), con lo cual queda demostradc el teorema.

‘También observamos gue si p no depende de d,
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entonces los resultados anteriores son vdlidos para cual-

quier @ tal que By cQ.

35. Teorema. Si para una (a,u) particulares se tiene que la
g(a,u) del teorema anterior, que satisface {28} v (29), tam-

bién satisface

{30} nH(t.E(a:u)(t) :U) =G,

entoncese(a,u) {t) es igual a x, {a,u), donde x{a,u} es una
solucién r~periédica de (23). Reciprocamente toda solucién
de (23} con |M|SHy ¥ perteneéiente a Ea,d' eg solucién de
(28) y (29).

Demostracifn. La primera parte se sique de gue, al satisfacer
E(a,u) las condiciones estipuladas, entonces satisface la ecua
cién (18} (ver la demostracién del teorema de la seccién 32),
con las F y G correspondientes, y, como se hizoc notar en la de
mostracién del lema de la.-seccién 22, entonces corresponde a
una X, solucién de la ecuacién,

La segqunda parte se sigque de observar que al cumplir
x la ecuacidn (23) para alguna ;4 suficientemente pequefia, enton
ces debe cumplir la ecuacién de variacién de pardmetros (18)
correspondiente, gue es eguivalente a que satisfaga (28),(29) ¥
(30). El'resultado se gigue entonces de la unicidad de sclucibn

de (28) y (29).

36. La ecuacién (30) es conocida como la ecuacién de bifurcacién

0 ecuacién determinante.

Obsérvese que $i A es vacfo, es decir si (24) tiene
la solucidén idénticamente nula como la (nica solucién t-perid
dica, entonces la relacidn {30} se satisface siempre trivial-

mente, y concluimos que (23) tiene una finica soluc:ﬁ(,y j:T‘M\\
Y
1

dica x, (u), que depende continuamente de u, y que e ao

cuando ;= 0. 1; i LIRR

lehay

Q
Y MATELATILE
e
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37. Un métedo para deﬁerminar 6rbitas tv-periddicas de (23)
para |3,d pequefias, consiste en encontrar el punto fijo-

g{a,u) de &a,d' substituir estos valores en (30) y despejar

a en términos de y. Es claro que el método tal como lo aca
bamos de bosguejar no es préctico por que en general no pode
mos encontrar g£{a,.) explicitamente. Sin embargo, dado {a,u),
podemos encontrar una sucesién £* (a,p) de funciones T-perid
dicas que converjan uniformemente a g{a,u), debido a que
g{a,u) es punto fijo de una aplicacién contrativa. La sucesién

viene dada por

g0{a,u) =se’a
(31} g (a,u) =9, L8 " (a,u)

Observamos que debido a la formade® se tiene
gb{a,o):=®eBta si se cumple ¢ bien gue g{o,d) =0 para toda d
tal gue Bdcﬂ, o bien a=0.

Ahora bien, si E(a,u) es diferenciable con respecto
a a, podemos usar el tecrema.de funcién implicita para decidir
si se puede despejar alen-la ecuacién (30) en funcibén de . Si
asto fuefa'posible ¥y af{u) es continua, tendrfiamos ademis una
aproximacién de la a correspendiente a las scluciones periddi
cas para | pequefia,

' A fin de asegurar esta diferenciabilidad tenemos que

imponer mds restricciones a F y G.

38. Lema. Si F y G cumplen las condiciones impuestas anterior
mente, y ademds existen DmF(t,w,u) ¥ DwG(t.m,p} y scn localmen
te lipschitzianas en » con una constante de Lipschitz p(jul,e)
como en la seccidn 27 para t¢ R, g¢ Becﬂ,p € [0,“4] ; entonces
tanto la gf{a,u) del lema de la seccién 34 como

GH(t,g(a,) {t),s) son difemciables respecto a a para U ¥ E su

ficientemente pequefias.

(Obsérvese que si F(t,q,n) =uF~ (t,p)
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con F~ y DmN“ lipschitzianas, y lo mismo para G, entonces las

condiciones del lema se cumplen).

Demostracién. Usaremos induccién en la sucesién {31).

t .
Tenemos gue Dago(a,uj(tj =@eB - Suponiendo gue

Dagkta,u](t) existe, tenemos {ver demostracién del lema de la

seccién 34):
D_g*+" {a,p)(t) =D_s¥(a, g*(a,u) () ,u) +

+D Y6 (€, £ (a) (£) ) + D_E* (@) ()9

Tenemos de la seccién 33:

D¥a. & (@) (8) ) =™ (14 [ ™™ _£(s.6* (2 (s) s

"H;f:, ™70 £(s, & (a,u} (s) ) ds Gu.

Y también
tyT

D_g* (au) (0% = (- (en ([ T (t47=8)X0D_F (s, 8% (a.u) (s) ) ds +

{-i-T O
+£ d, (t+ T—S)XODa{G(s,g“(a,u)(s],u)-G(O.g“(a,u)(O},p)

Debido a nuestras hip6tesis se sigue por induccidn
que Da§‘+1[a,u)(t) existe y es continua. Ademds podemos esco
gexr “;a suficientemente pequencs para que |Dai“{a,g)|zdim
para toda k.

Se coteja que Dagk(a,u) converge uniformemente en
I, @ uma matriz de funciones gue es precisamente Dag(a.u).
Para sllo se observa gue Dagk[a,u) forma una sucesién de Cau
chy en I:

1 -
]Dagk+ (a’u)-Da.E.k (a-u)|2_:
= D(Eui.s)k1(|5*-§[2.+|§_gk+qz}+

- =1
+ o lfu edke D gk D gk =
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En K4 lﬂtervzene ia cota M de i5, g" 5 mientras
que en K 1nterv1ene la cota de D f en B .

De que % es una contraczlén con constante de ﬂip—
schitz § (ver la demostracién del lema de la seccién 34),

tenemos,

k
A O P Srarall LA CRT L LI CV

Sea v el miximo de p{jul).,e)¥, ¥y p(lu],e)K> v escod
jase {ju],e) suficientemente Pequefio para que y<1, 8i § es
el miximo de v y &, se sique de las desigualdades anterioras

que

|D 2 *a.u) =D_g* (a.u) ] <
cp (B 2B T
S

+ B IDa§K (a.p}-Dag“ _‘ta,u}’ <

)1E1(a.u}“§°(a.p) R

SR R T g T (g - s

+8*{D_57-D_E° | < kg* +g' lgt-go( 4

' lig
O IETE0 g =Bt BT L Jeiogo)

% ] '

donde A* dencta a Ls « ¥ L es una constante relacionan
l-3 '

G0 las normas de !51—§°!z Y IDa§1—DagG|E. Debido.a que

o

3 . '
T ks converge, se sigue que {Dagk(a,u)} es una sucesidn de
=1

Cauchy, que converge a un elemento de T, gue es Dag(a.p).

Con este queda demostrado el lema.

39, Estamos ahora en situacién de dar un teorema
que da cendiciones suficientes pr&cticamente verificables para

la existencia de soluciones r-periédicas,

Teorema: Supongamos que se cumplan las hipStesis del lema ante
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rior, y que, adem&s,I{=LLﬁ con H continua. Entonces, la exis

. B.
tencia de ag con |3 e a0|2¢6 ¥ para la que

(32) 0f (t,2eag,0) =0, y
det qg)ﬁ(t,@estao.ol#ﬁ,

implica gue existe u,>0 tal que la ecuacién (23) tiene una
inica solucién %(a, ,u) para cada pcon ipISLH con la propie-
dad ﬁt(ae,o}:=§eBta,._Esta sclucién es continua en ¢ {en el

espacio T).

Demostracidn: Del lema de la seccifn 34 tenemos que para y,a
.suficientemente peguefias, existe £(a,p) punto f£fijo de % (ver
demostracién de dicho lema). Del teorema de la seccién 35,
obtenemos que la ecuacifn (23) tiene una solucién v-perifdi-
ca tal que %, (2,u} =Z{a,u) para alguna a y u# 0, si se cum-
ple (30). Por el lema anterior, QH(t,E(a,n}{t),u) es dife-
renciable respecto a a, y por lo tanto si se cumplen las
condiciones {32) el teorema de la funcidén implicita nos da
una fancién T-periédica para psuficientemente pegquefia.

Por otro lado, la foxrma de H, conteniende un fac-
tor u, nos asegura que §eBta==g(a,0)(t), ¥y de ello la conclu-

sién del teocrema.

40, Si en el teorema anterior se tiene gue
det Danf-'l(t,qseata, (0) =0, entonces no podemos asegurar nada
sobre la existencia de solucicnes periédicas sin el uso de
aproximaciones.de orden superior., Para hacer estos cdlculos .
se puede usar él poligono de Newton.
Supongamos gue a &8s un escalar, gue QH(t,0,0} =0

y que QH(t,Ef{a,n) (£),0) = .

=\ (k,am°-+k.am"un" FR +kpamppn’) +hia,u) =

=uvp(atu) + h(al’u) ’
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donde h consiste de términos de orden superior.en'a,u. v
P(a,u) se ha escoqidé de manera de tomar en cuenta s&lo los
términos que se encuentran en el lado de mis pendienté del
poligonc de Newton, es decir, aguellos para los que
vni/(m, -m ) es un minimo. 8i x =n, /(my-m),j=0,1,...,p,

a=5|,_|_‘, ﬂﬁ(t.E(g;}‘,p) (t),u) == ﬁ{a.p), entonces

(33) H(E,) =g T Mo x, 5™ eret+k,@2) +hia,y) =

. V+Am

*Bla) + hia,u),
donde hi(a,u)es o(u“*‘"’“") para a fija.

51 se quiere determinar E(H) tal que ﬁ(a(u),u) =
para u suficientemente pequefic, cabe aplicar el tecrema de
funcién implicita. Debido a la forma de F(a,u), basta con
encontrar a tal que H(Z) =0, naﬁ(a);éo. La existencia de tal
a implica la existencia de una sclucidn de (33) tal que la
alu) correspondiente es asintética con ap' cuando ytiende a
0. i : _

En el casc en que NH{t,Z{a,,0),0) =0 para a, £ 0,
el tratamiento es anilbgo. rero desarrollando en términos

de a-a, .

41. Tenemos ahora ya los resultados previos necesarios para
abordar el problema propﬁesto al comenzar el capfitulo, a sa-
ber, determinar -las scluciones periédicas en el entorno de un
punto de reposo -(que cdnsideramos, sin pérdida de generalidad
que sea el 0), de la ecuacién(l4),que es la misma (23) cuan-
do F y G son independientes de t. Supondremos que F y G cum—
pPlen las condiciones de la seccién 27, y la parte lineal las
estipuladas en la seccién 2B, es decir, gque la matriz B es
diagonalizable y tiene por valores propios mGltiplos de

2mi/T=1iw con lo cual todas las travectorias contenidas en
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P son t-periédicas .

Aun cuando la diagonalizacién no podrd necesaria-
mente obtenerse por medio de transformaciones reales, en el
caso real, que es el que nos interesa, siempre podremos es-

coger 3, la base de P, de tal manera que .la matriz B sea de

1z forma
B{w)= diag(0, ,Cy {w}, ..., G {w)) .,
_f 0 n, o
e a@e(l, %),

donde O es la matriz nula de pXp, vy ny son entercos positi-
~ vos. Puede ocurrir que ny=n, para j# k.

En este caso no podemos suponer gue el periodo
T de las soluciones del sistema lineal se preserve cuando
se afiaden F y G. Sin embargo es de esperarse gue cuando M

tienda a 0, las soluciones periédicas de
{34) Dy (x(t)-M{x)-G(x, )} =L(x,} + Fix.u),

tiendan a las scluciones de la parte lineal (24), y que,
por lo tante, su periodc tenderd a «.

Por lo tanto vames a2 buscar solucicnes periddicas
de perfado 7{u) =2n/wu), con wiy) =w+niu), en que n es la
funcién a determinar.

Tenemos E{t) =¢pl(g{t}}) + g(t}Q es solucidn de la
ecuacié;l 84) .51 y s6lo si P(E{L)) = :y(t) + YG{E (&) MY

g{t)Q satisfacen las ecuaciones sigquientes:

{35} ¥ {t) = Blw{0) vit) + g(x, u},
donde g(8{t) ,u) =¥F(E{t),u} + BYG{E(t) ), ¥
(36) g(t)Q=T(t}§{O)Q+I§T{t-s)ng(§{s},p)ds+

. _
s [ra,mie-2C (a8 (s) p)-0(2(0) )

si aplicamos el cambio de variables perisdico
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B(w wht

yi{t) =« z{t}, obtenemos en lugar de {35}

la ecuacién

Bt o Bt

+e z(t)+&Q-u}-

En combinacidén con (36) este es de la forma
2" (t) =Dz(t) + £(t,2(¢),&(6) %1, m)

(38) g(e)® =T(t}x§+_|';'r{t—s)x‘g§( 5,2(8).,2(8)%,1,m) ds +

+.f:d,T{t-s}xg &(s,z(s).g(slo.u.ﬂ).

donde D es la matriz 0 de mxm, y %, G s=on t-periédicas en
t, ¥ satisfacen todas las condiciones necegarias Para gue
valgan el lema de la secci®n 34 ¥ el teorema de la seccién
35, '

' 8i queremos aplicar el teorema de 1a secc16n 39
utilizandeo 1a dlferenc1abllldad de F y G, observamos que

si definimos

%{ac'r.lJ'ﬂ) =A[: (HA)TJ:'[ f[slz(sla’uln) :x,gQ (ar}.l JT]) il ,n}ds,

entonces (32) viene dado por
(39) £(3,,0,m,) =0

. rango (D Sf(aa.o.non =m,

fa,n
con lo gque se obtienen a ¥ 1 en funcién de .

En este caso quedan determinadas n y p-1 de las
componentes de a, mientras que la otra componente de a se
Puede fijar arbitrariamente debido a la autonomia de la
ecuacién, en que una familia monoparamétrica de soluciones

corresponde a una sola Srbita cerrada,
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CAPITULO IV

Ejemplos y comentarios,

41. En este capitulo vamos a bresentar un ejemplo a fin de
indicar de gue manera se puede proceder en un caso concre-
to para determinar log subespacios P y ¢ y la existencia
de trayectorias peribdicas. El ejemplo es de una ecuacidn
con My G iguales a 0, es decir, del tipo retrasagdo.

Indicaremos también cual ez el procedimiento
que se sigue para determinar las caracteristicas de estabi-
lidad de las trayectorias periédicas en el caso de ecuacio-
nes de tipo retrasado, y esto nos hars ver que hay que 1lle-
nar algunos huecos para hacer este procedimiento aplicable
a la clase mds amplia de ecuaciones de tipo neutro. Esto
nog indica una direccién de investigacién futura.

También, para concluir haremos notar como se
dificulta el determinar trayectorias perisdicas por méto-
dos topoldgicos, debido a la falta de compacidad de las
aplicaciones T{t}, a diferencia de lo que ccurre cuando las

ecuaciones son del tipo retrasado.
42, Consideraremos la ecuacién
(40} 2 {E) +az " (£) + P2’ (t) + Kz (t-r) + e (z{t-r)) =0,

en que a, b@k,r.y E son constantes positivas, y ¢ una fun-
cién real, localmente lipschitziana.
Esta ecuacién corresponde a un sistema con
retrealimentacién no lineal vy con retrasoc en el tiempo.
Indicaremos que condiciones deben cumplir los
pardmetros para gque las raices caracteristicas sean todas

de parte real negativa, excepto dos gue serdn puramente ima-
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ginarias. A continuacién encontraremos P corregpondiente .
a4 estas dos raices, y determinaremos soluciones periédi-

cas.

43. La ecvacién caracteristica de la parte lineal de (40)
es

X® 4 ak? + bk + ke“rk =0,

que con el cambic de variable ) = rk, ¥ tomando
ar =p, b¥r? =q, k¥ =m, queda

(a1) HO) =22+ pm2+qu+me™ =0

Vamos .a ver que condiciones necesitamos pedir
para que (41) tenga s6lo dos raices imaginarias +iw, w=0
Y el resto con parte real negativa, (a fin de que en Q las
trayectorias tiendan exponencialmente a 0). Para ello va-~
MOS a seguir el método dade en el capitulo 12 de (1}.

- Tenemos que H{iw) =F(w) + iG(n) con
F{w) = ~pwPcosw+uw (w2-q)senw+ m
Glw) = —w (pw sen w+ (w~g)cosw ).

Debido a que el té&rmino principal de G(w) es .
-wicosw , y cos(iy) # 0 para toda ¥ real, G{w) =0 tiene
Precisamente 4n+ 2 raices en la faja
-2mT < Rew < 2nm para n suficientemente grande.

Estas 4n+ 2 raices son reales porgue Glw) =0
es equivalente a tgw =(q-u?)}/pw. Debido a que tgw y
[q-wz)/nu son funciones impares, y a gque ademis
(q-w?) /Po= -=, Dy g-0?) /pw) » -1/p, Df (( @-w?) /pw) =
= 2q/mw® 5 0 cuando w=o, con 2q/pw> >0, se tiene una raiz
de G{w) =0 en cada rama de tgw ., ¥y a partir de cierto va-
lor de w,el valor Qe tguw sers negativo,

Vamos a designar los valores no negativoa de
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w tales que G{w} =0 por wog =0, ws,¥,... ¥ tomaremos
W_g= =Wy .

Debidoc a que gqueremos raices conjugadas, pe-
diremos ¢ue para cierta j, wy ¥y w-; sSean tales que
Flwy) =Flw-} =0, G'{w,} #0# G'(w.y ), mientras que para el
resto de las w, se deberd verificar G'{w,)F{uw )-> 0, a fin
de asequrar que las raices de H(}) =0 tengan parte real
negativa,

Tenemos

G*' (w) = (w? -q-2p) sen w + (g~3w? -pw?) cosw ,
en que tanto F como G' son funciones pares.

Como G'(0) =q, F(0) =m, se tiene
F{0)G' (0) =qm> 0. '

Para las w; no nulasg, por otro ladoc

Flw,} =~cosw, (pPu?+ (@f~q)2)}/p+m

6' (wy) ==-cosw, {{w2-a)? +ufp+uwlp? + pg)/p,
y debido a que el término entre paréntesis en la Gltima

expresifn es siempre positivo,tenemos que Flw, ).G' {(w,)

tienen el mismo signo que

cos?u, {FPuw? + (wf-q)2) /wfp?-mcosw, /p=
1-m cos w, /wdp.

L(m,.)

il

Para i par tenemos cosy, <0,y por lo tanto
L{w,)>0.

Para i impar se tiene

™ Ccos w; /u.lfp=m/(u.l1’\!(fwf + (w-a)?.

Se debe por lo tanto cumplir

1-m/ (lui'j(pzwf + (7 -q)2) >0 para todos los va-
loreg de i excepto uno.

TL.a expresién bajo el radical es creciente pa-

ra o, =0 si p2 = 2q, por lo gue su valor minimo se obtiene
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en u4q . Si tomzimos'm=w14.f(p2w? + {w?-q)z) , podemos asegurar
que tenemos sélc dos raices puramente imaginarias de
H{}} =0, mientras que el resto tienen parte real hegativa.

(Cbservemos que 0<wy <w/2).

44. Podemos escribir la parte lineal de la ecuzcidn {40}

en la forma

(42) x' {t) =Ax(t) + Bx(t-r},
1 1
0 1 0 0 0 9
donde A= 0 ¢ 1 , B=| 0 0 0} .
-5 -a -k 0 0,

La ecuacifén {42} es de la forma

x* (&) =Iodq{9}.x{t+ é} si tomamos
r

{ 0 a{g) \'i
n(8) = o 0 u(e} ! .
~ku({g+ 1) =-bu(g) ——au{e)'
donde . uft) = O rpara t£0

1 para t=0.

vamos & descomponer C=P®QC, en que P sea la
suma de las Ny correspondiente a las raices iwq ,-iwg (de
ahora en adelante tomaremos @q =w)}. De egta manera, en C,
tendremos un subespacio bidimensional, P, en que todas las
trayectorias serdn periddicas, y un subespacio complementa-
rio Q, en que las trayectorias tenderidn exponencialmente
- a { cuando t= o,
Vamos a determinar una base de 3 para P.
Un vector caracteristico ¢ correspondiente a un

valor propio X de (42} debe satisfacer pA{L}c=0, econ
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;'1 -1 o \
A = © A -1
1ke-; T b2 a+)

de donde tomandeo en cuenta gue B=ﬂ 0 g! y que
T A

3(8) =g(0)e"®

se sigue que una posible §, real, (ver seccidén 10} viene dada

por

! cos wh sen g |

$(0)=|-wsen we Weos wh , oel-r,0] .
-#2cos wh -p2sen gl

45. A fin de poder caracterizar los elementos de Q de una mape—
ra que se preste al cdlculo, asf{ como para determinar la matriz
¥ que aparece en la seccifn 17 y que entra en las ecuaciones
de bifurcacién, vames a incluir los resultados de la parte gque
nos interesa de la teorfa, que se encuentra expuesta en [2} ra
ra las ecuaciones del tipo retardado, y en [10] para las de ti
po neutro. - .
Consideremos el-espacic C":= ¢{[0,r],R"), en gue, por
la conveniencia de la notacién matricial, vamos a suponer que
los vectores son matrices fila (recordemos que en C considera-
mea los elemritos como matrices columna)., Para ¢ en C v ¢ en Cc¥

definamos la forma bilineal {j,q) por medio de
0
(@) (w0 =y (0ot [ ® ye-o) antenroieiae,

en que n es la matriz de funciones de variacién acotada que
aparece en la representacién del funcicnal L de (2).

Sea ahora el conjunto D(A¥) c C¥de agquellos elementos
que son funciones con derivada continua en fo.r}, v para 1os

que se cumple
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+]
4" (0 = [ 4(-g)an (o).
b

Este conjunto es denso en C¥.

Resulta que existe un Gnico operador lineal
A*:p(a*) + c* tal que {(y,Ay) = (a¥y,q) donde A es, como hasta
ahora, el generador infinitesim&l del semigrupo T{t) defini
do por las soluciones de {2).

Este operador se puede definir equivaleﬁtemente por

A*lﬁ(t)= —g" v & (0,r} .
{° st-eranter, ¢ =o.

Se demuestra gue o(A) =g {3¥) y gue dim N{}I-A")* =

= N(AI-A)Y, YkeN. Para una ) ¢cfA), denotaremos por
N'=N(1I-2*)®, donde m es la multiplicidad de % {ver seccifn 9

8i A es un conjunto de elementos de g{A), se puede
. definir, andlogamente a como se defini6 P en la seccién 17,
un subespacio P* de C* que serd la suma directa de los subes
pacios N correspondientes a los elementos de A,

_ Se demustra que si § = {y, sesesP, } e una base de P,

entonces existe una base ¥ =collys,...,y,) de P tal que
{¥,8) = {{ §, .0;)) =I. Resulta que, en esta base, ep?'—'@ﬂ*.cp) .
por le que los elementos ¢ de Q quedan caracterizados por
{(¥,9} =0. La matriz ¥ que entra en la expresién de Xg*—-ﬂ'. es
precisamente ¥{0}.

Podemos encontrar una base ¥ de P encontrando m vec

tores linealmente independientes de la ecuacién
ap (}\ )= 0,
- ® a8
con A{L\} =J\I-r_r e""dn(0), (ver ecuacién (3)) v teniendo en cuey
ta que ¥({¢) =eB“i'(0}, donde B es la matriz tal que A§ =B,

46, Tomando en cuenta lo anterior, obtenemos que una ba

se ¥ de P con A={1w,—1w} viene dado en forma real por
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(b2-w?) cosu + Ay Benwy  2COSWy + wWBENW) cOB wt
Yie) = :
\-—aw cosyy +(b2-w?) sengyy - cOBwy + agenwt sen wy |

Queremos ahora modificar § v ¥ de Imanera de {y,8) =1I.

Para ello vamos a tomar valores @e p,q y r tales que u ==—:—.

Se requieren qué p/4=g~(n/4)2. Si tomamos r =2, b=], obte
nemos q=4, con lo cual también se satisface la condicién

P2 = 2q.
Se tiene también

m=6k = -/ ((1p/4)2 + (n/4)2-q) = (n/4)2B/2 .

o sea k=n2/2/64.

Temande estos valores cbtenemos

4=y2 Gy
_2w2+.1-6m J2 5_‘“._-4_“@3‘.,,/2\_;

- 2 B i
Q=1(¥.3 [
gy 4—y2 B=p2 T
= —— 2 - we J2 ;
. 2 s WP wt- pE
{o Y‘
ol b,
{"Y B

' Los valores de c.8 ¥ vy son aproximademente 0,07,
-3,915 y 1,23, y por lo tanto det1=§ vale aproximadamente
1,47. Hacemos un cambio de base en P* a fin de tener, si ¥
es esta nueva base, (¥Y¥,3) = I,
Se t;iane. con w=m/4,
¥*(0) =01y (0) = - [F{PE0?) s 2va 28+ yu i

y{b2wy?) ~aowm ay-ow
. ]

47, Escribimos 1a ecuacidrn (40) en la forma

x' (£} = [° ane)x(t+0) + £0x,). con
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° )
£l ==u (o }
W {3y (t-2)),.

8i hacemos la descomposicién

% =8y(t) + 22, yit) = (¥%,x%,),

obtenemos 1la ecuacién diferencial

(44) Y (e} =By () + ¥ £y (t) 4+ %0 ) .
Se tiene! o
fx, ) = 0 .

$0=v2 () + ] (-2
Una vez substituidos los valores en {44), queda

v (0 = I vy (- gloy) (e + 2 2py)

YO ==Lyt e Yoy (o) (6 4 0 (-20)

Yy una ecuacién para x?

Vamos a suponer una § determilnada, por ejemplo
Culx) = x - x3

Siendo estas ecuacicnes de la forma (35) y (36),
podemos aplicar el rﬁétodo explicado. Aplicamos el cambio de
variables periédico, con lo que obtenemos ecuaciones de la
forma (38), tomamos la media de f en un perfodo para e =

de acuerdo con el teorema de la seccidn 39,. Yy obtenemos par
H

E
{39), con ag= \a; | » una exgresién . para f{ap,ng,0) =0

que se reduce para a; =0 a
1 3 s -

T3 YAt g var =0
61’131 + "%"'331 - "g"" 313= 0,

que nogs d4 ay =0, con n indeterminado, y a2l = -;— con =0
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Estc indica gue nuestra ecwacidn tiene dos solucig
nes periédicas pera ¢ pequeila, gue tienden respectivamente

a 0 y & socluciones de perficdo 8 y Yadi¢' /(4/3) cuando c£- 9.

48, Los métcdos del capftulo anterior tambi&n pueden utilizar
se para determinar las caracteristicas de estabilidad de las
soluciones perifdicas obtenidas. Sin embarge para utilizarle
en el casc general de la ecumcién neutra necesitamos contar
con una teoria de Floguet vdlida para estas ecuacionas, cosa
que no existe todavia. Bsta teorfa existe déade hace mis de
diez afios para las ecnacignes de tipo retrasade, y se halla
contenida en los trabajos de Stokes ([16] y {17]}. y Shimanov
(18] . -

Parece una via vélida de investigacién futura el in
tentar generalizar esta teoria a tipos mds generales de ecua
ciones. ’

vamos a bosguejar cudl es el método para la determi
nacién de estas caracterfeticas de estabilidad, a fin de que
se vea donde entra la teorfa de Floguet, en el caso de las
ecuaciones de tipo retrasado. La exposicién es un resumen de
lo expuasto en [5].

Considérese la ecuacién
(45) \xl (t) =L{x‘) +!.J.F(xg 'u)!

con F cumpliendo las condiciones impuestas antericrmente. Sea
%, una solucidén peribdica de (45) con perfodo r(u}. Si consi

deramos g =x-%, cbtenemos
z' (t) =L(z,) +uyF(t, 2 ) +uoljz i),

en que ¥ es lineal en z, y de perfodo t{u) en t.
La aproximacién lineal es la ecwacién periédica



{46) z'(t) =L(z,) +uF(t, 2 .u),

y las propiedades de estabilidad de %, estardn decididas por
los exponentes caracter@ticos correspondientes. {ver [1'7]).
De hecho, se deduce de la teorfa de Floguet, gque si los expo
nentes caracterfisticos excepto unc de ellos (q't-ze debe ser ce
ro debido a que la ecuacién original es auténofﬁa) tienen par
te real negativa,  entonces R, es asintéticamente_ esta'._ble.

Vamos a suponer que los valores caracteristicos de
z'(t) =L{z, ), es decir, los elamentos de g (A), tienen parte
real negativa exceptuando un cdnjunto finito A de valores ima
ginarios, m@ltiplos enteros de 2ni/r {como en el capitulo an
terior y en el ejemplo' tratado en este capitulo). A £in de
determinar si los exponentes caracteristicos de (46) tienen
parte real negativa {excepto el 0, claro), consideremos la
descomposicién de C en los subaspacios P y'Q correspondientes,
con lo que se tiene para y{t) = {¥,z,) : '

y'{t} =By{t) +u¥F{t,sy{t) + Z?, e

. Por medic del cambio de variables y(t} = eB(w{}i»t-v(t} R

-B(w{u})tv{t} .
Blw{ult

Se tiene v'(t) = {-e

e-B(w(u))t

+ ¥F{t,5e vit} 4 z?, ul, donde, con

sideramos n definida por @) =w L.

De los trabaies [16]yf18], tenemos que para cada
exponente caractefistico p de esta ecuacidn, existe una
solucidén v(t) = ept F{t) .22 = eptﬁt . con ¥ peribdica de
periodo Tiu}. '

S5i se sustituyen estos valores en la ecuacién

anterior, y se toma p=uy , se obtiene
(47) 90 (1) ==y vo () 4y (e POMI Ey oy Bloliditg ()

+e-B(u:-(u})t Blw{upt

vF(t,se v (t) +§3.un X
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Siendo esta ecuacién del tipo de la (23) estudia-
da en el capitulc antericr, podemos aplicar la teorfa allf
desarrollada para encontrar las ecuaciones de bifurcacisn
que nos dan los valores de p para los que tenemos solucio-

nes 7{u}-perisdicas.

49, Vamos a aplicar el método recién bosquejadc a determinar
las caracteristicag de estabilidad de la trayectoria periédi-
ca Con as ='\/4/3,a2 =0 de la seccién 47,

Debemos encontrar la ecuacién de primera variacién
(46) correspondiente & la trayectoria $t=q>eBta0. con B=B(w).

Se tienes

Bt )
vo (t) = {3 {-2}e mg); =asengyt,

¥ - 0

F(t.zg) = [+
-y ' {as senpt) z¢ {t-2)

Por otro ladeo z, =§y{t) + z? . ¥ haciendo el cambioc
de coordenadas indicado en la seccifn anterior, se obtiene

la ecuacién {47} con el dltimo término igual a
1/5 ¢ ‘(a;senwt){-senwfultcosw () £) ¥ (¥} x

geoswiplt-ysenw(y)t \

Bsenylult+vycosypiult }.J

Para §(x) =x-x%, obtenemos entonces para la ecua-

cién determinante:

~p +(y/2 ~9ya/8) /b “n+@/2-3a78 4 | o
i =0

n+(-8/2+9824%/8) /6 “o+(v/2-3vas2/8) /6 | | 3 |

Debido a que a;2 = 4/3 y'n=0 . los valores de p que
dan las soluciones periédicas buscadas son los valores pro-

-



Pios de la matriz

gue son Y -¥-
De aqui deducimos gue nuestra solucifn es asin-

téticamente establea.

50. Queremos hacer notar la sigquiente diferegcia fundamental
entre las ecuaciones del tipo retardado y las mis generales
"del tipo neutro, En las del tipo retardado se tiene que
T{t} es un operador-compacto para t2r, lo gue permite usar
teoremas de punto fijo del tipo del de Schauder para deter-
minar la existencia de 6rbitas cerradas. Este métode ha si-
do utilizado por varios autores, y es el mds viable para
ecuaciones no lineales cuvando no entran pardmetros peque-
flos. En las ecdaciones neutras méis qeneraleé, en que no po-
demds asegurar gue T{t} sea comﬁacto para ninguna t, no po-
demos utilizar teoremas de punto fijo como el mencionado.
Parece una linea de invegtigacién interesante el encontrar
eriterios que los sﬁsiituyan.

Para terminar queremos reccmendar la lectura del’
trabaio flﬁlde J. Hale; que nos parece una fuente de proble-
mas interesantes, que se pueden generalizar a ecuaciocnes de

tipo neutro,
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