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UM _PROBLEMA &N RELACIO AMB LA SUMA  D'ESPAIS  TANCATS

Julld Cufi

.- Introduccid i notacions.

Considerem la circumfer2neiz unitat T i ue subconjunt arhi-
trari ECT. L‘E serd 173lgebra de Banach de les funcions de L™ =
L°{T,dm} (dm = mesura de Lebesguc sobre T) que séa essencialment

continues a cada punt de £, W &s la subilgebra de L% de les fun-

cions que tenen nuls tots els coeficients de Fourier nesatius. Diren

C 2 17Algebra L?; de les funcions coantfinues a T.

Sarason {3] wva provar cue la suma H¥3 C és tancada 2 L% i
Davie-Grmalin-Carnett [l.} wan estendre ~ovroent resulbtat nravaat rue
-

4+ Lp tambd As rancan o L

(o , nor tmalesuval BT, Stcgengﬂ.[ﬁl

v~ nmeneralitzar o' renrcan de Sarasnn. sustituiat H¥mer un sube
espai I de L™ | dibilnent tancat 1 inverisnt enfront de ia —ulti-
plicacisd ner 1o Luncid jdintica n T. &5 sabut E_S} aue aruests esnnis
sén de dues formes possibles: a)} ¥ = L¥(K), espai de les funcions
de £% nul.les quasi per tot fors de ¥, on K &s un suhconjunt moesu-
rable de T. b} # = tq HY on \f és una funcid unimodular de L%

£5 natural, doncs, seneralit=antponests recultrts, intentar
de trobar sota f*_uincr. condicions serd tancada 1n sun= 104 L? s on
i &5 un espal dels tinus anteriors. MLixd én el vee fen acol rwwan U
4z del tipus ~Y =+ 27 Lipus B) awb la restriceid \g_'.-]"'_r\l,?= 0.
uedd pendent, perd, el eas ~és interessant de oue \QH“.«\LE # 0.
També mntes-a o 2 pests nove ritwccid altres rrsuliats cane~ubs

tuan £ =T & ~ind plevnaia paus arablerns.
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2.~ La suma L) 3 LY

Teorena.= Siguin E, ¥ subconjunts de T, ambd [ mesurable. Aleshores

1a suma LO(K) % L°E° &s toncada a Lo

Per demostrar que lo suna de dos espais tancats és tancat fg-

rem servir el segllent resultat ben conegut {5} :

Lena.- Siguin X,Y subespais tancats de lespai de Banach Z. Aleshores

X 4 Y 85 tancat si i només si existeix un k £ ge tal cue:

dly,XaY) £ k.d{y,70} ner o tot ¥ Az Y.

{d &5 la distincia 2ssociada a la norma de l7espai Z).

Denostrem ¢l Teorema suposant, de monent, due el conjunt B

és Gn interval obert, E = {a,2}C T. Anea a veure cue si ggLE , teniw
(1) UERA(O TS h BEPRRIC B A1 333

Observen cue d{~, LK)} = “ ',X_ch“ui sigui H un subconjunt comac-
te de Ko ME, = on K és 1’interior cssencial de I {&5 a dir, la
reunié de tots els conjunts oberts de T que tallen a K* =T - K en
un conjunt de nesnrn zero). Sigui ara g v funcid contfnua a T,

que valgui 1 sobre H i amb sup(\?) C K,NE i definiw:
g(:{).‘-ﬁ{x) 51 ¥ eE
oyl = g0 Yop(x) st xj{r-:
de mancra cue 1 & LQ(E()ALE. A nés a nés:

U, L"INIE ) ¢ e - 530, & ™% (oW g WBMaop 1) &

& mdxn { “E“ E'(Ko £y fay T-(E K)) .

Considerem ara les duces possibilitats

J1) 81 d{g, (ALY = \.\.g“T_(R gy € elar aue (1) wal.
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2) st d("g"z.“’('()f‘bz:) = “3“E-(Ko oy = Weli Bk, = § » dleshores
hi ha encarz dues possibilitats
1) ? =\g(d)\, amb o€ E L, ner tant, uL¢ K, lg(x)‘.),g—[-
a uyn entoarn U{d} anb (U r\KC)I)O al cue déna “'XKC{;“ 2 g .
27y Hi hn e(k;lv":mb (°(n) convergent i \g(oln)\ ----- 5 g , de na-
nera que per a tot £ 0 és \g(dn)b g - £ (per algln n) i, per
tant, \g(x)]p © -f sixeUx ) 1 W ) ¢k, blique déna
A(REAU) 30 i X gesl\28-8 -

Aixd prova (1) en tots cls casses, wuan & = {a,b). Sigui ara
E arbitrari i g€ L‘E:; ternim dque per a tot £3 0 hi ha una funcid

o
g, € LEQ (EE obert que conté o E) amb Yz - ge\\cg. Per tant

d(zt.L’cx)ﬁL’Ej;) < d(ga,Lv(K)r\LE‘t} < (g, ,L7(K))

- £

i ara fent £ ==v-3 0 resulta (1).//

3.- La suna YH®: L'; en el cas $H®pL. = 0.

Considaren arn el cas en rud 1%espai invarisnt és del ti-us
W H¥ amb RE L®, unimodular, i fem, en tot aauest apartat,la hipdtesi
de que ‘QH"AL‘E = 0. En aquestes condicions *H” i L‘E &5 tancat si

i només si oxisteix K ¢ go anb
Kod w o
WEh, & ked(gayH) per a tota geLg.
Definicié: 5i £ i o sén funcions de‘L” direm

d,(f,2) = IIm ess |£(z) - : ,8) = lim ess \f(z} -
e Y %;% es | z S(z}l Y‘*(f a) !:?_r:es VE(=) f;(z)\

Equivalentnent, si estenem £ 1 g harmdnicament at disec unitat

da(f,g) = lzi'i‘ \f(_z) - g(z)\ ;o F?‘(f,g) = %1{_}‘ \,f(z} - g(z)‘

2=1
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Toalé posen

fH)—mfd(f) : (fH)-1nf (f,n

d( 18 »

cett Fa e fa
Froposicid 1.- 5i kelipl L?: &5 tancat, on !.? &5 uniodolar, 54T

I

vualsevol 1 ‘ﬁH“h L‘: 0, aleshores existeix un £3% 0 tnl cue

- ) . =
dd(q,}{)),a per a tobt g T 1 P*(Lf,l-l)zi_ per 1 tot o ¢ .
En efecte: com que L?li" + L'E és tancat 5 compleix
o " IR o
Nel,, € ke9n, 4155 por o totn gLy

iy en particular, \RH"’I- C és tancat 1, segons [35YY, r!“(ﬁ,ﬂw) 2 E
rer o tot K€ T, per ~lgin £ O.

Sigui ara § = !:_1 i vegem que @, (q,lip] i sidg E. 5i
fas- P, ($ 1% <E per un o ¢ i, aind veldrfs <ir sue hi ha uns
funcid he #¥ tal “ug per 1 tot entorn U{x) existeix i€ Ul«) ah
) >0 1 [W(z) - hz)|et siozeln

agzfen unp funcid se H%m L? tal C;ue' '.\g\\”= Ligmye %

forn de i'; per miemple apafen:

0 s5i BeH "oy,
: 1 e =

we) = i oglz) = em ( 75 —~e=Rau(0). d0)
' log i @ &M 'nelf’-;

de manera que iny =1 a.pet. 200 1 lp) = 2 (el n.p.t. n MC,

ATa tenin

s

L =gl uefals, gu®) < E1a(n, ) = Eld(gr,em) ¢ 1,
contradiceid.//

Intentes ara de demontrar 1o suficidncia de les condicions

nee hen trobat; zixd ¢4 poi feor si noesen almuna rostriccid a I

- . . o : .
Praposicid 2. inui B un iaterval overt de T, & L” uriaodular i
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3 .
Suposen gue hi ha un ndunero g% 0 tal que

- - o -
fid(\‘ ,'le)>,'E per a tot deT i Q, (%, )3 & per a tor ot ¢ I,

5i, a més, @ 1%n L‘Etp aleshores 4 E® & LT & rancar.

Pcr provar la Proposicid roués ens cal veure que per a tota

g de 1Y &s
ENnN, ¢ (g, R HD).

51N &5 oun punt da I, tenin:
EONARG) - sy - atal + Ws - sgxl

i aixd déna, si g(l) # 0: '\g(l)“é I\o -’fh'.‘iu, per = tota he %,

sra cal provar 1%acetacid
L - a
£ \g()_)\ 2 d(g,§ H) aPete D de T = E,
Fer 2126, proven el scepflent

Lerma.~ Si ge& L”(T-d)..e8 vot triar una representacid ~{l) d aquesta
classe de funcions amb 1z nronictnt de que ge.p.t. h de T-E tinguen:

rer a tot E» O % m{zeT-E 1| al=) -p,(x)\(.é‘l > O.

- . o
€n efecte: posem T-E com a reunid T-E = \J K 9N de coupnctes
- -y
K, Camb alk ) » 0) 1 (¥) = 0, esaent: rontinua L~ restriceid Ao o
2 il .30 pes un enmk hEX,, tor entorn de A talla I, en »7 cou-
junt de mesura positiva, #s clar oue la nropletat es cuapleix a )
Anea a redivir cada 1-'..] a2 un conpacta nén petit en el sue ~iud passa,
treient nonés un cénjuat de -esura zero.
Fixen-nos en Kn: consideren els intervals racionals de la rec-
ta i niqui 45 el conjunt de punts x de Iln der els ~i1s hipeun in-
terval racionnl I sue conté a x i tal que ﬂ(I_,nl-in) = 0. Sigul U

la reunié d”acuests intervals I, per x de Ay dgEEnt ainf, U_ un

ohert, rcunid d’intervals cue tallen K, en un conjunt de mesura

.
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nul.ld. ©F ore treiem de B 1a sevn interseccid awh U hen tret
un cenjunt de mesura zero i per cada punt }elcn-lln taL entorn seu

talla K, en un conjunt de rnesura positiva.

Continuant amb la demostrzeid de la Proposicid, tenin per a

quoni tot AEE (si o)) #F0):
VeOMIR ) - el e a0 - sl 44} g - s00gnl, s

per a tot 50 és \g(},) - g(z}\ Ls a un conjunt de mesarn posi-
tiva i per z d”aquest conjunt tenim ‘-\{T(z) - h(?.}l}i .p.t.; per

tant, concluin
lelg € & + W -cOOgbY, i, vor zant,

18| -E¢fln = s ghle o//

En el cas en nue ECT sigui arbitrari, €5 clor sue podem de-
- e
duir cue l?llm ¥ L‘g én tanc:ﬂt de la hipdtesi de cue dd( ¢ .t Yz &
ner 2 tot & E i f&(q?,l-l ) 2E per 2 tor o & . Perd no és clar
. — .
que es pugul deduir del fet que d*(q,ﬂ Yzg per oo tot we T i
-

?,\ % Y 2 £ per atot ™ ¢£ Tamnec és clar si \QH“& 1?;‘

toncat imnlica fd(l:r,Hv);E_ per a tot o ’é %. Resunintd

Tegres.- S1i E¢T, 'f unimodular de Lc", i \QH“{\ Lsz 0, nleshores
- ..o

Ti Pu(§.,H)2& fora

o

de B, 85 a(F,HD 28 ai i P (§,H) 2 & fora de E, tenin

-
\{H” + L‘E’ tancat déna dut(‘*? ,H)2 £ 2

28
vue \Q Hm 3 LE &5 tancat.

o
Exemple.~ Es clar que, sota la hipdtesi Q!l“n Lg= 0, st qulw + Lg

és tancat, tombd ha de sev-ho \QHMG» C. Donen ara un exemple en el
T 'fHN 4 G &5 tancat perd, en ceonvi, lQE{oln ) LE no ho &s, tot i
nue ¥ H'an = Oz

Sigui \? un producte de Blaschke, els meros del qual s”acu-

110



¥

) L
mulen 1 tots Q_I-:. punts de _la_circu:n.fcrbn_cia. qu fue i.!d(q ,H_ y=1
n tot punt de T, ja &5 ¥ 1% 3 ¢ toncat {cf. I15Y); nnnfen com a 2
un interval tancat propl de T, ~b lo aual qII"n L‘;’,': 0, Ara L&, a

. - ® .

tunlisevol punt o 2 T An P& (l{) JM ) = 0 ja- site »oler smafar una
successid (A ) «=-=9 o b QLAY —--e- 5%, Y\ v0 ¢
‘\?(ln)‘ 2% » 03 ara (An) contd unn successid oarcinl rue £s 4 in-
terpolacid per H¥ (127 piz. 204); sinwi encara (XN ) 1 agafen una
funcid [ do 7% amb f()\n} = U"E()\n) de manera cue E(}\,n}.kQ()n)= L.

Alashares:

P.(9,£) = Linass [ (2} - €2)| = Liness |1 - (22i(2)}=0.

De fet, omn ajuest c:\_s,lg{{mi L‘; no és toncat ner -uwalsevol B

ab £ F T.

%.- Tuncin~z univwodulars de ¥4 L%,
43

i ¢ és5 una funcid uninodular de L™, definim Z(L?) com el
conjunt de zeros comuns a totes les funcions de "QH?\C de manera
aue, o bé z(t{;} €= un conjunt tancat i de mesura zero de T, .0 bé
209) = T. Si ge #” ¢ ¢ (uaimodular), definiz sup(¢) co~ el con-
junt de punts ¢ T pels que &7 possidble de trobar unn successid
(2} de punts del disc obert tal wue z --=-3 £ 1 ¥ {z) ----> 0.
£s sabut, [ 5], que amb la hipdtesi de gue '«QH"NG # 0,-\?!{“’ +C
é5 tancnt si i nonés si d&{\E,ilu} % £ per o ot dé ;T,(lf}; aixd
nateix, per una funcid we H™ 4 C ¢l fet e Luc sup(\f} sigui de
. mesura zero &s suficient ner assegurar nue 1§ és el producte
d una funcid internd i una funcid invertible o ¥ 1 C.

Sigei, ara, B un subconjunt de T el Zual suposarewm, per sim-
plificar, fque &5 un interval tancat. 5i We i® &s unimodular, defi-
nim Z (‘f)E com el conjunt de punts de E que sén zeros comuns & to-

ten les funcinnn de \QH“ 3 L‘;.
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£s fAc)

.

de veurs sue si \?1!""b i L‘;,' &s tongor i 9§ H® ALY # o,
I [

—_ o«
aleshores 4 {y ,H ) » £ vper a tot o€ Z(*?}E, 32 que:

per a tlota 3¢ Lg &s it 29, 4 d(g"?H"‘LZ)

i, aza, es pot fer el =mateix raonanment due en cl cas E =T (cf.[S}).
Com faren notar ~és endevant, és pansible nue nruestas condicid cinui
també suficient.

En tot cas, deixant de banda el problema de crracteritzar els
parells &, W rer ols que LQI-:” 3 L}';_' &z Ernoat (‘{H'.-\ L%' # 8}, saibla
que la condicld més prénina 2 \{ =1 és Z(‘{) =@ i, per aixd, és

natural de nlnntéjar iz segilent:

12 9liestid: S1 @€ L™ &s unimodular 1 2Z{¢) = ¢ (~ixé ja implica
] 2%

R HA L‘E # 0 per a tot ELT)Y, &5 veritat que QH"’ $ Lng &5 tancat per

a tot B¢ T?

B’zttra bawrda, és evident, d acord amh les defiricions an-
teriors, gque per q uninaedular {1 Z¢T és .':(‘Q)E C 2RI T tanbé &«
artural de preguntsar si val la igualtat. £5 ficil de veure cue aixé
no &5 veritat en generali per auweple, 5?7 T &1 un interval nropi i
Y% és_un producte de Blaschhe,els zeres del sual $ acumuien a un
punt de £ 1 & un eonjunt 4o mesura positiva o fora de T, nleshores
Z{?)E &5 un punt.i Z({}r\E = E. Arn 1D&, en nvuest cas éﬁ“Ht\Uz = 0.
Plaﬁtejcn, o-in, 1a

28 Tlestid: 5i EC T 4 ¥ € L® uninodular tal aue ¥ K Lf#: 0, és ve-

— !
ritat aue z(\g)ﬁ = z2{$I nE?
A la resta d aquest treball ens ocuparem ¢ aguesta 25 aliestid

i d’algunn altr- relacienadalanb elin.

) Prononicid 1.~ Si \Q &z uns Frncid unimaduler de H® 3 € £al nun

\e Ifn:\ﬂ #F 0, aleshoren sup(?) = Z('{}.

=—il2,



‘ En efente:._}‘iotgn, en primer llec, aue la inclusid sup(\g)c_z_{wé)l
\;'ai.s_m:\prr:, j;: ru-et:L YF = ", ~el, Fe n% i O\E-mm(lf) ha de ser
a{d) = 0, perqud si z, ==u=3 o i \.Q {zn) ----50 s g(&) = lim g(zn)
i el nucii de Poisson &5 nscintdticanent —wultiplieatiu ~ n® 4 c ([&]}.

er provar la igualtat, observen que g HAC £ 0 i'nlica que

suplg) sipui de mesura nul.la i, per tant, d7acord ab [ 57 n2n. 302,
W= ¥ .uaon ¥ és una funcid interna 1 p &5 una funcid unimodu-
tar de H® 4 ¢ invertible a H® 3 € (&5 a dir, wuzsi coatfnua). Sabem

14

tanbé per [a] que u = h.w a4 on kg€ ° 1 we(l )-l; per tant:

cada pg C, p =T.F, FeHY s’ascriu: g =% «u.F =Y .h.w.F ;
aind déna: R =W ., F

i, per ta=t, TT(\{)) l’-(\!’)-

LAra B&, quan F waria a Hnﬂ’w.F tanbé varia a Hw, per tant,
ig o= "" T tanbé és g = '*l’ 2T ST S 9 \\) show Fyo= \P Ty

fa n dir, 200) > z(9).

Tenin, ja.que, 20§} = Z{Y} 1 tanbé sup(\{) =sup(\r}, doncs u
essent invertible a U¥ 4 G, té suport buit. Com fua \v és inter-
na, és clar que sup(y) = E‘.(Y), jn oue a'.1(5up('f]) = 0. Per tant, &:c
2Q) = sup(p) ./

Amb 2l wmareiw argusent oo prova gud L'.('Q)., P Z(tr)E i d aqui
resulta que Z2(§), = %($) O\ E, yir que aquesta igualtat 45 veritat -

- per una funcid iaterna, Tenim aixf:

Proposicid 2.- Si Q¢ 1™ 4 C 65 vaimodular i g H°AC # 0, aleshores
s 2(Q)p = Z(y) A E.

A la demeostracid de la Proposiciéd 1 s“ha plantejat la relacid
. * .
entre la mesura de} suport de o i el fet r2 que 4 Nnc # 0. Qbser-

ven que, de fet, guan \QEH‘P £ C:
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e,

n(sup(\t)) =0 és5 eulvalent a ¥ whe # 0.

La inplicacié de dreta a esquerra ja 17hen feta servir. Per al re-
ciproc, si m(sup(?)) =0 teain \.E =F.g amb T& ¥ i reC, és a dir,
¥ = 1.E.g amb I interna, F externa i sup(I)c< sup(§), g1 vue déna
a(oun(I)) = 0 i, per tant, hi ha unz funcid Y€ H® aal I.HEC, no
iddnticament nul.la; a més, E &s invertible a H*™ i teaim :

I.Z.;;.!-!.E-l =9 et

\HEG i no &5 idbnticament nul.lz.
£s sabut, {51 » Tue per ¢& 1¥ uniwdular, Z(R) = ¢ és cquiva-
lent a R*~C # 0 i Qeﬂw 4 C. Horl pot preguntar-se si Z(Lt)E =@

serd eauivalent n \-Q!-l“’.-\c +0 i :lg H* 1..‘E. En un sentit aixd Aa

clar:

ge ¥ 1E = sup(dd.(-ti A CTE = 29) ¢ T-E = 2{P); ¢
¢ Z(QINE = 9.

Fem notar cue totes les implicacions sén reversibles, tret de
3(\{}5 = ¢ = Z(Q)CT-E i acuesta tambf ho serfa si fos afirnativa
la respesta o la ‘estid 22,
. —_ o
En tot cas, notem aue Z{4) n ¥ = sup(d, (g ,0 )X}}dénq sunort
. . .
al Eet de cue \Qliw + Ly oigui taneat nuan dé;fxﬁv,a y &5 oo dir
- @ . .
ﬂ,((\q U3 E a .’.(lQ)E, 51 val TR = Z(Q)t“\_ Ha
. o o L . n
Interten ara de rencrrlitzar 2 BT & Lo les Pronosicioms 1 4 2,
En primer llec, necessiten rue 5i Z(l-i))a= # cleshores simui 'f = TF,~
anb Fg H® i e L°E°. Lixd es prove ab la nateina devostracid que en
- o N
el cas £ =7T ( [5] pd3. 581). Per want, QUAC #0 i wen¥s LY
ens donen tanbé \? = F.n com abans. Igual rue guau Z=T, a trovers
del toorema de factoritmncid, s ohid g =Y. ath ¢ daterns i
ue BT} Lg unimadular invertible, Tabé -odificant trivial-ent
la demestracid de {47} p2r. 293, en pot escriure u com un producte

. -1 . -1
u = k.o anb heg (H ) i “G,(LE) .

Seguint els passos cue hem fnt per dewostrar la Propozicid 1,
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temin: 5i e #® 4 LY 1 QEALY £0 b5 (sup()) =0, on
sup(L{)E = sup(§) .

En efecte: si $.F =g mb Fg Y, e L‘E i a¢ Ef\sup(‘f) és
&} = O, 3a qun st z, ===l i q(zn) --=~% 0 ha de sar g{z) --¥ 0,
Jn nue el necli de Poisson és asnintdticanent —wltiplicatiu a B de
fet, poden zoncloure cue :up(\{)E - la,by ¢ Z(t{}a (51 & =[a,b]); perd
en tot cas, si \{HT\L‘E‘ £ 0 és ‘-1(51I?(l?)£) = 0.

fira ens ¢al veure fue n(sup(l{')E) = Q0 &5 suficient ner tal d'ns-
sepurar 1n foctoritzncid g = \l( L1 oanb \.Y interns i ve (MY 3} L;}‘l.
&b prtites nodificacions, rue no vnl la penn de detallor, s’astencn
el Lema L el Teerens 4.3 de [5] font servir el criteri de aue una
funcid €n invertible a 53 L°: quan dsineotnda inferiortent 2 un
conjunt k re'®  amb T érel i Qiae .:} ddizf arribem a \.? =
‘«V +h.w , he (1 )'1 i *-.-:e(LE}_I. & partir d’asuesta desconposicid,
el iatein roensaent de la Proposicid 3 ens déan .Z{L?).ﬁ = ii(\r)E, se--
pre anb ln hipdtesi QeR® 4 I..m iy E% LE # 0. Com due 5\-‘(‘(‘?)9 =
5“?(1’)% obtaenin Z(l.?)g =sv'{lf)g. De la nateisn naners que émn vist
z(l\))i = 2(§), , resulta nue per e n® L“E' i ugu"n L‘;_:J"i Fc i, in-
terval tanent és Z(\Q)F =z(Y)F i aixd déna Z(tf)l_. = Z('{)E N F. aixt

tenins

Prenosicid 3.- 0i $¢ H® 4 1% \.Q}}”n Lc: # 0, nleshores per a éada

interval tancat F¢ Z, tenin
Py =2y Fe

De la mateixa manera que cn el cas de H® 4 €, es por veure
que per ¢ u® 4 LE: , \,QH%LG:# 0 &5 egouivalent o m(sup(t{)[,) = 0,
nueda, perd, la cftestid de si val Z('.E)E = Z('{)r\ £y Al menys

quan g e 4 Lg‘. Podem veure, ancarn, oue la rosnosta do affranti-

. . 00
va per o un tinus de funcions que sén densos a HY & | oo

s



Proposicid 4.= Si % =d( b é&s unimodular, on Y& i¥ i b &5 un

o
producte de Blaschke de LE i QH”,\ L‘E # 0, aleshores Z(\{)E = Z(\{)r\ o

En efecte, només c2l veure que 2(3) AE ¢ Z(‘{)£= Sup(ip)Ei és a
dir, cal veure que Z(QYINE ¢ sup(lq) & E: sigul ¢ E, :l_.ésup(t?) i
vegem que d.¢ Z(lf), gl oue vol dir que es pot trobar una FeH® amb
\QF =g, on g€ G i pg{d) # O, Ara bé, podem agafar F.,FyE E¥Y amb

WF| = g1€C 1 bF, = gy€C i g&(:{) # 0, g,) # 0 1 només caldrd
prendre F = F1?2‘”
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