Pub., Mat. UAB
no 10, Desembre 1978

e awe — - PR

UNA CONTRIBUCIO A L*ESTUDI DE GRUPS QUE OPEREN SOBRE UN PRODUCTE

D*'ESFERES.

M. Castellet *

1. Introduccid

L'estudi de grups finits gue operen sense punts fixo.r sobie
una esfera estd intimament lligat al dels grups periddics, £s
a dir grups per als quals la cohomologia &s periddica o b€, -equi-
valentment, tals que llurs subgrﬁps de Sylow sb6n ciclics o_déaf.
ternidnics (l}. En aguest treball considero grups finits gque
operen sense punts fixos sobre un producte d'esferes SnxSn i
analitzo propietats homoldgiques i no,per tal que aixd sigui pos-

sible, La cohomologia utilitzada &s sempre la de Tate i la no--

tacid la de {1} i (2}.

2. Beecidb d'un grup finit sobre s” x s”

X serd. sempre una varietat compacta amb la mateixa cohomolo-

2n

. gsadir X =2, HX =202, H X=2,

gia entera gue 8" x s

* Bquest és un resum d'un treball realitzat l'any 1975 amb ajut
dtuna Borsa d'Estudis de la Societat Catalana de Ciencies Fisi-
gues, Quimiques i Matemdtiques. El treball sencer serd publicat

per l'Institut d'Estudis Catalans.
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g'x =0 per 1 # 0, n, 2n.

Si G &s un grup £init gue copera lliurament sobre X podem

associada

considerar la successis espectral de Swan E?'q

a l'accib de G sobre X (&6): es té&

29 = #° (e, 8% x)

En virtud de les propietats cohomoldgigues de ¥ i tenint
en compte gue el bigrsu de les diferencials di &g (i, 1-1i)
igue a l'operar G lliurement, Ex = 0, s'obt& una successid

exacta llarga

g+ 2n +1,0 » P. 2D g gP*n*Llin @ Ep-+2n.+2»° .
ceee s ED RV IR -G N 4 A .

on q,3 1 2 poden ésser explicitades.

Sﬁposem,'ara, que l'accis de G sobre X consgerva l'orienta-
. . 2
cid (&s a dir, que el G-mddul H “x &s trivial). Rleshores un
petit c2icul mostra que l'estructura del G-mddul B'X = z2® 3

&s també la trivial i per tant tenim:

Teorema Si G &s un grup finit que opera sense punts fiwos i
. . , n n
congservant l'orientacié sobre un producte d’esferes 8 x s,

es té una successid exacta llarga
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+ 2n+

‘___}HP n+ 1 c .2 uPg _PB HP+n+1 Hp+n+i o
+

—_ Hp 2n +2 c .ilﬁ L

Corgcl.lari En les condicions anteriors, si |G| =r es té una
successié exacta.

n n+1l 1
O—H G —H G —2/r2 9 2/r% s H +1 G —)HnG — 0

(Ja gue la finitud de G ens dbna 1l'isomorfisme HnG =

-n -n
=Hom (H G, Z/rZ) = H 'G.

3. Grups cohomoldgicament semiperiddics

Diré gque un grup finit G d'ordre r és cohomoldgicament

semiperiddic-n {c.s.p.-n) si existeix una successid exacta

n—i n n n-1
0O -—H G-—aH G 2/12 @ Z/rZ2 —H G —H G —0

Propesicié Tot grup periddic-n és ¢.s.p.-n

Proposicid S5i G &35 c.s.p.-n, aleshores

v / 16 = 2/Mz2 6 2/k2 on h.k =) g

(Es conseqiigncia de la definicid i del teorems de Kulikov (5)).

Proposicid El producte directe d'un grup periddic-n per un
grup periddic-wm és c.s.p.-{m.c.m.{n,m)}.

{Conseqgiizncia de les f6rmules de Kinneth).
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Corol.lari S§i Qs és el grup de qguaternions generalitzat

d'ordre S, es té&

a) Z/r2 ® 2/32 6s c.s,p.-2
b) 2/rZ x Q, &s c.s.p.-4

c} Qr X Q &s c.5,.p.~4

S

Teorema G = Z/PZ2 S Z/pZ2 ¢ 2/P2 no &5 ¢.5.D.-n per & cap n,

' _ 2 . 2n- .
Demostracid: Com que H nG = G 1 H lG = 0, no pot existir cap

successid exacta com la del coreol.lari de l'apartat 2, ja que
a G hi ha p3—1 elements d'ordre p 1 a Z/p3z & Z/p3z només

) 2
n'hi ha p -1.

Corcl.lari 2/p2 & Z2/p2 @ Z2/p2Z no pot operar sense punts fixos
i conservant lforientacié sobre cap producte d'esferes de la

mateixa dimensid,

Aguest corcl.lari ja fou demostrat per Heller 1l'any 1959
amb mdtodes totalment diferents {3). La demostracild gue n'he
donat té& Jdos avantatges: déna un resultat algebraic més fort

i és forgs més curta i elegant.

. .

4. Grups semiperiddics

El teorema d'Artin i Tate que he mencionat a la introduc-

cid dbrna una caracteritzacis dels grups periddics en termes
~ g4 - ' Y
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de teoria de grups clissica: tot subgrup de Sylow ha d'ésser
ciclic o guaternidnic. Es planteja, aleshores, la possibili-
tat d'obtenir una carscteritzacié semblant per als grups

C.5.P.

Diré gue un grup G &s semiperiddic si tot subgrup de Sylow

de G és un producte de dos grups ciclics o quaternidnics.

Proposicid

a} Tot grup periddic &€s semiperiddic

BY El producte directe de dos grups peribdics es semiperiddic.
c} Tot grup abelis sewmiperiddic és la suma directa de dos

grups cliclics.

Corel.lari Tot grup abeli2 semiperiddic &s c.s.p.

El resultat segiient permet determinar quins grups nilpotents

s6n semiperiddics.

Tegrema Sigui G un grup finit nilpotent semiperisdic. Ales-
hores:
..a +b c+ a

a) |Gl =2 - , {(2.9) =1, a+b=3, a<b, c=d.

G =5,6x (z/az x z/¢°z } on 5,6 = 2/2°2 x Qs

. b
Q2a X Z/2°% [} Qza X sz
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By 6 és c.s.p.-4 1

¥/ g¥ g = 2/2°¢"z @ z/2°¢%z .

5, Algunes propietats d'extensié

Els resultats d'aguests apartats estan encaminats a demos-
trar lleguival2ncia entre semiperiddic i c¢.s.p. © si més no
a sugerir com s‘ha de modificar el concepte de c¢.s.p. per

tal de que valgui l'eguivalancia,

Propesicié £l producte semidirecte Z/r%2 4 2/82 de dos

grupg ciclies es c.s.p.-{2m) on m &s l'enter positiu més

petit tal que tm 1l mod r, éssent t la imatge de 1 € Z/r2

per 1'accid de 1 £ 2/32.

{La demostraci$ utilitza els cllculs fets per Wall a

{73} .

_ Corol.lari 2/r2 A4 2/s2 només pot operar sense punts fixos

X . Km—-1 Km-1 .
i conservant l'orientaci$ sobre S x S on ¥ é&sa

perell i m com @ la proposicid antericor,

Pr09931c16 Szgul G una extensi® d’un grup periddic Q@ per

un grup ciclic N = Z2/r2. Si 2m no &s un pericde de ¢ o si

N # N, el grup G no &s c.s.p.-{2m} 1, per tant, no pot



operar sense punts fixos i conservant liorientacié sobre

2m- 2m-
S m-]1 x 8 m—-1

La demostracitb resulta del fet que

n , n
B =m0 @ 1, "N,
conseqgiidncia de l'estudi de les diferencials de la succes-

sid espectral de Lyndon-Hochschild -Serre (4}.

El punt essencial en la demostraci® de la possible egui-

valaéncia entre semiperiddic i c.s.p. radica en el fet gue
tot subgrup d'un grup c¢.s.p. sigui © no e¢.s.p. La seglient

proposicié n'és un resultat parcial.

Proposicié 8i G és c.s.p.-n i 0 = Sp G és abelia, y

&3 c.s.p.-n.
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