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£SPAIS DE FUNCIONS ANALITIQUES EN EL DISC (1) i" Tt

Juliid Juff

L estudi d’espnis i Algebres de Banach de funciens analftinues
en el disc amb condicions de creiwement ha desvetllat =molt d’interds
en els darrers vint anys parallelament al desenvolupanment de la teo-
ria de les hlgebres uniformes o Algebres de Banach amb representacis
de Celfand isomdtrica i el seuw estudl ha estat motivat, en part, per
la teoria cspectral de Gelfand. Perd tot i aixd, no es pot dir gque el
tema de les Algebres analftiques en el disc sigui ben bé un tema nou,
sind més aviat el resultat de nous plantejaments i de la consideracid
de problemes nous en un tema forge clissic. En efecte, el tema que vo=-
lem tractar gira al voltnnt de la tecria dels espais de Hardy, teoria
cue té cls seus origens en les descobertes Fetes fa uns cinquanta anys
per matemdtics tals com Hardy, Littlewcod, Privalov, F. 1 M. Riesz, .
Smirnov i G. SzegB i que s’ ha de considerar con un capitol de la teo~
ria de les funcions analitigues d”una variable complexe i, fins 1 tot,
un canitel fonamental amb roltes connexions {ntimes anb L’an3lisi de
Fourier.

Els treballs dels matemitics suara esmentats tractaven de pro-
pietats de funcions individuals dels espais P {espais de Hardy) &

eran ¢’esperit clissic. Zn temps més recents el desenvalupament de

P

T*a:3lisi funciomal estinuld altre vegads 1’interds pels espais H com

(1 Conferducic denada a 1°Z.T.5.I.1. de Barcelona el 15 de desem-

bhre An 1977,




a espals vectortals i aquest punt de vista ha fet ndixer una pran
quantifat de problemes nous 1 ha donat nous mitodes per a resoldre
els vells problemes portant un gran aveng de la.teoria.

Volem dir ara, breument, quins han estat els moments wés iapor-
tants en aquest transit de la teoria ciidssica al moment actual i de
maﬂera especial pel que f2a a alguns dels problemes que ené ﬁroposeﬂ
explicar.

En els seus inicis la teoriaz dels i

depenia fortament de algu-
nes eines de la teoria de funcions anaiftiques {preductes de Blaschhe,
representscid conforme,...) encara que era coneguda la relacié de les

P amb funcions definides sobre la circumfer&neia unitat,

funcions de H
gracies al treball de Fatou-a 1”any 1906 en una de les primeres i més
importants aplicacions de la teoria de Lebesgue a la teoria de funcions
analfriques. Aquesta relacid &s la gue 1liga els WP a problemes de sd-
ries de Fourier (teoremes de Hardy I Littlewood), lligam que es coneix
amb el nom de mdtodes complexos a la teoria de stries de Fourier. Cal
citar per la seva especial importincia els trebails dels permans Riesz
del 1916 a1l 1927 que contenren els tecremes de factoritzacié i els re-
sglt§ts de M. Riesz sobrefles funcions conjugades,

: amb ¢l naixement de l”anilisi funciomal sembla que els analistes
oblidin tots agflls treballs, plens de integrals 1 d’acotacions, i a
primera vista molt distants dels nous métodes, =é&s algebrales. Perd
a 1%any 1949, Arne Beurling publicaz un article que &s pot considerar
histbric: "0n two problems concerning linear transforations in Hil-

bert space’" (Acte HMath, 81) en el qual determina els subesPaisltancats

da lfespai de Hilbert invariants pel *shift operator™ i aixd ho acon-

2
cegueix precisament agafant com a model d’espal de Hilbert 17espai H

En aquest treball es trova, per primera vegada, el nem dec part externa i

part interna per als factors de la desconpesicid de Rier=. snuesca

descoberta desvetlla 1”interds dels analistes per aguesta part de

1?dh§1151 despr&s de quasi vint anys d’oblit,.




U alashores en~h els espails n?

necls i de maners cspecisl creix el Interds per 1°3lgebra H™ de les
funcions ansl{tisues acotades en el disc. & 1%any 1957 un grup bas=
tant nonbrds de mintendtics es reouneixen a la “Gonference of Analytie

Furctions" al Institute for Advancnad Studies de Princeton 1 publiqusn,

aab el pscuddnin de I.J. Schark, tot gl fue en aquell moment sa sabia -

sén estudiats com a espais de Ba- " ¥
: i
i

i

-

arran de H™, Quant a problemes no resolts cal citar el famnbas de la
corona que ja havia eStat plantejat per Kakutani a 17any 1941 de la
forma segflent:
si f1,e00,f  sén funcions de H¥i \fl(z)\i cee 4\fn(z)\b &>0

per tot z,|zi<l, &5 poden trobar Byseses8y de B%tals que é;figi =1 ?

Ara el problema s’enuncia dient 5i e disc unitat &s dens a 1%es-
ﬁectre de H™1i la resposta rEirnative no va efser trovada fins a 1%any
1962 per L. Carlecon.

A 1%any 1960 E. Stein i . Weiss inicliren, encaraz que amb mol-

P en virtes

tes arrels en treballs anterlors, la teoria dels espais H
variables reals i, en alpuna wmesura, van alliberar la teoria de la se~

va dependgncia de les t2cniques de variable complexe basant-la, nés

aviat, en les nocions de funciéd harshica conjugada, majorant hammudaica,...

Adquesta tooria, que fa per la transformacié de Fourier el mateix pa-
per aue els #’ en ol disc Fan per les series de Fourier, estd també
relacionada amb les integrols singulars de Calderdini Zyguund, gencra-
litzacid de ta transformaciéd de lilbert.

Deirrnt de banda altres camins que ha seguit la teoria dels Hf
com ara 1’estudi de N%a altres deminis plans t 1l”extensid dels w’ a.
viries varisbles conplexes volem citar una darrera qﬁes:ié.que-ﬁﬁ'iﬂ-_
fluit molt em els problemes que considerarem: l’estudi dels operaders
da Tocplit:, reneralitzacid introdfiida a 1%any 1964 per Brown i Halmos
de les matrius finites cue sén constants a les diagomals, estudiades
per Toenlits cam cl 1911..Si he L®, 1°operador de Toeplitz Th a H2, es

2
Anfinei con TH(E) = P(hf) si £ &5 de 1°, siguent P la projeccid de




Lz eobre Hz.“gl_. és el sfmbol de Y operndor i neltes zflastions {imverti-
bilitat, espectre de T,,” ésser T, de Fredhol-,...) depcnen de fue h
Ipertanyi. & una certa subdigebra de L¥ i de l’estructura de les funcions
‘ d’aquesta subdlgebra. En aquest context sén Importants ebs treballs
de .Hidom, Douglas L Sarason.

. . Donem ara les mocions indispensables per a entendre el gue se-
gueix. Sigui T ia clrcumferéncia unitat del pla complex { dn la mesue
ra de Lebesgue normalitzada sobre T. 8P &5 el subespai de LP(T,dn) de

_‘ las funcions f tals que %(n) =0 s-i n<o, on E g5 la transforanda de

' ifb'&fier de g.' La integral de Poisson de £ és, sleshores, una funcid
- holomorfa al disc unitat tal que la norma de la converg¥ncia en mitja

) '_d'_o-rdre p de la restriccid a cada circumferdncia de radi r< 1 es man-
té acorada quan r —p l. 51 p =w &s una funcid holomorfa i ~cotadn
' a} d-iscf.. Tota funcié smb una condicid de creixement d7aquest tipus
prové d”una funcib de 8 atT q1-1e &3 la que vd donada guasi pertot pel

'S'e'q:'limit. radial. Una funci$ interna €s una funci§ de H® que sipui

- de"médul 1 q.p. a T; un producte de Blaschke és5 una funeié interna
de l.a forma ‘
v ’ oo a
. B(2) = -n- T 2=ap oz ‘
v B — on jape 1 i j’z‘;\(l-\:‘.n\\cq‘?

Ml "an\ 1-.’—]."2

Un teorema, degut a Frostman, assegura gue tota funcié interna és 1li-

mitht‘u.;if;rl:me sobre el disc de productes de Blaschke. L %lgebra del

) disc, A, &s 1"31gebra R NC, on € sén les funcions continues a2 T.
Er un cert sentit totes les qflestions que anen a considerrr es

ﬁoden veure Com una géneralitzacid d“un famds teorema deaostrat per

Wermer al 1953 1 que diu :
- L’algebra del disc A &s una subllgebra tancada maxianl de G.

. . . :Tant d’interds com el matelx teorama (un teorema d aproxinacid,

de fet), en té la demostracid molt semzilla que em van donnr Uaflnn

TP TP




i Singer (1960) i -ue anlicada o 0™ déna el seglent resultac:
- Tota Algebra taacada B @ H? B¢ LY, conté 1°Adlgebra G.

intre les Alrebres tancades 3, intermedidries con les del resul-
tat anterior, on’hi ha une de més petita, la gue engendren H™ i C.
Aquests Xlgehra va sex deterninada per Sarasen (1967) i és precisament
HY $ G, Cal observer cue H® 4 € 65 tanbé 1°3ipebra engendrada per H”
i els productes de Blaschke finits gue sén, justament, els p. de B. (n
favertibles a 1™ % €. Dos anys méz rard {1969), Douglas i Rudin wvan
denostrar -ue tomb& L™ era 1"Algebra tancada engendrada per E® 1 els
p. de B. invertibles a L¥ (que sén tots els p. de B.); de fet el seu

tegrema diu :

- La més petitaz Adlgebra tancada i autcadjunta que conté totes les fun-

cions internes, és L%.

Cal notar, perd, gue van deixar sense resposta la gllestid, is
plantejada abhns, de st H™era 1’ilgebra tancada engendrada per les
funcions internes.

Simultdninonent, Dourlas observa: aue el estudi dels operadors

2
de Toeplitz a H portava a l”investigacid de certes subldlgebres de L*

que contenen H® i definfa les sevec ilgebres en termes d’un sistema

de sencradors,plantejant el seglent problema :

- S1 B és una 2lgebra tancada : HtBcL” 1 By és la subdlgebra de 3
engendrada per H™{ les inverses de les funcions internes invertibles

aB,ésBIaB?

La resposta, afirmativa, a la allestié de Douglas no ha estat
trobads £ins el 1975 encara que durant aquest temps es va provar que
1- conjectura cra certz per algunes Al~cbres particulars. aixf, Davie-
Gamelin-CGarnett (1973) van demostrar que B = BI quan B = H™ & ﬂg, 17al-
gebra encendrada per H® 1 les funcions de L¥ contfnues a un conjunt
EST, 1 Sarason {1972} ho havia fet per 17dlgebra engendrada per n*

{1)D’ara cndavant abreugjaren producte de Blaschke per p. de B,
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i les funcions contfnues a T = \1\ i que en cl punt ]l temen li~its
laterals. El cas B = L®¢s el de Douglas-Rudin.

Anen a remarcar els aspectes nés interessants del coai que wn
portar a la solucld del problema de Douglas 1 nassant de les Xlgebres
al seus espectres s’arriva a una condicid necessiria per a que el pro-
blemz de Douglas tingui resposta afimmativa, Sigui X 1”espectre de i
1Y l'espectre de H™; &s sabut gue Y &s la reunid del disc unitat i
una fibra sobre cada punt de T; que X és un subespal de ¥ (la frontera
de S3hilov de H®} 1 que tot punt de ¥ es pot representar per una tnica
mesura positiva sobre X. D”aixzd resulta que si B &s una ilpebra {(sen-
pre tancada), H% B¢ L® , 1 espectre de 3, t{B}, es5 pot mirar com un
subespai de Y que conté& a X. Una funci$ Interna h és invertible a B
si 1 només si lhl= 1 a tot punt de ﬁ(B). Reciprocament, si B estd en-
gendrada per H¥ i les conjugades de certes funcions internes 1llavors
M{B) estd format pels punts de Y en els que la transformada de Gel-
fand de cada funcié peneratriu té mddul 1. Resultn, per tant, gue si
el problema de Douglas té# resposta afirmativa Eempre que tinguen hl=-
gebres tancades B,B‘amb H‘nﬁ; B,Bel” i M(B) = H(B‘.} ha de ser B = B", és
a dir, 1’espectre determine les algebres intermedilries,

£l primer pas per esbrinar zquestc darrera:allestid el va donar

Sarason (1974) el qual va provar el segllent resuitat @

- 81 B és lgebra tancada amb K§ BE L™ i M(B) = H{H*™ 4 C), llavors
B =H" ¢ C, £

Tant com el resultat té interés la tdecnica gue utiliezd Sarason
en establir-lo i que don2 el cami per la solucid comnlets del problena
de Douglas. E1l va observar lo que segueix

Una funcié uninodular Ae 2™ 4 G &5 invertible a H®™4 C si 1 no-
més sl la seva conjugada també pertany a U™ ¥ C. Anorennnt 00 (quasi-
contfnues) les funcions de 1™ 4 C amb conjupada o U™ 4 C es veu tot

Seguit que € &s € 3 & (a on [ vol dir la transforanda de Hilbert de £)
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i el nunt edaencial Ar fue,les funcions Ae 'C es wmoden caracteritzar
ner eondicions de remularitat. siud ho acenseguelx fent servir els re=
sultats 1 les tdcnidues introdfiides per Fefferman i Stein el 1972 on,

bisicoment identifican el duni de Hl anbd l7espai BMO de les funcions

e . . 1
¢ 0seiblreid it inna acotads , és o dir funcions £€ L tals aue

1
i, (f) =. sup Lflf-f'\dn{.oﬂ a on f =l-] f dn
' e R 71 ! 1o

Eatre d°zltres, Fefferman i Stein donen la seglent caracteritzacid
de BUO : BWO = L™ 4 17 .
Sarason introdueix aleshores 1%espai VMO (oscilklacié mitfana

nulla) posant

Ir
o

“fewo si M () = lin  sup l/ {f - £} dnm
Q aA=% 0 (Tiga Im /1 1

i estableix amb relativa facilitat la igualtat YO =C E'de on

0 = ﬁﬂ\VMO. La condicid de regularitat per que fe QC és que If si«

gui continua al disc tancat i d”arquf obté el seu resultat.
Posteriorment, nl nateix resultat {M(B) = M{H"4C) iwplica B =

H"lc) va ser establert pér altres 3lgebres especials per Welght, Axler

i Chang. Els esforcos van culminar en el teorema de S.Y. Chang {1975} :

- 51 B i B1 sén 2lgebres tancades amb H%;B,B cl” , siguent B una il=-

i
gebra de Douglas (és a dir B = BI) i H{B) = “(Bl}’ llavors B = B

1
Amb 1z demostracid d adquest teorema la solucid del problema de
Douglas semblava molt propera i, efectivament, poc temps després

D. tlarshall va donar el pas final:
- Si B &2 un® Alpebra tancada, Ke¢B<L”, llavors M(B) = M(B ).

La demostracid del teorema de Chang és una aplicacid interessant
de les tdcniques de Fefferman i Stein en establir la seva caracterit-
zacié del espai BMO., Hom pot considerar només el cas de que B, estigui

engendrida per H® 1 la conjupada de una zola funcid b invertible a Bl'
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Cal veure cque s5i we B llavors dist(t-:,gnl{”) = dist(ubn,ll’) —— (),
Aquesta distineia, per un principl de dualitat, és igual al infi de
les integrals ;‘;‘1{,[ wb g dn { g variant a H ) 1L aquestes integrals
s“estimen tenint en compte que si f£€ BMO la mesura (1= r)\vf(re e)\'ﬂrz‘.rde
és una mesura<de Carleson.

uant al teorema de Marshall també es pat considerar el cas
especial B = Hw[wl, on wELoﬂ, w &5 unimodular i Invertible a B. 5i Bl
és una Algebra tancada H‘”C.Blc B tal que N(Bll} contd estrictament a M{B)
llavors Marshall construeix un p. de B. interpolant (&s a dir que la
successié de zeros del p. de B. 4s una successid d'interpolacid per
a H®) que &s invertible a B perd no ho és a Bl' Aixf de fer, Harshall

pot demostrar un resultat més fort sue la qllestid inicial de Douplas:

= Tota 2lgebra tancada B : H%Bc L” estd engendrada per U” i els con-

jugats de productes de Blaschke interpolants.

Poc temps avans, Ziskind havia demostrat un cas particular:
17 esta engendrada per H®1 els conjugats dels productes de Blaschke
interpoiants. La demostracid de Marshall és una modificaciéd de la de
Ziskind 1 ambdues es basan en una construccié complicada que va intro-
dO4r Carlesan a la seva denostracid del teorena de la corona.

Anem a exposar ara altres problenas, relaclenzts and el de Dou-
glas, alguns dels quals encara noc han estat resolts:

S4 B és una Algebra tancada, H?.BQ L”, sigui G, la (-algebra

I
tancada engendrada pels p. de B. invertibles a B. Sepons el teorena’
de Chang-Harshall B =LHP,CB] 1 en algdn cas particular se sabfa que
de’fet B = H” ¢ Cy (v. ex. B = H¥o B =107+ L‘E:). Es wveritat, en ge-
neral, que B =. K" & CB‘.’ La respestz afipnativa la vo donar Chang el
1976 (T.A.M.5. 1977) 1 una mica més tard Chang 1 HMarshall enr van <onar
una demostracid més senzilta baecda en un teorens cldssic de iHevanlinna,
Per veure cuc B = 1 Al 4 L‘” #s una Alpebra de Douslnz, Davie, Gr-

melin i Garnett havian c,_ﬁ"-lcrr. 1~ raclent nenernliti-~cid 42l trore-
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- de Dousins-Tudin: totn funcid unimodular de Lg’es pot aproximar . Ht:b
uniforicuent per ouocients de n. de B. invertibles a B = Tl 3 ﬂ;; J1
que serons Chanm (B = 1™ § CB] CB fa per una B qualsevol el paper de

oo
L. , és veritat rue tota funcié unimodular de Gy es pot aproximar per

suocients de n. de B, invertibles a B? Marshall va provar recentment
2
que 5i ue CE , U @5 pet aproximar per quocients d’aguest tipus, perd r
una resposts completa al problema no es coneix.
Finalment, citem una altre gftestid interessant arb relacid al

teorena de Chang-tfarshall :

D'aquc;t teorena es deduelx ficilment que s5i fe 1” 1 f restrin-
gida 2l suport de les mesures que representen els cardcters de B, per-
tany a 1“dlgebra restriccid de B a aguest suport, llavors f£6 B. Aquest
resultat e¢s pot cemparar amb la conclusid que déna el teorema de Bi-
shop sobre els conjunts d“antisimetria, Com que els suports de les ﬁe—
sures representatives sén conjunts d”antissimetrfa la conclusid de ‘
Chang-llarshall &s nés forta que la del teorema de Bishop. Es natural
pensar si hi ha alguna relacié entre les dues conclusions en el sentit
de nue cada cenjunt d”anti simetria estigui construit a base de suports.
Encara que sembla cue un resultat d’aquest tipus no ha de ser veritac
per una Algebra uniforme general, podria ser-ho en el cas present.

Reprenesm ars una nlestid que haviem plantejat al parlar del teo-
rema de Douglan-Rudint 45 el fet de =i els p, de B. {o les funcians
internes} cnrandren 1"dleebra HY :

£l 1976 Marshall, utilitzant una {dea de Bernard sobre l”envol-

tura convexa de les funcions unimodulars en una dlgebra uniferme £ el

teorcna de Nevanlimna a que ens hem referit abans (el qual es mereix

ser nén ben coneput), va donar la resposta afimmativa a aquest probles

il

- %85 1a més nerica 3lpebra tancade cue conté les funcions faternes. i

Por wa altre costat, Wermer havia pesat la qlestié de quines‘eran



at

les Algebres tancades M 1 ACH< H” (A, &lgebrm A~ disc) per les “ue

ern cert el teorema 4c la cotona. Fins fa nolt poc no es van condlier

~ contrexemples, és a dir Algebres H: aetien® ner les aue el disc no

&s dens.a l’espectre de M. Una classe de subdlpebres de #1” oz pot obe
tenir de la seglent m:a:nera H _

3igui B 3lgebras tancada, Hps Be L™, 1 CB la C‘-hlgebra engendra-
da pels p. de B. invertibles a B; agafem M = Hmr\CB aab lo cusl ACTL
Per aquestes Algebres M, 1”Algebra CB fa un paper eguivalent al cue fa

L respecte . Chang { Marshall (1976} fan aprof®ndir en aouesta

.relacié 1 d”entre els seus resultats cal remarcar

) .
.- Hch estd engendrada pels p. de B. invertibles a B, &s a dir pels

p. de B. de u“’ncB.

~ Una versié méds general del problema de Douglas, que diu : si D és
una algebra tancada, H‘:\GBC_D C.GB, llavors D estd engendrada per

er_\GB i els inversos dels p. de B. invertibles a D. (Quan B = I te-
nim el problema de Douglas i quan B = K™ § C s’obté el teorema de ma=
ximalitat de Wermer del qual el resultat de Chang-Uarshall n’és, per

tant, una generalitzacié).

, = Les &lgebres li'.”r\CB tenen la propietat de la corona.

- 81 D é&s Algebra tancada, H'?\CBC.D <Cp £ Cp &3 la C‘-ﬁlgebra engen-
¥

drada pels p, de B, invertibles & D; liavors D = I»{""r\cEI : GB D’
»
Per acabar, clitem alguns problemes intercssants oberts en rela-

¢i1d amb aguestes qlestions :

‘= Bs re 1°3lgebra engendrada pe%s p. de B. interpolants? En tot cas,

quina Alpebra engendren els p. de B, interpolants? Es L™ 1*31rebrn

engendrada pels p. de B. interpolants i els seus cnajurats?.

= Hi ha . exemples d”algebres H, ACHEHY , que no contennn ¢p p. ‘e

Bey tret dels finits i, per tant, M no estd eapendrada nels 2. de B



de 1. Crraceeritznr les dlcebres it enzendrades pels p. de B. de M. 7

[&]

i B és5 Xlrcbra tancade, #EBe LY, 2 cada punt &6T 1a fibra de M(B) :
tas verifica A ci,cY,. {2 = Spec (I®), Y = Spec {H™)). Es pot conside-. '
rar 1 aplicacid  §,: Ii(i{"')d — M(H""f\CB)‘ que és exhaustiva pel
teorema de la corona per H?\CB. D’alguna manera quan més gran €s la
fibra Z, meays injectiva és L’aplicacid f& . Establir més a fons aques=

tz relacié veient, per exemple, si el problema és local.
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