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1. Moviment brownil. El problema de la integral estoclstica.

El problema de la integral estocAstica consisteix b3sicament en donay sen-
tit a un proces estocastic definit per una integral de la Eorma.Jt £(s) dﬂs-
on w=(wt)te R, #s un procés de moviment brownid, Es a dir, un procés amb les
condicions:s

a) els increments del procés en intervals disjunts sén independents,

b) 1'increment W -W_ t& llei Klo,a2.(t-5)),0 >0, per tot sSt,

Intuitivament es pot considerar el moviment brownia W com a 1'aproximacid
asimptBdtica del passeiqg aleatori d'una particula sobre la recta real,de forma
que en cada interval de temps la particula rep un gran rombre de petits im-
pulsos independents. Concretament, considerem per cada neN el procés
k n k k+1 n P ..
= AT r(e- S0 LAY '
S, (1) j.a_k ; tle= )by, per tf [2., LR (bi ) ey &5 una successib

de variables aleatdries independents amb llei

J:( bz )= 1s -+ +> 8

27g.2 Gro0.

1 -2
2 "-0.2 A
El procés Sn descriu el moviment d'una particula que a 1l'instant %até una
col.lisid, i entre dos d'aquests instants es mou amb velocitat constant. Ales-
hores es pot demostrar que per cada tERw, les variables aleatBries Sn(t} con-
vergeixen en llei cap a una variable wt i que el procés estocdstic W“:(WtjtJER
€s un moviment brownii. En realitat, hi ha cogvergéncia feble de les lleis +

de probabilitat indufdes per aquests processos en 1'espai métric Cll0.1}),

tveure [1],112] 3.

L'any 1908, P.Langevin ([2] ) va estudiar el moviment d'una particula
1livre en un fluid. Cada composant xt de la velocitat de la particula

satisf3 1'anomenada eguacid de Langevin,

md xt + o xt =0gd Wt , o » 0, O constants.

El terme o X, correspon a la friccid din3mica de la particula amb

el fluid i depdn de la viscositat. El segdn terme 0 d wt representa la
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forga causada pels mocs de la particula amb les molécules del fluid

gue va trobant.

Com gue aquestes col.lisions sén molt nembroses i independents, a-
quest terme es pot descriure per un diferencial del brownig, en el sentit de
que la suma dels impulscs en un interval de temps [s.t] sera U(Wt-ws).

L'equacid de Langevin &s un cas particular de les equacions diferen-
cials estoéﬁstiques, gue en general sdn de la forma

d Xt= a (t,Xt) d t +0 (t,xt? d wt,

i s'introdueixen com a models per l'evelucid d'un sistema dindmic Xt. afectat
per uha perturbacid aleatdria en forma de "soroll blanc”, &s a dir, que pot
prendre valors arbitraris i independents en tot instant, i que correspon al
terme c(t,xt) d Wt.
Un procés estocastic X= (), o o5 diu que &5 solucid dfaquesta
+
equacid diferencial estocastica segons K.ItS ([ 4] ,[5}), amb condicid inicial
X = £( on £ &s una variable aleatdria} si per tot té& R+,
. t
w) = ) A . g9.8.
R () = Elw) 4:!2 als, X_t) d s +,fo ols, X_{w)) & W_lw) q.s

La primera integral es pot definir per cada trajectdria w, pero aquest
métode no es pot utilitzar en la segona integral gque és dn cas particular 47in-
tegral estocastica. En efecte, es demostra que existeixen versions del procés
de moviment brownid W amb trajectaries continues, perd que amb probabilitat 1
no sén derivables en cap punt de R, . En conseqﬁéncia tenen variacid total in-

finita en tot interval afitat [0,t]:

L]
sup {£  w -w_ | a={o=t < ...< t =t}, particid de [C,tl}= =, q.s.
=0 t. t, o n
i+ i
Per ccnseéﬁent cal denar sentit a expressions de la forma;Jz Rs(é) a Wsh
per a poder fonamentar teoricament 1'estudi de les equacions diferencials es-

> £ . s -
tocastiques, i hem de kenir en comate gque no es pot prendre una integral ordi-

L . L
naria en cada trajectoria.
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aleshores la construccid de la integral estocdstica es basa en la pro-

pietat de "variacid quadratica" del moviment brownil:

53 (“h)n N 5 una successid decreixent de particions de {o,t]tar gue

. e m () e ()
Il ﬂ; l|njm0 ) (|r V;[I" mih (ti - ti—1 Y}, =i o= ito < ...(tin)}), llavors
n
s 2 &t
(W= Wy )5 —— .
i=o i S P

Formalment podem dir que {dwt}2 &s equivalent en mitja quadritica a dt.
O sigui, poden escriure dW = EtJat on (Et) teR s una familia de variables
. : + -
azleatories independents de llei N(0,1). Llavors el "soroll blanc" gque des d'un

punt de vista formal es defineix com la derivada del moviment brownia, seria

aw . . : PP -
t £ i tindria per tant varianga infinita en cada instant, quan
dt Jdt

dt tendeix a zero. Aix0 correspon a l'idea intuitiva de que en tot instant
pot prendre valors arbitraris amb la mateixa probabilitat,i justifica el

aw - - : : .
fet de que t no &s un procés sino que s'ha de considerar dins el mare
dat

de la teoria dels funcionals lineals aleatoris o distribucions aleatbries.

2. Integracid estocastica d’una funcid determinista .

La integral estcchsticauyt £ (s) dws en el cas d'una funcid £ de-
o
terminista va ésser utilitzada per primera vegada per N.Wiener ([&]).

Si X representa la mesura de Lebesque en la recta, i B(I) &s la
tribu dels Bovgtians de 1”interval I=[0,T], llavors aguesta integral consis-:

teix en ceonstruir una izometria entre espais de Hilbert:

w: L2 (LB A L2 @550

£ AT e a
o s
que compleixi les propietats,
a) W &s lineal,
T
b) W conserva el producte escalar:E{ufT f(s]dws .J T gis) dws)=
) [
T
={7 ) gtm) as,
o T o
¢) W(E) t& liei normal: £([* Elsiaw )= ““"j £(s}ds),
o o

d) W (1{0 t]‘,:Wt.
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En general, donat gqualsevol espai de Hilbert H, exis teix una aplicacid
\.(:P:H'--L2 { SI,CPQ,P) linzal, gque conserva‘el producte escalar i que &s Gaussiana,
fa a dir, per tot coniuat finit ha,"“'hm d'elements de H, les variables
Plhgl,....0 (hm) renenn 1l2i conjunta normal. En particular podem prendre
4=1% (3,4 .m) on {S,g (mj #e un espai de masura gualsevol, L per tant
1'aplicacid W &s un oxemple d'aquestes aplicacions.

Observem <ue la restriccid de W als indicadors dels borslians

ALy = UB} , on B& B(1), definsix una mesura vectorial a valors en L? S %)

definida en 1'espai mesurable (I,8(I}}, gque &s o-additiva, Gaussiana, inde-
pendent (W{B,) i WEBZ) son variables aleatdries indspendents si B, 2} 82=ﬁ)

i compleix

E{W(AIW(B}) = MANE), per tot A,BE&(I).
t
. . s Vo = P
La integral indefinida =l fo £{s} dﬁs}taR+ €5 un procés amb

increments irdependents i trajectéries continues. Reciprocament, tot procés
estocastic amb aquestes propietata es pot escriure com integral indefinida
respecte a un procés de moviment brownii.

A partir d'aguest resultat as pot plantejar el problema de caracterit-
zar tots els processos amb increments independents. En primer lloc, separant
les discontinultats fixes, podem guposar que el procés X és continu en proba-
pilitat. Llavers es demostra que les discontinuitats que pot encara presen-
tar ei procés (gue ja no sbn fixes, s a dir, el conjunt de traject‘ories
discontinues en un instant denat té probabilitat zero) només poden ser de
salts. O sigui, que amb probabilitat 1, existeixen els limits laterals en
tot tE R, - Utilitzant aguesta propietat, podem descomposar el procés en

. : - - t -
una part amb trajectories contlnues que sera de la forma —fo fis) dws més

una part purament discontinua que ccrrespondr\a a una "suma de salts" i que
s'expressa mitjangant una integqral estocastica respecte una mesura de Poisson
W:
£ x
= £ W o+ + JHidx - .d .
Xt So {s) dﬁs alt) {x.N{dx,ds} Erro vidx,ds))
rxl0,t]

¥ 85 una mesura puntual estocastica de Poisson definida en la banda

Rx[0,t], és a dir, &s una mesura vectorial a valors en L ¥ p), o-addi-
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“tiva, independent,tal gue per tot Borelid G de Rx[0,t], NG} &s una'vari&—
ble aleatbria de Poisson de par%metre viG}, on v &s una mesura positiva. .,
8i G & un rectangle B x [r ,s], llavors ¥(Bx{r,s]) representa'lﬂ.nombre B

de salts del procds d'amplitud pertanyent a B, que es produeimmentre els

s - . ) R |
ingtants r i &, 1 v {Bx (r,s}) &= el valor mig del nombre d*aguests salts. i
En consequencia, f % N{dx, 3s) sera la suma de les amplituds -~
rRx (0,0

dels salts del procés x. Aguesta integral, perd, pot no existir perque la :
mesura vt(B) = v{bx[ ©,tl) sobre R, pot donar mesura infinita a un entorn
de l'origen. vt s'anomena mesura de Ldvy del procés Y i compleik sempre

§ (14 %% v, (@x) < @,
R

A partir dtaguesta condicid es pot donar sentit a la integral esto; |
castica anterior, afegint un terme de centrament i uwtilitzant la convgrgén—
cia en L2, d'upa forma andloga a la integral respecte el brownia.
‘ Aquesta descomposicid dels processos amb increments independents &g
deguda a P.Lévy, i se'n pot deduir la forma general de les lleis infinite-
ment divisibles.

Una possible generalitzacid consistiria en caracteritzar com a suma .

: . ) . 'I,
d'integrals estocastigues les mesures vectorials it independents, a valors en

L® (g ,?flP), definides en un espal mesurable qualsevol {s,% ). suposant que
u &s difusa es tractaria de trobar una mesura independent i gaussiana W
en § i una mesura independent de Poisson N en el producte R x S tals que

per tobt conjunt neg,

u (A} = W (A) + ij(MAM .
R x A

La dificultat d'aquestes generalitzacions prové de no poder disposar
de teoremes relatius a la regularitat de les funcions Y (a,w}, definides
en f per cada w& {}, semblants a les propietats de les trajectbries dels pro-

cessos armb increments independents,

3. Construccid de la integral estocastica d'un procés .

La construccid de la integral estocastica d'un procés X = (XEJtER

respecte un procés de moviment brownia W, &s deguda a X. It (1944) , (Ijlllﬂ..fh;




L . . rt B

Eo tracta de definir l'express:l.oj xg{w} a4 Z5 {w) , on 2, de moment, &s
a

un procés gualsevol.

LI ke - . - N
L*element basic per a definir agyestes integrals consisteix en una

base estocastica {§, (‘yﬂ-) P}, s a dir, una ‘familia creixent

t'te R,
(Sﬁ;} ter de subtribus de ?‘2 en un espai de probabilitat (Q,(F;‘,P) , de manera
+

q?:écﬂ;: representa la tribu dels esdeveniments gue es poden produir abans

de l*instant t. En el cas d'integrar respecte a2l moviment brownii W, pren-
drem per' exemple, com cf“'t laz tribw generada per les variables ws' 0 %8 & t.
. Els processos X gue volem integrar es poden considerar com funcions
reals mesurabies definides en el producte (R, X o, @\(R 1@ }-'-) . pero amb la
restriccid d'@sser no-anticipatius o adaptats, s a chr,x és {i‘Q -mesurakle
pef tot tER, .

Els processos més simples s6n els de la forma

XeE,m= 9 0 , x<s, ¥ €F,

tr,s]xr
o sigui, sdn els indicadors dels conjunts del semianell
&= {tx,s} x F, r<s, Fécf‘-zr}

La integral estocastica @'un procés X d'aguesta forma, respecte Z té

1a seguent definicib natural

Sox @z =1, @ (2 -2 ). :

Es planteja llavors el problema de l!extensj_.s dlaquesta integral per
linealitat i continu‘itat a una classe més amplia de processos. Es consideren

en pr:.nc:.p:. els processos pre\nszbles, &s a dir, els processos mesurables

respecte la tribu previsible? generada per . Es sabut que? coincideix
amb ia tribu generada pels processos adaptats i amb trajectérie;s conti-
nues per l'esguerra . '

El m'é‘.tode per a estendre l'ipt=cral consisteix en buscar una masura m

sobre la tribu$’ tal que per tot procds ¥ elemental (&5 a dir, combinagid

. E]S Hd 2 lp "-,- ji}.}pd m , per algun pg W.

[}

!

{

I

T

l lineal d*indicadors de conjunts de A satisfl
i xR




La classe de processos integrables sera llavors ¥ Ry X Q,‘:’r’. ml.

En el cas del browni‘a\, 5i pren=sm p=2 1 m= A x P, tindrem

]

= 2 j v 2
E(E xd wWY© = {xitw))]” d £t 4B,
o x &

Ry

ca ™ : N s
i llavors la integral So ¥d W sera una iscmetria entre els espais
-y 1 -2 -
(R, x 0,9, dxw 12t @F B

Descriurem seguidament les propictats b‘asiques d’aquesta integral.
1. Tot procés adaptat de L? (R, x f, B(R+ ) ® ¥, A x P} &s mesurable
respacte la completacic’:‘? de la tribu previsikble per la mesura
M x B, i per tant &s integrable car pertany a L* (R, x &, T oaxwm,
2, La integral indefinida, Yt = I; LN d ws_ &s un procés estocastic
de 17 gue admet una versid amb trajectbries continues, i té€ la prople-

tat de martingala respecte la famiiia de tribus (%)
) ttE R+

ElY "-?f‘] =Y , per tok 54 &,
th s 3

- Y . . : »
Reciprocament, en la hipotesi de gue la famfiia de tribus esta gene-

rada pel brownia, tota martingala M={# ) s de la forma
t'tew,

t
My, = E(n ) +SO X AW, .

on X{t,n) &s un procés tal que}(.1[0 el x QEL2 (R, x Q.T. Ax P}, per a

tot £ €R . En particular tota martingala es continua.

1. La integral estocastica es pot estendre a pmcessos"){_, mesurables,
adaptats i tals que fz é (W) ds <=, g.s., per tot LtER,, utilitzant
la converg%ncia en probabilitat..

4. Les regles del calcul diferencial ordinari ne s&n valides per la
integral estocastica, com es dedueix, per exemple, de la “firmula
de diferenciacid 4'Itd":

Si Fix,t): R X R <R &s tal que les derivades parcials

§f ,6%F 8f . - - .
— = s6n continues, &s compleix,

dx  x? &t . S -
8 £ 1 &%  BF
F(W ,t} =£(W_,0)+ == i . = = -
¢ (.0 JO " (ws S)dws+50(26_xz+6t (Ws.sl ds, q.s
per tot té R, .
1 &% . e
Chservem gue el terme 7 TEL prové de l'aproximacid de Taylor
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de la funcid f fins a l'ordre 2, i de la propietat de variacid quadra-

tica del moviment brownia, gue ens diu que (d w5)3 equival a ds.

5i la funcid f &s solucid de 1”eguacid del caloer, o sigui,

ha|—
7y

2
xf\'r,g—f: =0, llavors el procés £(¥_,t, &s martingala. En concret

sfn interessants les martingales obtingudes quan £ &s una exponencial,
L2
- [-ar) - m
i que sSn de la forma Z,=@ t z

. t-‘xeR. El procés B s 'anomena
martingala exponencial i compleix Zt—. = 1+ G‘.JE Zs d Ws, s a dir, é&s
solucid de 1'equacid diferencial estocastica dzt= aZt d Wt amb la
condicid inicial Zo:1. Podriem dir que les martingales exponencials
juguen el paper de les exponencials ordiniries en el cileul diferencial

estocastic,

4. Integracid respecte martingales.

Per demostrar la propietat d'isometria de la integral respecte al movi-

1Y
ment brownia n'hi ha prou amb les propietats

E {wt_wsl ‘Fi] =0 , per tot s{t

" ) E [wi-wl | % ] =0, per tot = 4,
t s 5

- . = 2 Lo
ad 1 W . -
. gs ir nemés cal que els processzos () t}t ¢R] i (wt t}te R, siguin
martingales respecta la familia (Ofsl .
i t'ter,
Aleshores per tota martingala k= mt}té - de L (&s a dir, tal gue
r

! E(Hi J<w per tot t) i per tot procés X elemental, es compleix també una

' ispmetria . 5‘ .
' w X d M= [Xit,wi)® d m,
: ' E(j:’.‘ R, xf!

-+

on m #s una mesura que pals conjunts del samianell § val
™ ((s,£) x F) = E (1. (M - m)} .

L'existencia d'una extensid O-additiva de la mesura m & la tribu(? &s deguda

! 8 C.Doleans {[8] ) i utilitza el fet de gue podem prendre sempre una varsié




de la n-ia_rtingala M amb trajectdries continues per la dreta.

;Es pot introduir també la mesura m 2 partir de la descomposicid de
Dooh-Meyer de la submartingala M° en suma d'una martingala B i d'un procéi
& amb trajectéries creixents i continues per la dreta . En aguest cas
la mesura m &s precisament la restriccif a la tribu? de la mesura scbre

la rribu producte @(R. ! & ‘}7&1 generada pel precés creixent A, A sigui,

m ((s,8) x Q) = B( 1, (A -3 ), s¢r, GER.

1

LLavors en aguest cas es pot definir la integral estocastica dels

. . t
processos de 1'espail L? (R+ X Q,‘?, mj. La integral indefinida Yt=_f0 xs dlt‘l3 |}
- . 2 - L 2 i
&5 una martingala de L°, continua per la dreta, i1 tal que Yt t_'i Ym€ L2 (9;‘]"':13)-

El conjunt m;‘; de les martingales amb aguestaes propietats €s un espai de
Hilbert amh =1 producte egcalar < M, N>= E(Mm- Nm! , 1 1z integral estocasti-

ca déna lloc a una isometria:

2 2
L (R+xﬂ,q>, m} > wm

t
X (-{lo xdes] ta‘ER+

_Una exposici& detallada d'aquesta teoria es troba en els treballs ori-
ginals de P.A. Meyer i C. Dade ({9]) de M.Kunita ~ 5. Watanabe {11 hi tam-
bé en articles més recents ([ 131)y,(114]). Citarem tot seguit alguns dels
seus aspectes basics, que estudien l'extensid a la integral respecte mar-

tingales dels resultats que es coneixen en el cas del prownia.

1. Determinar condicions per tal que un procés de L2(R+ x 2, &(Rﬂ@ﬁm)
sigui integrable, &s a dir, sigui mesurable respecte la tribu completada ?
En concret, es sap que si la mesura m é5 absolutament continua respecte AxP,
llavors tots els processos adaptats sén integrables. Una extensid d'aquest

resultat quan el procés creixent asscciat a m &s continu es troba en {1el}.

2. Es defineix un temps d'atur o instant aleatori com una aplicacid

T: § -+ R+ que compleix [wl.'[‘(u.\) = t}e‘ii::, per tot teR+ . Bleshores es din

que un procés M= (Mt) te.R és una martingala local de 1.2 si existeix una
+



successid creixent (T } . y de temps d'atur tal que

a) lim T (w) = * per tot we€ .

b) Per cada n € N, la localitzaclt del proces M pel temps d'atur
{w) )

Tn' definida com el proces (MT {wl At )t € R+ , &5 una martingala de L.
1]
La integracid estocastica s'estén a les martingales locals utilitzant
la convergeéncia en probabilitat. L'interes del concepte de martingala

local prové de que si M &s una martingala continua, llavors (@(Mt)}t. e B

A5 una martingala local de L? per qualsevel funcid continua ¥.

9. La férmula de diferenciacid d4'It® es generalitza al cas g'una
martingala local de L? continua M amb procés creixent associat A, 1
d”un procés V amb trajectdries continues de variacid total afitada

en tot interval finit:

-t t (5
_ 3 15 E M_V)AR_+
Ei V)= T,V o L OAL 50 G 2 s
N AL AT
3s s s s

Una versid d'aquesta fdrmula en el cas discontinu es pot trobar en
els treballs {[9],[11] ).

4. Tota martingala Y de frvfo admet una finica descompésicié ortogo-
nal ¥= deM-t-N, on X és un procés integrable respecte M.,o sigui,
X g L (R ® 2, ?m) i N &s una martingala dem\. tal gue el producte
B. _[x d M és martingala. Observem que en el cas del brownid, M

-

es constant.

. b * . =
5. Integracid estocastica_ i mesures wectorials. -

La integral estochstica dels indicaders dels conjunts del semi-
anell B,

o

o ! {x,s ]xF an= g (Ms*Mr)’

. oL
es pot considerar com una mesura §t a valors en 12 (1, F, P} que s'estén

" additivament a £'anell M generat per .



Llavors a partir de la relacid
z _ w123
|1 u(r,s b |2 =€ -n )2y =mitr,s] xF),

es demostra gue 4 es pot estendre a una mesura vectorial®additiva

1

sobre la tribu ¢, i gque la integral d ‘un procéds X de LZ(R+xQ£P,m)
respecte Y en el sentit de la teoria de la integracid de Bartle
({17]) coincideix amb la integral estocastica del procés X respecte
la martingala M:
fXdU=Jth&%-
X, ¥ ft S

Aquest resultat es degut originalment & M.Pellaumail (18] i

ha sigut desenvolupat en treballs posteriors {[19], [201), on s'estu-

dlen les 1ntegrals respecte "mesures estocasthues vector;als a -

valors en ¥ 9, ﬁfpl gefinides com funcions additives y: R*L [§11 ?SP)
tals gue
wilr,slx FI= L ulr,sl x £}, si s =t i F-e‘i .

Encara gue l’utilitzacid explicita de mesures vectorials no &s
necessaria per a construir les integrals estocﬁstiques, la teoria
de l'integracid vectorial permet clarif par els conceptes i donar
demastracions directes de propietats com l'existéncia i unicitat

de les integrals estocEstiques.

6. Integraci& de processos a valors vectorials .-

Considerem un fenomen gue a cada instant esta descrit per una
funcid xt(x) dafinida en un chert A de 1. Suposem que l'evo%ucié

del fenomen segueix una equacid diferencial amb derivades parcials.

b XeAr)
dt

awl‘ '
dt

=4 (xt[x)) + c(xttx))

on A &5 un operador diferencial i wt(x}) &s una perturbacid alea-
* = .
toria del tipus "soroll blanc® distribuida en l'espai 1 en el temps.

Una manera de donar sentit a aguestes equacions consistaix en

&



considerar X com un procés estocastic {xt)t €R a valors en un
L} =
L i A Ly

espai de funcions. per exemple LZ(A) Aixd implica la necessitat
a’ 1ntroduxr processos de movlment biownik a valors en espais de

Hilbert i de c0nstru1r una tégria de la Lntegral mstocastica de
processos a valors en aquests espa;s." LA

2 f1xem dos espals dé Hilbert H 1’ ¢ 1 considerem 1'espai
LiH,G )} destes:-aplicaciens’linéals continues de H en G, la integral
d'un procés X a valors en L{H,G) respecte una_pértingala M a valors
en H va @sser intrpduida per H.Kunita {[10] i.
En el cas d'espais de. dimensid finita es_podria definir simplement

en coordenadas per Y, =& X,', @M.. .o -
1 3 1.3 ]_ :

En el cas que el procds ¥ i 1a martingala M prenguin valors en

. . - . 5 :
espais de Hilbert H ,H es -poden construir integrals estocastiques

1172
_fx d M a valors en un producte tensorial !-I1 4] H2 definit de forma

convenlent. PR et P
Aquestes teories han servit de base per 1'estudi de les eguacions
diferencials amb derivades pggcia;s eqtoé}stiqggs, i han estat de-

senvolupades en. ([ 101,[14],[15) .. . -

P L3 4
7. Integracid estocastica-.de processos amb dos parametres.-

N R P

Una manera diferent de formalitzar l'equacid d'evolucid consi-
derada en 1l'apartat anterior consisteix‘en considerar X(t,x) com
una funcid aleatdria que depen de més d'un parametre. Aixd ha por-
tat a desenvolupar 1 estud1 delcsoroll Blané i de les integrals

estccasthues en el cas de func;ons aleatorles amb més d'un parame—

i LT S

tre. . , -
L [T

[ bk L . .-

Un cas, part;cular d aquesta teorxa és el dc les ilntegrals esto-

O

cEsthues en el pla, o sigui quan el conjunt de parametres és el
quadrant p051t1u R , que 5'ha desenvolupat recentment en els
treballs de E, Wong i M. Zakai (I21]:- i R.Cairoli i J.B.Wwalsh ([22]}.
Lg situaci& inicial consisteix en prendre la mesura Gaussiana
independent W en-el quad;ant,Ri ; de manera que. per tot borelia B,
la variable W{B) té llei neormal. amb mitja zero i varianea la mesura
de Lebesgue de B . LLavors, es defineix la funcid aleatoria browniana

amb dos y W= = 1y
parametres (Wz)z e R} per wz W(Rz), on RZ es l'interval



s

1

[o,2). s'introdueix la familia creixent de tribus {ﬁs) gene—

z € R

rada per W, o siguil, ﬁi gs la tribu engendradé per les wariables
Xc,c< z , on la relacid d'ordre que es considera &s 1'ordre parcial

natural de R . Amb aguests clements es pot definir immediatament la

integral estocastica j‘ xC dWC dels processos adaptats de l'espai
Ry

LZ(Ri x N ,Eﬂni)qai§ , A X P) on A &s la mesura de Lebesgue en R+.

Indicarem finalment els diferents problemes que s'han tractat

en el marc d'aquesta teoria:

1. Definicid d'integrals de linia sobre corkbes sﬁficientment
regulars de Ri i estudl dels processos holomorfs que s'introdueixen
per la condicié de donar integral zerc sobre tota corba tancada.
Agquests processes tenen una estructura que en cetts aspectes recor-
da la de les funcions holomorfes de variable complexa. Per exempie.

. = hd 3
tenen derivada holomorfa i es poden desenvolupar en serie.

2. Elaboracidé d'un calcul diferencial estoclstic, que ha necessi-

tat la introduccid d'integrals estocEstiques dobles en el sentit
de les integrals milltiples d'1ts ([ 23]), com es pot comprovar amb

un exemple senzill:

WZ =2 J w dw + Ij' du%dwg, + X.y, per tot z={x,y} £ R
R_xR
27z

Contribucions a aquest tema es troben en {[24 Ll25 1.

3. Estudi de les martingales amb dos parﬁmetres, o sigui de pro-

cessas M=(Mz) tals que E(Mziﬁfz,) =M, per tot z' < z.

2
z € R+ i
Si la familia de tribus esta generada pel brownia, E.Wong i M.Zakai
{{ 21}} van demostrar gue tota martingala de 1.2 es pot escriure com
a suma de dos integrals estoc%stiques:

M=J‘ x, aw, + [ v, ., aw_, , per tot z €R} .
e B0 T s T T

al
En aquest cas les integrals indefinides respecte el brownia,




B rmaier

b

{ j xs dw, }z ¢ mt sén un tipus especial de martingales que
R +

z .
s'anomenen martingaléé fortes.

En el cas d'una familia creixent de tribus gqualsevol s'ha
profunditzat en algunes questions com l'existencia de versions
-continues per la dreta o la integracid estocastica respecte M 22D,
‘perc aquesta teoria es trocba encara en un estudi inicial.

Una de les principals dificultats gs la de tenir que utilitzar el
concepte de regid aleatdria en el pla com ‘extensid dels témps d'atur
ordinaris.
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