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ESPACTOS DE SUCESIONES foe e

por

Manuel Tort

Se llama espacio de sucasiones a tado subespeclo wcﬁoriaz
dal espacio <o de todas las sucesiones de nimerps reales o come-
plejos. La taoria ds los gspacios de sucesiones fue dosarrollada
principalmante por KBthe v Tosplitz £12] en 1934 y posteriorments
por Kéthe [9] y {10} , si bisn se encuentran precedentss on trabg-
Jos anterieres. Su desarrolic sstd ligado, al principio, al de las
toorfas de los espacina de Hilbart y de los espacios normados. Wds
adslanta, el desarrollo do la teorfa de los sspaciocs localmente con-
vBxOa sSUfUsSO husvos avances sn 8l astudio de los esmecios de suce-

sionas.

Exponemes, & continuacidn, algunas do las idesas y de los tra-
bajos gue llevaron & la considerscidn de los espasios de sucesiones,
a la dafinicidn y astudioc da los eapaciocs narwedos y, en gensral,
de los sspacios vsctorialss topoldglcos.

£n 8l estudioc da las ecuecionas integrales lingales del tipo
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para la funcidn incdgnita u, en 1503, I. Fradhole congiderd la
snalogfs entrs éstas y los sistemas linsales
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para obtener la solucidn de la ecuscidn integral como cociente de

dos axpresionas, siguiendo el mdtodo de Craemer, Esta idea s8 baga
an al método de los coeflcisntes indaterminados, conslstente an

haller una Funcién incédgnite, gua sa supons daesarrollable an sorie




icﬂ? { donde Iag §n %0 Punciones conocides), calculanda los
eooficlentos €, . Este método habfa llevsdo @ la consideracifn de
sistenas linealss con infinitas incdgnites
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En 1506, Hilbert, utilizendo el métode de los cosficlentes

indeterminedos, musstra que la solucidn de la ecuacidn integral
[s
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donde las incdgnitas son los coseficlentss de Fourler
v .
X, ® L wie) woit? dt

de la Puncidn incSgnita u respecto @& un sisteme ortonormal cam=
pleto (w,)
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Les soluciones qus consldars son aguellas pera las cualas IR NN
Es en estos trebajos donds eperece ls idea del espacio de ;;s su-
ceéionaa.da curdrado sumable, si Bisn no se ha introducido explfci-
kééants. Este wspecig se prasents como un pasc al limite & partir
do loa espacios euslidascs de dimensidn finite. Hilbert introduce en
aste espaclo dos tipos de convergencia qua son los que sg han llg~
mado posteriormente comvergencia débil y convergsncia fuerta.

En 1508, F. Riesz introduce los espacios LT(X} de las funcio-
nas de pntaﬂnia p-ésime integrable {1 < p < +w}, estudic al aus le
j ’ aigue, tres afos més tarde, un trabeio endlogo donds se iﬁércducen
i " los espeeics LP(W)} d8 las sucesiones de potencie p-dsima sumable

y o8 &studi& 1a dualidad entra estos espacincs. Suobre esta cusstidn
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cabe citar un rssultadn ‘orevio damestrado por Landﬁu en 1507 nue



establecs que la convargencia de la serie 5 “.X. , para tods mi- e T
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casitn (x,) & L"{N), implica gue la sucesi6én (u,) pertensce a
L¥(N)  (com % +‘% =47,

La definiclén gensral de los espaclos normmdas fue dada por
= Eunach. H. Hahn y E. Hally, aunque dste Jltima considera séla-
monte ospaclos de suceslones de ndmeros reales o complsejos,

En 1971, Helly introducs una nocidn ds norma en: los espaclos
de sucesiones que generaliza el funcional de Minkowskl de un.cuar-
pao convexo en los aégacing de dimengidn finita, 54 E es un espa-
cio de sucesionas dotedo de una norma, astablece una dvalidad entre
€ y el aspaclio E° formado por las sucesicnes u = (u,) tales que,
para toda x » (xn) & E, 1la seris g;la.xn sea convergsnta. Defina
Una norma en E‘ por Hul= ?ﬂ% tuort uxi . A partir-da gstos

conceptos, la rasclucién de un sistema en E
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i
donde los u, = (a,) & E7, sa reduce a resolver les sigulentes
cuestiones: 1) Heller una forme lineal continua L cobre £”
tal gue, pera tode 1 € N, so varifique L{u;) = b; . 2) Datermi-
ner si existe slgdn x « E tal cus, para tade u & E, ee cumpla’

L{u) = ¢u,xy . Para eate dltimo problema no slempre exlsts solucidn,
como ohsarva Helly, eup cuando L Bxista, y se limita a dar condi-
cianes suficientes an cesos particuleres.

En 1927, =l praocedimiento de Minkowski-Helly es utilizado por
H. Hahn 8n un espacio normado cualguiora para definlr en el dual X
una pstructura ods espacio normado completa. Estos rasultados SS;TTI
obtenldos dos esfios més terde, de un modo indepengiente, por S.
Banach. Estos resultados preperan la definicidn de los espaclos -
localmante convexos, dada por J. von Naumann en 1535.

Finalmente cabe dustacar la teoria de los espaclos de suceslio-
nes iniciada por K8the y Togplitz en 1934 y desarrollada en arios

suceslivos por K8the. Esta ha utilizado para su desarrollo los avan=-

O X
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mog on la teorfa de los espacios locelmants convexos y ha servido

®i=a Todolo @ deta Gltime proporcionands diversocs cantraejemplos.

Exponemps, & continuacida, las definiciones y principales re-
sultedos de esta teoria (KBthe (111 § 30),

8f ¥ es un conjunto de sucesilones, el conjunto formado por
tadas las y = (y,] ¢ w , con Iy, }s {x,|, pera alguna x = {x.) &M,
se 1llame 1a envolturs normal de M. Un conjunta de sucesiongs se
llama normel o edlido si coinelide con su envoltura normal,

' Sa rapresenta por [4 el pspaclo de sucesicnes formado por lag
que tienen dnicemente um ndmero finito de términos distintos de
coro. Pare cada n ¢ N, se representa por e" le sucesidn (x.),
donde %, o1 sl k=an y x,=0 si k¢n. Las sucesiones a?
forman base del espacio ¢ . Ses x = (x,} un elemento de cu .
Pars cada m ¢ N s5 dofine x™a {x7) por x7ex_, si ns<m y
x:= O si n >m. Las sucasiones x™ sg llaman las secciones de
» -y partenacen el easpacio o

A cada espacio de sucesionss ) se le asigne otro, A" su
d-dual, formada por todas las sucesiones u = {(u,) teles que la

sarie

O
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sea sbsolutamente convergsnte, para tode x = (x,) e A .

)x ea un espaeclo de sucesiones normal qua contiene jo « Un
aspeclo de sucasiones se llama perfecto o de Kithe s1 )} = %%,
81 A esun -aspaciu de sucesionas, 2" es et minimo gspecio per—
?ectq que contleme A . Un espacio parfecto es mormal y contiene ¥ .
) " Los espacios ¥ y o son parfectus ¥y o =dumles el uno del
otro. Los especios 1° (espacio de les sucesiones [(x,) tales oua
1la serie §:’ x, es absolutamente convergente) y 1% {espacio de

nuj

- las sucesiones ecutﬂdas) son parfectos y #-duales 8l uno del otro.

Y

Para todo mimero real p > 1, los especiocs 17 (espacio de las su-




casiones teles que la serie 2 !4!7 es convergentae)} son perfactas
LET4
y s& tiene
(= 1Y . cen "F*;"“
S5i 1 as un esspacioc de sucesionas gue contiane ¢ , A4 y su
«—dual 3 formen sistema dual con la forme bilinaal
{uex) = Z Uy Xn

naé

pera u=.Ju)e 3 v xe={x) &2 . Les topologfes cébil, de

Wackey y fuerta en un espacio } aque contanga ¢ se considereardn

siempra relativas al sistema cual {3 ,3%}. j‘f

Una sucesldn [x,\) se llame positiva si x, » 0, para todo
neN, 5L uo {u,Jew, se raprasenta por 1}, el o-dual de la
‘snvoltura lineal de u. S1 } es un gspacio perfecto, ) admits la
reprasentacldn

Y= Y.,

w g 3*
wro

pare los slemantos u = (u,) positivos de 3% .

En el conjunto de las sucesiones positivas se dofine Ia rela-
cifn de ordan: a ¢ b si b - a a9 positiva. 51 a < b, sa tiene
Az A« B2 aspaclo ) ss isomorfo el limite proyectivo de los
espacics 3, , pare los alementos positivos de 2% , con las
aplicecicnes inclusidn entra estos especios. o

See A un ospacic de sucasionss que contlaena ¢ - La topo-
log{a definida por el sistema de seminormas

Putxd = § Tag ot
Al
pera u = {u ) e A%, s8 llame 1s topologfe mormel en A . La
topclogfa normal ss la de la convargencla uniforme sobre las uwoltu-;
ras normalas de los slementos de A" . Pussto gque astos conjuntos
son absolutemente convexos y débilmsnte compactos, la topologfa nor-
mal es compatible cen el sistema dual {l N ).‘}.

£n 21 aspacio 1! coincide la topologia normel con la defi- -




nida por le norme fixf = jflxnl . Los aspecios },, son de Fréchet
con 1z topolepgia morwmal. ™

0@ ) un espacio perfecto. X ¢©on la topologfa normal as
topcldgicaments isomorfo el limits proyective de los espaclos AL
dotados de la topologfs normal, pare los elementos positivos de )™,
con las aplicaciones inclusifn entrs estos espacios. Por lo tento
as topoldplcamente isomorfo g un limite proyectivo de espacios de
fFréchet. De esta rapresentacidn de los espacics perfectos se deduce
una caracterizacién topoldgica da estos espacios: un espacic da suce-
sziones gue contiana p e perfecto sl y slo si es débilments com-
plato por sucesiones y si y s6lo si &s complsto con la topologla
normal.

£n un aspacio gue contenga T’ las secclones ds une sucaéién
convergan hacim slla por la topolagia débil y por la norma)l. St
ademds el espacio es normal, las sscclonss convergen por le topolo-
gie de Mackey. Un sspacilo perfecto es tonelado con la topologis de
MYackey sl y sdlc sl las gecclones de una sucesidn convergen por la

topologia fuerts.

Un resultedo interesante relativc a los subconjuntos compactos
de los espacics perfectos establece cue en un especlo perfecto con
une topologfa més fina que la débll coinsiden los conjuntos compec—
tos, los numarablemente compectos y los compectos por sucssiones. En
un espacioc perfecto colnciden los conjuntos débilmante compactus con
los compactos pera la topologfe normal y las sutesionss débilmente
convergentes con les convergentes para la topologla normal.

§1 X es un especio perfecto, la topologfe de Mackay an )™
os la polar de la normal en A (topologfs de la convergancia pre-
campacte} y la polar de la de Mackey en A" es ls topologfa en 2
lccelmente convexa mds finag que tiene los mismos conjuntos compactos
F’I?_}as pismas sucasiones convargentas que la débll. £s compatible con

el sistema dusl { X, X°).
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Consideraremos, a continuacidn, una clerta clase de pspacios

perfectos: los espacios escelonados y co-escalonados. Estos espacios
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fueran introducidos por KBthe [9] en 1948. Se establace un método
canstructivo de sspacios perfactos a partir de una sucesidn de su-
cesiones. Los aspaclos sscalonados son espacios do Fréchet con la
topologie normal.

Dada une sucesidn de sucesiones positivas a¥% , tsl qus at g
a? s oo .s8% ¢ .... , sB dlce gue &% es un sistema creclsnte de
escalones, el cual se llama completa si pare cada ne N axiste un
ks N tal gua a‘:‘iﬂ.

Dado un sistema creciente y completa da escalonas a™ , los
aspaclosg
' ’ - o« X
A )2 y S U Q0

L Y] LEY
se llaman las espacics escelonado y co-ascalonada, raspectivamante,
cnrfespnndientas el sistema de escelones a® . Estes espacios zon
pgrfectos ¥y & -duales el uno dal Dtlrn.

Mds adslante, este concepto Bs ganeralizado por Disudonné y
Gomes [5] , definlendo los espaclos escelonados y co-mscalopados de
orden p {dunda p s un ndmero real mayor o igual gque una] de modo
gus pare p = ! se tlenan los especios definidos por Kithe,

5i p es un mimero real mayor o igual que uno, se define el
aspaclo ): comn el formado por les sucesiones {x.} talas que la
sarie oo

2 lealtxal®
ret
es convergenta. £1 especlo l: coincide conr A, an gl caso p = 1.

A partir de los espaclos l: , sa dafinen los espacios sscelo-
nados y co-escalonados de ordon p  de un modo andlogo e la dafini-
cifin de los enteriores espacios,

Oedo un sistema creclents y complete de escalonas a* y un nd-
mero raal p mayopr o ilgual gue uno, los espaclos

A= ﬂ)«:u Y ,l= D(A:u)‘

Wal
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a5 licman los espacios escelonedo y co-@scelonedo de ordsn p, res-—
pectivamente, correspondientes al sistema de escalcnes a% . Eg-
tos aespacios son perfectos y < -duales el unc del otro, Para p > 1,
al especio escalonado de orden p es un espacio de Fréchat refle-
xivo con la topologfa de Mackey.

Una nuews generalizecidn fus astablacida por Dubinaky {61 en
1957, caracterizando los especlos perfectos ous son de Fréchet con
la tocpologia fuerte.

Se llama escaldn a todo espaclo parfecto A tal que 1'cd = 1"
y saa da Barach con la topologie fuerte. Sea ( A“] una sucegldn de

ascalones y (a*] une sucesidn de sucesliones tales aque

1) 0 < a% ¢ a%*’, para todo 1,k ¢ N,

2} Yere 3, = l/a* A, , pare todo k & N. Los espaclos
on un x
pREI ) A = U 8" 1,
kx) a- y )‘ kx4 ¥

g8 llamen los espaclos escalonado y: co-sscalonado, respectivanente,
sobre 8l sistema de escalones [a“.}h}. Egtos aspacios son perfectos
y o-tuales gl uno del otro, El especio escalonado es de Frédchet con
la topologfe Puerte. A partir de dstos se caracterizan todos los
sspaclos perfectos que sonm de Fréchet con la topologfa fuerts, si
bien estos Gltimos no coinclden con los especios escalonedos. No
obstente, como eefiala Dubinsky en su trabalo, Y. Womura ha observado
que si se deblliga 1m hipbtesis sobre el sistema de aescelones, supo-
niandu‘ 0= a? P a:*', 1le conetruccidn algus siendo vélide y los es-
pacios wscalonados obtenidos de aste modo coinciden con los espa—

cics perfactos que son de Fréchat son la topolopla fuerte.

La teorfe de los espacios de sucesiones he servide como modelo
6 1a teoris de los espacios vectoriales topoldgicos y se ha utiliza-
do para dar comtraelemplos an esta teorfe. Citaremos, & cantinuacidn,

mlgunos de allos,
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Mzdiante un_asnacio escalunado se da un 2jemplo de un e@spacia
gue s de Fréchet y de Montel en el qus exlste un cociente cue no es
sspacio de Montsl., Al mismo tiempe, este elsmplo demueatra cus um
coclente de un a@spacio da Fréchet reflaxivo no s necesariamente
raflexivo. £1 «-dual da este espacio, con la topalogie fuerts,
praporciona uﬁ ajemplo de un espacic OF en el qua exlsta un subag-
pacia cerrado que mo 8s DF, Tambidn, medients un aspaclo aseelonada,
se da un ejemplo de un gspacio da Fréchet no distinguido (k8tha (9]
y Grothandieck {7]). Este dltimo ejemplo fue utilizeds mds tarde
por Anemiye (1] para dar un sjemplo de un espaclo OF hornoldgico
cuyo bidusl fuerte no es bornoldgico.

En 1963, T. ¢ Y. Komura [B] , utilirando la hipdtesis del com—
tilnua, centestan nagativaﬁante 8 dos cuestiones propusstas por K8the
y por Disugennd. Kétha se pregunteba si todo espacio perfecto tone-
lade era bornaldgico y Disudennd si al completeda de un espacic bor-
nalégico era bornolégico. A partir de un espaclo de Kitha A . defi-
nen 8l espacio A, como la echerencia da ¢ con la topplogia borao~
18gice asociade a la fusrta. A, Bs un espaclo de sucesiones berno-
ldgice con lm topologia inducida por la fuerte en 3 . Dan un sjsmplo

de un sspecio perfects 3 gue con la topologfa fuerte es tonelado y

no bornoldgice. Este espacio es el completedo del especlo bornoldgi-

co J,, con lo gue quedan cerradas las dos cuestiones.

La teorfa da K&the socbre los espacios de sucesiones ha sido ge-
neralizada en varios sentldes: & espacios vectoriales con un élgebra
de Boole de proyecclones por GCooper (3] , a especios de sucesiones
con valoras en un espacio localmente canvexo por Pistsch {14} , a
eepaeins de funciomes locelmente integrebles por Dieudonnd [43 y, en
el ceso resl, a espaclos perclelmente ordenados por Luxemburg y
Zaanen [13] . Tembidn se han considerado otros tipos de duelidad, co-
me la ﬁ-dualidad. S1i i es un espacio de sucesionas se dafine 1’;.5u

4 —dual, coma @l espacic de las sucesicnes (u,) ¢ = tales gue,

11
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para toda {x ) ¢ A , la seris u.Xy se28 convergenta, £1

E

ﬂ =¢ual da un aspaclo contiene 8l « -dual) y si 21 espacio es normal
ambos dusles colnciden. Un espaclo de sucesicnes 1 , que contiene ¢
y su f)-dual forman sistema duel con le forma bilineal <{ux?y = E\\.. 1a,
pera u = (u ]e ¥ oy x= {x)e 3 nd

" Degeribiresos brevemente le generalizacidn de Dieudonnd a
aspaclos do funciones localmente integrables. Los espacilos de su-
casiones se presentan Al considerar N con la topologie y la me-
diga discretas,

6ea E un aspecio topoldgico localmants compacto numerable
al infinite con una medida de Aadon pocitiva. Se raprasentes por (1
8l especio de las classs de funciones localmente integrables en E.
54 I o8 ung parte de f1 , el conjunto A formada por las fun-
ciones f e 51 tales que, para tods g € © , fg sea integrabla

g5 un subesgmclio vectoriel de f1 ; se dice gus A es un egpaclo
de Kiithe ¥y I un conjunto de definicién de A . Se define AF
cama el pspacio ds KBthe definido sobre A . A y A” contienen
el especino &) (especio de las clases de funclones medibles y ecotadas

con soporte compacto] y Forman sistema dusl con la forma bilineal

gy = Jtg ax
n
Se estudisn topeologias reletives e esta tualidad y se gensralizan

resultados establecidos pare espeacios de suceslones.
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