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de novembre del 1977,



Pergud tal convergéncia tingu&s lloc, n'hi hauria prou amb

que les variables aleatbries amh velor a C(S}.

Y, (f) = [f Aoy ()™ H!

satisfessin el t.l.c., és a dir que

1/
gL, ¥,/ n 2_}}

convergis feblement. Vegi’s Dudley & Strassen {1969} per a
agquesta motivacié i exemples, i Giné (1975) per exemples addi
cionals) .

" problema: Quad i com, de la Teoria Classica de Probabi-
litaﬁs sobre P s'estén a espais de Banach? OQuines s6n les
dificultats addicionals si n'hi ha 2.

£1s tres orincipals teoremes de limit s6n la llei for-
ta dals grans nombres, la llei del legaritme iterat i, so-
br=tot, el teorema del limit central. Hi ha treball d’'exten
2if fet sobre els tres femes sobretot en el cas de variables
independents. Jo ravisaré treball sobré 1'01tim tema.

El m2tode tradicional a la recta és 1'analisi de Fou-
rier, i tamb& hi ha mdtodes probabilistics més directes. El
métode A'anidlisi de Fourier nomfs s'estén perfectament pex
a gfupa ldcalment compactes i per a egpais de Hilbert., Va-
radhan (1962) va'resoldre el problema general del t.l.c:en
espais de Hilbert fent servir andlisi de Fourier. Giné 1
Le6n {(1977) tenen una exposicid {amb resultats formalment
nous) emprant mdtodes probabilfstics més directes i senzills.

En la seva versid més senzilla, el t.l.c. diria:

{3t} EX = 0, E]1x|ﬁ < o o= {L(Z?—l xi/nl/z}} convergeix fe
blement a una llei gaussiana centradaonles X, sén
. t '

1
i
Aleshores &s natural preguntar-se que per a guins

espais de Banach B &s {#) cert. Hoffmann-Jorgensen i

G. Pisier {1976) demostraren: {#) é&s cert & B és de tipus 2.
R



B &6s de tipus 2 si la seva norma satisf3 una desigual-
n

tat de paralel.logram, concretament: foi}1=1’

xie B, ¥Yng N,

i per & un C » 0 fixe,

% n 2 n n 2
0 %) Z(ci)c{—l, l}n T oy mo% =2 g Hoxl

que &és una propietat purament geom&trica. I a més a més,
{#+) inversa es verifica si 1 només si 1'espai é&s de coti-
pus 2 (i.€., la desigualtat contrdria de (##) es verifi-
ca} {Jain(l976)). Araujo i Giné (1976)tenen altres carac
teritzacions probabilistiques de tipus i cotipus 2 relacic
nades amb les propietats de les mesures gue es poden expo-
nenciar [per convolucié}, glestié molt relacicnada amb el
t.l.c. .

Per 2ltra banda hi havia treball fet sobre el t.l.c.
per a processos, bAsicament un teorams degut a Strassen 1
Dudley (1969), Ginéd (1974) i Jain 1 Mercus(l975) que diu
el segllent: si X: 7 - C{S)., 5 compacte métric, satisfi

2 .
EX = 0, EX {s) <« o pera algun s ¢ S, 1
|X(8)-X(t}] = Mlw) els,t) we.s. , ¥ s, tes,

2
on EM" < = 1 e é&s una pseudo-distidncia continua tal gue
/2
[oH7%(5,e,%) dx < w, H{S,e,x) = log N(S,e,%), N(S,e.x) =
- . n -
=inf (n:3Vy, i=1l,....nUji=] Vi= S, dlame Vigx} , ales
hores X satisfd elt.l.c.i.e.WX, i.i.d. amb Lx) = Ly,

{L(z;ll Xi/nl/zl} convergeix feblement). Teorema molt na-

tural si es t& present el criteri de Prokhorof sobre compa
citat feble de conjunts de probabilitats, Zinn (1977} demos
trd que aguest tecrema es pot deduir del de Hoffmenn-Jorgen
sen i Pisier {si aquest s'enuncia per a aplicacions de ti-

pus dos) i de resultats sobre continuitat de processos Gausg



sians (Dudley{1973), Fernique {1974)). aAquest fet conveng
de la valor dels metodes més abstractes. Vegi's també Hein
xel (1977).

Abans de continuar donaré la demostracid més senzilla
de la part directa del t. de Hoffman-Jorgensen i Pisier.
Es un fet conegut (Prokhorof (1956)) que {u }c F(B) es we
relativament compacte si i només si és ajustada,
i.e. ¥V g>0 3 K compacte tal gue u (K5} < g — bAsicament,
en una direccidé, Banach-Alacglu 4+ no deixar gque s'escapi
la massa. Dequt a que K &s compacte si i nomésgi &s total
ment fi;tat: i tancat,una condicié de w' - compocitat relati-
va és:

fu,}c F(B) és W= r.c. si i només si {lig o f_l} ho é&s
per a2 un conjunt w'- total de f's de B' 1 ¥ g»0 3 Fc B
subespai de dimensié finita tal que |, {d{X.Fl>4}=e {de
Acosta {1971})).

Aleshorés:

2
;=

{i) B de tipus 2 & 3Jex»>0 tal que E”zgi x
2 .. . .
s CcT “xiH V¥ col.leccid finita de xieB, i
on {ai} &8 una successidé de v.a's independents,
. 1L
tals que P{g;= l}= P{si=—l} = —2~,@ Jc =0
tal que sempre que E Hxi” < w , EX;=0, es té

Eilzxjjlzs cx E|| Xl

{ii) Si B &s de tipus 2 amb constant ¢ i F &5 tan
cat, B/F és de tipus 2 amb la mateixa constant
(trivial);

{iii) pel t.l.c. en dimensid 1, ¥ f¢ B’

2
/ )

n 1
{ Lz, XM

convergeix a una llei de Gauss N[O.Uz(f)) 50—

bre B; i si F 4 , UF_ =B, dim F_ <w, aleshg .
m m m =
, 2 n 1/2
1/2 : :
res P{dfzr.l_ X./n / . F_ ) e ;;.Ed (l-j;lxi/n 'Fm1
i=1 1 w -
£
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E d (xl.Fm)
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on la primera desiqualtat &s la de  Txebixef, la se
gona é&s de tipﬁs 2 i el limit é&s possible per convergdncia

dominada (dz(xl'Fm) = XlHZ : E|lxij]2q w)} . Aleshores
n 1/2
{L(zizl Xi/n /_)} és w%—r.c; com que les distribucions uni

dimensicnals convergeixen pel t.l.c. en R i la transforma-
da de Fourier determina les probabilitats, resulta que

{ L(g?ixi/nl/z)} W' -convergeix a una llei gaussiana.g.e.d.

Els resultats anteriory sén els basics per al cas de

convergéncia de Sn/nl/z, és a dir cas de v.a.'s i.i.d. 1

de 1limits grussians.

Pard aguest només &s un cas particular del t.l.c. i caldria

veure el cas general de converg2ncia a lleis infinitament
divisibles i a lleis estables. Aquesta linia fou iniciada
amb el treball fonamental de L. LeCam (1970) i molt avanga
da amb els.treballs de de Acosta, Arauvjo i Giné (1977)i BArau
jo i Giné (1976,1977); Marcus i Woyczynski({1977) i Woyczyns-
ki{1977) tenen també bon treball sobre dominis d'atraccid a
lleis estables,

M2todes basics: diferents condicions de w'-r.c. de
factors de convelucié {(Parthasarathy {1967)), resultats so-
bre séries de v.,a,'s independents en espais de Banach
(Ito-Nisio (1968) i Hoffmann-Jorgensen {1974)}, desigual-
tats de P, Lévy i de Kolmogorof inversa en espais de Banach
(Kahane {1968), de Acosta-Samur({1977)), entre d'altres.

Entre els resultats obtinguts, sén 4'interés:

1} 1la formulacié d'un t.l.c. general que inclou resul-
tats en espais de tipus i cotipus 2 com a corol.laris;

2) clarificacié de la definicié de distribuci6é de Pois



son i resultats basics sobre compacitat de families de dis

tribucions de Poisson;

3) millora definitiva d'un resultat de LeCam({l970} =obre

la relacidé entre compacitat de [Pois EL(xnj)} i {L[Sn}} :

4) resultats sobre el t.l.c. en C(S) que van mé&s enlld dels
teoremas usuals esmentats:

5) resultats definitius sobre el capteniment asimptdtic de
les distribucions estables i les distribucions sota llur domini
d'atraccib;

6) resultats sobre dominis d'atracci6 de lleis estables, se
gurament definitius;

7) caracteritzaci6 dels espais de tipus p per condicions
sobre dominis d'atraccié de lleis estables;

8) caracteritzaci6 de tipus 2 i cotipus 2 per condicions
d'integrabilitat de mesures de Lévy. I
Referadncies: 1-4: de Acosta, Araujo i Gin&(l977): 5-6: Araujo i
Gin&(1977); B8: Araujo i Gingé (1976); 7: Marcus i Woyczynski(1977)
i Woyczynski (1977): aquests dos treballs també contenen resul-
tats sobre 6. A continuacié enunciem alguns dels resultats es-
mentats. Una forma simplificada del teorema a gu@ {1) fa refe-

réncia és:

Teorema 1. Sigui { xnj: 3 =l.....kn, n=1,...} un sistema infini

tessimal de v.a.'s amb valors en un espai de Banach B i Sn=
n . .
= 2j=l xnj' Aleshores existeixen X ¢ B tals gue {L(Sn—xn)}

convergeix feblement si i només si

B[ £(X_

lim sup
lim inf }

. . ¥ -
(i) 1.1m6‘;0 { j {1ixnj”5 5)

N
2.
~E X =s(f.f) € w
m{nj I”xnj“g 6}]] =

. per a tot £ ¢ B',



(i1} existeix una mesura g-finita ¢ tal gque per a tot

520 satisfent p{||xf|= 6}= 0,
kn
2j=l L(an} | {Hx|> &} o i =|> 6},

{ili)existeix uvna successid® creixent Fm de subespais de

dimensid finita de B i §» 0 tals que

2
1i E d AX LY -
s e 300 BT Ea s )

- EX = 0.

03 ([ %,y0ls 637 "mJ

dleshores la covarianga § determina una mesura Gaussiana

: n
N(0.,3), la mesura pés de Lévy 1 sia .= ¢, EX . X .
3 M b4 nt” 23=1 5 (X ls8)

on § >0 &s tal gue | {[{x| =5} = 0, es té& que

J'_'(Sn _ané) - w N(O,§) % ::8 Pois

on c{, Pois |, &s una mesura generalitzada de Poisson,

if{x)_

(s3) (cy Pois u) (£) = exp (f(e I-iy () £ {x))

{11A4]= 5}
dy (x)}.

La poténcia 2 a la condicid (iii) es pot substituir per
qualsevol nimero positiu. El tecrema | conté com a corol.lari
la férmula de Lé&vy-Khinxin per a lleis infinitament divisibles
en espais de Banach. I també& el t.l.c. directe més general en
tipus 2 i l'invers mé&s general en cotipus 2.

Els resultats sobre el punt (2) no els podem resumir tan

fadcilment, Entre d'altres, sb6n interessants els segilents:

Teorema 2. Les segilents condicions per 2 una mesura o-finita



i Sobre B s6n equivalents:

(i} per a tota successié de mesures finites |, T la
n

successid de probabilitats {C6POiB “n} convergeix

feblement per a tot §»0, on céPois My =

Uy ~lunl®o
=en n *b_r

1% s *uat

i 1'exponencial es refereix a l'operacié de con

valucids
{ii) existeix una successid de mesures finites unTFJ i
alguna successid de centraments x o tals que

{6, % Pois =38, ein~ lunldg } &s werelativa
n n
ment compacte;
(iii)l'expressi6 (#¢) &s la transformada de Fourjier d'una

probabilitat de Borel scobre B.

§i |, verifica una de les tres condicions egquivalents del
£.2, es diu ¢que pp &s de Lévy. A la recta, R" i als espais
de Hilbert, ués de Lévy si i només si [min (L, Jjx||%)du (x) <w.

El resultat esmentat al punt {Bf diu exactament :

si

Teorema 3. B &s de tipus 2 si i nom&s ‘tota mesura que integra
minll,l|x”2) &s de L&vy. B &s de cotipus 2 si i només si tota
mesura de Lévy integra min(l.”xl]z}. B es hilbertitzable si i
només si les mesures de Lé&vy sén exactament les gue integren

. 2
min(l,|}%j ).
Sobre [(3}:
Teorema 4. 5i {an : ] =l,...,kn, n=1,...} s6n independents per

. . . 18 .
files i {80 * Polis Zj L[an)} &s w-r.c. per a alguna familia

de centraments {xn}f aleshores {L(Sn‘ a, s} és W -r.c. per a tot

50,

14



Sobre (2) i {(4)
Teorema 5. Si Bl' B2 s6n espais de Banach i {4 } una famflia 4
- o

mesures ¢g-finites sobre Bl tals gue

(i) f ' 1 > £} ¢&s una familia wWor e, de
o
resures finites.

. 2
(i1)  sup 'ruxnsl”x” (X)) <=,

i existeix un compacte convex simétric K ¢ 82 i una aplica

ci6 lineal u: Bl - BK de tipus 2 (BK: el Banach generat per

Ky, i si 1i? BK - B2 &s la inclusidé natural, aleshores
Mot u “ei ~ &s una mesura de Lévy de B2 i
{c6 Pois(uaou_lai_l)} &s Wr-r.c.

Aguest teorema t& corol.laris per a C(8) gue cobreixen i
milloren el cas descrit a sobre. A les aplicacions K és l'es
fera unitat d'un espai de Lipschitz per a alguna distancia
e sobre 5 que sigui continuna. Cal dir també& dque aquest teo
rema es pot prendre com una generalitzacid de la part direc

ta del segllent resultat gue val a la recta: a la recta

{¢ Pois y } é&s w*-r.c. si i només si min(l,x2] 4, (%} s6n
& o a

finites i {min(l,xz) =7 (x)1é&s una successié wh-r.c. La part
a

inversa admet la segfient generalitzacié:

Teorema 6. 3i les |, s6n de Lévy i {céPois o} és w-r.c. ales
=3 o .

hores:

(i} ¢y | [{x)>1} és una familia wi-r.c. de mesures
a
finites, i
{ii) les funcions f . I £° dy definides so-
[x|f=<1 o
bre l'esfera unitat de B’ s6n w*—equicontinues.

El teorema 6 té un altre invers parcial per a espais de

=



tipus 2, semblant al t. 4, que no donem, perd gue té com a co-
rol.lari la part directa del segiient teorema sobre dominis
d'atraccib:
Teorema 7. Sigui p una llei estable d’ordre g ¢ (0. 2) sobre
B. Si B é&s de tlpus 2, perque X pertanyi al domini d'atraceid
normal de p és suflclent-

(i) les dlstrlbuCLOns marginals de dimensié finita

de x pertanyen al domini d' atraccié de les corres

ponents de pe

L L . ' 1 i
(it)per a tot § =0, sup, PejjXp > & n /a}q e 1 exis
F
A : : : m .

teix una successid creixent de subespais tal que

o el o L1/a

lim lim sup - nP{d{X,F ) > tni/ } =0

M n- o m

per algtn t > 0.

Les condlclons [L) if{ii) sémn necessdries en qualsevol espai

de Banach.

Per a altres resultats sobre domlnls d’ atraccxé reme-

tem a la referénc1a' La part inversa d aquest tedrema &s con
) sequén01a del seguent resultat sobre {5)=:
Teorema 8 81 % pertany al domini 4’ atracc16 normal d'una llei

estable d'ordre a:P, i és la mesura de Lévyassocladaa e.

s a dir p =5 ¥ © Pois ;. aleshores, per a tot § > 0

o L /a®) | (i > 8h o | ORI > 8 )

Hi ha un resultat andleg per a dominis generals d'atraccid.
Un dels resultats a qué 7 es refereix és que si B és
tal que quan (i) i (ii) es verifiquen, X &s al domini d'atrac

¢ié normal de p, aleshores B &5 necessariament de tipus 2

16



{Marcus-Woyczynski {1977}). Junt amb la part directa del t.7
aguest resultat dona uvha altra Cdracteritzacid dels espais

de tipus 2.

Sobre caracteritzaciOns geomdtriques esmentem final-
ment un resultat de Bcosta, Araujo 1 Giné (1977) caracte

ritzant cotipus 2:

Teorema 9. Un espal B de Banach &s de cotipus 2 si i només
si el conjunt de covariances g {f,f), £¢B' corresponents
a mesures de Borel Gaussianes sb6n les continues per la to

pologia de Hilbert-Schmidt de Bé, on Bé &g dual de B amb H

la topologia de la convergéncia uniforme sobre compactes,

convexos de B,

Prohlemes oberts: {1) Tot el mateix per a variables
amb diferents graus de depéndencia; (2} aplicacions a es
tadistica i teoremes més fins per a situvacions particulars;
{3) velocitat de convergéncia per al teorema de Hoffman-
Jorgensen 1 Pisier; (4} LeCam {1970) demostra gque si
{ Pois g L(xnj)} és w'-r.c., també {L{8 )} ho é&s, si

les xnj sén simdtriques; se sap gue en el cas infinitesi

mal , per a espais de Hilbert,

d{Pois ¥ ((an), L(Sn)) -+ 0

si una de les dues successions és ﬁ*-r.c.,on d metritza
la convergéncia feble {Giné i LeSn (1977}); &s cert que

en el cas infinitessimal {L(Sn) 1 w-r.c. no implica
{Pois g[(an)} w -r.c. en un Banach general de fet, a |

S el problema és caracteritzar els espais on



(L)} whir. e, implica

{Pois g L(xuj)} wt_r.c.,cassos infinitessimali no. El proble-
ma 4 és particularment interessant ja que estd molt relacio-
nat amb l‘essdncia del t.l.c., que per a LeCam {potser inspirat

en P. Lévy) 1 dlaltres, &s: relacid entre TR TR TN i
eE(Hiﬁéo) guan les uy sén petites en la topologia w" (quan s6n

petites en variacié total, aguesta &s una guestid d'algebras

de Bapach). E1 problema (4) ha estat posat per A. Araujo.
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