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Descripci6 d'alquns resultats recents sobre el teorema del

límit central en espais_ de Banach separables . (1)

per

Evarist Giné

Universitat Autónoma de Barcelona

Un procés estocástic és una variable aleatbria que peen

valors en un espai de funcions, i alguns espais de funcione

típics s6n espais de Banach. Per tant, una manera de fer te2

ria de processos estocástics és fer teoría de probabiiitats

en espais de Banach.

La meva motivacib per a treballar en aquest camp va ser

la 4e-uent .
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Un test de la t.ip3tesi
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consistir en rebutjar aquesta hipbtesi . si, c(r , v (w)) és masa=a
gran, on d és alguna distancia áefin_ás~ sobre °(c) . -`esDai

de les probabiiitats sobre S . Per e>:en:ple-,;(;.�V)=

supf
s

f d(u-v) , j1- un subconjunt compacte de C(S; . Per

a poder determinar el test a un nivel! de confianga aproximat

caldria conéixer la distribuci6 límit de d(1=,vn ) normalitza-

da com calgui . Degut al t .l .c . en dimensi6 1, hi ha possibi-

litat que

	

{L[,Fn d(h,vn(w)) ]} conver

geixi feblement a una llei p . (Si aixi fos podríem calcular

pL(X) =u{d(u,vn(u;)) > a n} Z O-

	

coma

	

p{11x1 > a n J } = a) .

(1) Conferéncia donada a la Universitat de Barcelona el 17
de novembre del 1977 .



Perqué tal convergéncia tingués lloc, n'hi hauria prou amb

que les variables aleatbries amb valor a C(S),

yi(f)

	

= Sf d(8xi (w)

	

u)

satisfessin el t .l .c ., és a dir que

1/2
i~(E 1 Yi/ n

convergís feblement . Vegi's Du dley & Strassen (1969) per a

aquesta motivaci6 i exemples,i Giné (1975) per exemples addi

cionals) .

Problema : Qué i com, de la Teoria Clássica de Probabi-

litats sobre P. s'estén á espais de Banach? Quines són les

dificultats ad'dicionals si n'hi ha

Els t_es principals teoremes de límit són la llei for-

ta deis grans nombres, la llei del logaritme iterat i, so-

bretot, el teorema del límit central . Hi ha treball d'exten

si6 fet sobre els tres temes sobretbt en el cás de variables

indenendents . Jo revisaré treball sobré 1'Gltim temá ;

El métode tradicional a la recta és 1'anélisi de Fou-

rier, i també hi ha métodes probabilistics más directes . El

métode d'análisi de Fourier nomás á'estén perfectament per

á grups lécalment compactes i per a espais de Hilbert . Va-

radhan (1962) va resoldre el problema general del t .l .c .en

espais de Hilbert fent servir análisi de Fourier . Giné i

León (1977) tenen uná'exposici6 (amb resultats formalment

nous) emprant métodes probabilistics más directes i senzills .

En la seva versib más senzilla, el t.l .c . diria :

(#)

	

EX = 0 ; Elix 11 2 <

	

{ L(&n_ X/n1/2 )} convergeix fe
i_1 i

blement a una llei gaussiana centrada,on les Xi s6n

i
Aleshores és natural preguntar-se que per a quins ii

espais de Banach B és (3f) cert . Hoffmánn-Jorgensen i

G. Pisier (1976) demostraren : (*) és cert IF1,1 B és de tipus 2 .
8



B és de tipus 2 si la seva norma satisfá una desigual-
n

tat de para lel .logram,

	

concretament : b { xi}i=1 ' xi e B, bine N '

i per a un C > 0 fixe,
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xill2,

que és una propietat purament geométrica . I a més a més,

(") inversa es verifica si i nomás si l'espai és de coti-

pus 2 !i .2., la desigualtat contrária de (iF*) es verifi-

ca) (Jain(1976)) . Araujo i Giné (1976)tenen altres carac

teritzacions probabilístiques de tipus i cotipus 2 relacio
nades amb les propietats de les mesures que es poden expo-

nenciar (per convoluci6), qüesti6 molt relacionada amb el

t.l .c .

Per altra banda hi havia treball fet sobre el t .l .c .

per a processos, básicament un teorema degut a Strassen i

Dudley (1969), Giné (1974) i 3ain i Marcus(1975) que diu

el següent : si X : p -, C(S), S compacte métric, satisfá

EX = 0,

	

EX2 (s)

	

< oo pera

	

algun

	

s

	

e

	

S,

	

i

1 X(s)-X(t) 1

	

< M(m)

	

e(s,t)

	

u,

	

c. s.

	

, Ei s,

	

te S,

on EM2 < oo i e és una pseudo-distáncia continua tal que

r OH1/2 (S,e,x) dx < oo,

	

H(S,e,x) = log N(S,e,x), N(S,e,x) _

=

	

inf

	

{ n : 3 Vi ,

	

i= 1, . . . , n, Ui=1

	

Vi =

	

S,

	

diame Vi < x } ,

	

ales

hores X satisfá el t .1 .c .(¡ .e .HXi i . i . d .

	

amb

	

£(Xi )

	

_ £(X),
n 1/2{,((E i=1 Xi/n

	

)} convergeix feblement) . Teorema molt na-

tural si es té present el criteri de Prokhorof sobre compa

citat feble de conjunts de probabilitats . Zinn (1977) demos

trá que aquest teorema es pot deduIr del de Hoffmann-Jorgen

sen i Pisier (si aquest s'enuncia per a aplicacions de ti-

pus dos) i de resultats sobre continuitat de processos Gaus



sians (Dudley(1973), Fernique (1974)) . Aquest fet convenq

de la valor dels métodes més abstractes . Vegi's també Hein

kel (1977) .
Abans de continuar donaré la demostraci6 més senzilla

de la part directa del t . de Hoffman-Jorgensen i Pisier .

Es un fet conegut

	

(Prokhorof

	

(1956) )

	

que fpo} c !? (B)

	

es wl~

relativament compacte si i nomás si és

	

ajustada,

9. .e . d e > 0 3 . K compacte tal que u n (Kc ) < e -

	

básicament,

en una direcci6, Banach-Alaoglu + no deixar que s'escapi

la massa . Degut a que K és compacte si i noméssi és total

ment fitat i tancat,una condici6 de w~- compocitat relati-

va és :

{un } cP'(B)

	

és w- r .c .

	

si

	

i nomás

	

si

	

{N �, . f- 1
}

	

ho és

per a un conjunt w*- total de f's de B'

	

i d e > 0 3 Fc B

subespai de dimensi6 finita tal que uA (d(x,F) >,} <e (de

Acosta (1971)) .

Aleshores-

(i)

	

B de tipus 2 q 3c>0 tal que EIIEei xi ll r-

¡u

c ElIxi ll
2
V col.lecci6 finita de xiCB, i

on {e,} és una successi6 de v.a's independents,

tals que P{ei= 1}= P{r i=-l} = 2 ,<:> 3 c > 0

tal que sempre que Elixill2< CO , EXi=0, es té

E II Exill

	

E El¡ Xill 2 ;

(ii) Si B és de tipus 2 amb constant c i F és tan

cat, B/F és de tipus 2 amb la matei>m constant

(trivial) ;

(iii) pel t .l .c .

	

en dimensi6 1, é/ f e B' .

{ .~ (Einl	f(Xi)
/n

l/2 ) }

convergeix a una llei de Gauss N(O,Q2 (f)) so-

bre IR ;

	

i si Fm-t

	

,

	

UFm = B,

	

dim Fm <oo, alesho .

res P(d(Ei=l Xi
/nl/2, Fm ) - C}

	

Ed2(>. i-1Xi
/nl/2

" Fm)

0



5
E d2 (XI ,Fm)

on la primera desigualtat és la de Txebixef, la se
gona és de tipus 2 i el limit és possible per convergéncia

dominada

	

(d2 (X1 , Fm)

	

<

	

11 x1 n 2 ;

	

E II X1 11 2 < oo) . Aleshores
n 1/2

Xi/n

	

)} és w*-r .c. ; com que les distribucions un¡

dimensionals convergeixen pel t .l .c . en 7R i la transforma �
da de Fourier determina les probabilitats, resulta que

n 1/2{,[(~ 4,1
11Xi/n

	

)} w -convergeix a una llei gaussiana .q .e .d .

Els resultats anteriorss6n els básics per al cas de

convergéncia de S n/n
l/2

, és a dir cas .de v.a .'s i .i .d . i

de limitsgaussians .

Peró aquest només és un cas particular del t.l .c . icaldria

veure el cas general de convergéncia a lleis infinitament

divisibles i a lleis estables . Aquesta linia fou iniciada

amb el treball fonamental de L . LeCam (1970) i molt avangá

da amb els treballs de de Acosta, Araujo i Giné (1977)i Arau

jo i Giné (1976,1977) ; Marcus i Woyczynski(1977) i Woyczyns-

ki(1977) tenen també bon treball sobre dominis d'atracci6 a

lleis estables .

Métodes básics : diferents

	

condicions de w-r .c . de

factors de convoluci6 (Párthasarathy (1967)), resultats so-

bre séries de v.a .'s independents en espais de Banach

(Ito-Nisio (1968) i Hoffmann-Jorgensen (1974)), desigual-

tats de P . Lévy i de Kolmogorof inversa en espais de Banach

(Kahane(1968), de Acosta-Samur(1977)), entre d'altres .

Entre els resultats obtinguts, s6n d'interés :

1)

	

la formulaci6 d'un t .l .c . general que inclou resul-

tats en espais de tipus i cotipus 2 com a corol .laris ;

2 .) clarificaci6 de la definici6 de distribuci6 de Pois



son i resultats básics sobre compacitat de families de dis

tribucions de Poisson;

3) millora definitiva d'un resultat de LeCam(1970) sobre

la relaci6 entre compacitat de {Pois Ef,(Xnj)} i

	

{£(S n )} ;

4) resultats sobre el t.l .c . en C(S) que van més . enllá dels

teoremes usuals esmentats ;

5) resultats definitius sobre el capteniment asimptbtic de

les distribucions estables i les distribucions sota llur domini

d'atracci6 ;

6) resultats sobre dominis d'atracci6 de lleis estables, se

gurament definitius ;

7) caracteritzaci6 dels espais de tipús p per condicions

sobre dominis d'atracci6 de lleis estables ;

8) caracteritzaci6 de tipus 2 i cotipus 2 per condicions

d'integrabilitat de mesures de Lévy .

Referéncies : 1-4 : de Acosta, Araujo i Giné(1977) : 5-6 : Araujo i

Giné(1977) ; 8 : Araujo i Giné (1976) ; 7 : Marcus i Woyczynski(1977)

i Woyczynski (1977) ; aquests dos treballs també contenen resul-

tats sobre 6 . A continuaci6 enunciem alguns dels resultats es-

mentats . Una forma simplificada del teorema a qué (1) fa refe-

rencia és :

Teorema 1 . Sigui { Xnj : j =l, . . . .kn , n =l, . . .} un sistema infini

tessimal de v .a .'s amb valors en un espai de Banach B i Sn=

_ n X . Aleshores existeixen x en B tals que {£(Sn-xn)}
Ej=1 nj

convergeix feblement si i només si

12

lim sup

	

X

	

-
(i)

	

Iims4O	E[f(Xn
~ lim inf ~

	

{ 11Xnj 11 :5 b}

-E*njXXnj 11 :5 b}Í~2 ._

	

(f, f)

per a

	

tot

	

f

	

e

	

B',



(ii) existeix una mesura (j-finita p tal que per a tot

S ,o satisfent p{11x11= S}= 0,

E3 =l~(Xnj)I{IIx1I> S}

	

-W*

	

u1{IIX~I> S} "

(iii)existeix una successi6 creixent Fm de subespais de

dimensi6 finita de B i S> 0 tals que

2
supe E d EE j (Xnj

x
{II Xnj1I :5 b}

-

	

EXnjx{
11
Xnj IIS

	

b } 1

	

Fm 1

	

=

	

0.

Aleshores la covarianga

	

determina una mesura Gaussiana

nN(0,¿), la mesura piés de Lévy i si a n6 = Ej=, EXn X { II
%j1

	

}156.

on S > 0 és tal que u { IIxil =6} = 0,

	

es té que

L (S n -an6 )

	

-+ w* N(0,~) *

	

c s Pois

on c b Pois u és una mesura generalitzada de Poisson,

(;5E)

	

(cg Pois p)

	

(f)

	

= exp {f(e

	

-1-ix

	

(x)f(x))

La poténcia 2 a la condici6 (iii) es pot substituir per

qualsevol número positiu . El teorema 1 conté com a corol .lari

la fórmula de Lévy-Khinxin per a lleis infinitament divisibles

en espais de Banach . I també el t.l .c . directe més general en

tipus 2 i 1'invers més general en cotipus 2 .

Els resultats sobre el punt (2) no . els podem resumir tan

fácilment . Entre d'altres, s6n interessants els següents :

Teorema 2 . Les següents condicions per a una mesura a-finita



sobre B s6n equivalents :

(i)

	

per a tota successi6 de mesures finites P n T u

	

la

successi6 de probabilitats {cb Pois ~L
n}

convergeix

feblement per a tot b>0, on cbPois u n

1 4

Un - 1unl b0= e

i

	

1'exponencial es refereix a 1'operaci6 de con

voluci6;

(ii) existeix una successi6 de mesures finites pnt P

	

i

alguna successi6 de centraments xn tals que

{bx ea Pois ~ln = bx e- e4In Iunl 6 0 }

	

és wjErelativa
n

	

n
ment compacte ;

(iii)1'expressi6 (4W, ) és la transformada de Fourier d'una

probabilitat de Borel sobre B .

Si p verifica una de les tres condicions equivalents del

t.2, es diu que u és de Lévy. A la recta, IRn i als espais

de Hilbert, ;Áés de Lévy si i només si fmin

	

(1, 11 XII 2 ) 41 (x) < ~.

El resultat esmentat al punt (8)' diu

	

exactament :

Teorema _3 . B és de tipus 2 si i només7tota mesura que integra

min(1,IIxII2) és de Lévy . B és de cotipus 2 si i només si tota

mesura de Lévy integra min(1,1IXII2) . B es hilbertitzable si i

nomás si les mesures de Lévy s6n exactament les que integren

min(1, IIXII2 ) .

Sobre (3) :
Teorema 4 . Si {Xnj

	

: j = l_ . .,kn, n -1, . . .} s6n independents per

files i {b xn ~l. Pois Ej [,(Xnj)} és j'-r .c .

	

per a alguna familia

decentraments {xn}, aleshores {,((Sn-dn b)} és of`-r .c . per a tot

b>0 "



Sobre (2) i (4)
Teorema 5 . Si Bl , B2 s6n espais de Banach i {p } una familia de

a
mesures u-finites sobre B1 tals que

(i)

	

¡p
a

1

	

II x ~I >

	

1}

	

és

	

una

	

familia w*-r .c .

	

de

mesures

	

finites .

(ii)

	

supa

	

.l II X II 45 111" 2

	

c1,1 a (x)

	

< .,

i existeix un compacte convex

	

simétric K c: B2 i una aplica

lineal u :

	

B1 .., BK de tipus 2

	

(BK: el Banach generat per

i si i : BK -+ B2 és la inclusi6 natural, aleshores

u-1 i-1 és una mesura de Lévy de B2 i

Pois(u ,u-l oi-1)} és w*-r .c .
a

Aquest teorema té corol.laris per a C(S) que cobreixen i

milloren el cas descrit a sobre . A les aplicacions, K és Ves

fera unitat d'un espai de Lipschitz per a alguna disténcia

e sobre S que sigui continua . Cal dir també que aquest teo

rema es pot prendre com una generalitzaci6 de la part direc

ta del següent resultat que val a la recta : a la recta

{c
b
Pois p }

	

és w4'-r .c .

	

si

	

i només si min(1,x 2 )

	

d~

	

(x) s6n
a

	

a
finites i {min(1,x2 ) du (x)}és una successi6 w*-r .c . La part

a
inversa admet la següent generalitzaci6 :

Teorema

	

6 .

	

Si

	

les ~i
a

s6n de Lévy i {c
b
Pois ua}

	

és w'`-r . c .

	

ales

hores :

( i)

	

{ u

	

11I x II >1 }

	

és

	

una

	

familia wiE -r . c .

	

de mesures
a

finites, i

(ii) les funcions

	

f , J IIXII
:5
1 f2 du	definirlesso-

bre 1'esfera unitat de B' s6n wE -equicontinues .

El teorema 6 té un altre invers parcial per a espais de



tipus 2, semblant al t . 4, que no donem, peró que té com a co-

rol.lari la part directa del següent teorema sobre dominis

d'atracci6 :

Teorema 7 .

	

Sigui p una llei estable d'ordre a e (0, 2) sobre

B . Si B és de tipus 2, perqué X pertanyi al domini d'atracci6

normal de p és suficient :

de Banach .

Tes distribucions marginals de dimensi6 finita

de X pertanyen al domini d'atracci6 de les corres

ponents de p.

(ii) per

	

a tot 6 > 0,

	

suPn P j ~~Xl~ > 6 nl/a }< °°

	

i exis
Fm .

teix una successi6 creixent de subespais tal que

lim -	lim sup

	

nP{d(X,Fm) > t nl/a }

	

= 0
m -0 ~

	

nao

per algún t > 0 .

Les condicions (i) i(ii) s6n necesséries en qualsevol espai

Per la altres resultats sobre dominis d'atracci6 reme-

tem a .la,referéncia . .La .part+inversa d'aquest teorema és con

seqüéncia del següent resultat sobre (5) :

Teorema 8 . Si X pertany al domini d'atracci6 normal d'una llei

estable d'ordre q,, P,

	

i

	

és la mesura de Lévy associada a p,

és a dir p = 6x if c6 Pois kÁ , aleshores, per a tot 6 > 0

n£(X/nl/o.)
1 ( n x n > 6)->j1-PII{11 x11 > 6 } "

FIi ha un resultat análeg per a dominis generals d'atracci6 .

Un dels resultats a qué 7 es refereix és que si B és

tal que quan (i) i (ii) es verifiquen, X és al domini d'atrac

ci6 normal de p, aleshores B és necessáriament de tipus 2



(Marcus-Woyczynski (1977)) . Junt amb la part directa del t .7

aquest resultat d6na una altra cara cteritzaci6 dels espais

de tipus 2 .

Sobre caracteritzac , ións geométriques esmentem final-

ment un resultat de Acosta, Araujo i Giné (1977) caracte

ritzant cotipus 2 :

Teorema 9 . Un espai B de Banach és de cotipus 2 si i només

si el conjunt de covariances ~(f,f), f E B'

	

corresponents

a mesures de Borel Gaussianes s6n les continues per la to

pologia de Hilbert-Schmidt de B', on B' és dual de B ambc c

la topologia de la convergéncia uniforme sobre compactes,

convexos de B .

Problemes oberts :

	

(1) Tot el mateix per a variables

amb diferents graus de depéndencia ; (2) aplicacions a es

tadística i teoremes més fins per a situacions particulars ;

(3) velocitat de convergéncia per al teorema de Hoffman-

Jorgensen i Pisier ; (4) LeCam (1970) demostra que si

Pois E£(X
nj

)}

	

és w'`-r .c .,

	

també {~(Sn)}

	

ho és,

	

si

les Xnj s6n simétriques ;

	

se sap que en el cas infinitesi

mal , per a espais de Hilbert,

d (Pois £ Z (Xnj ) ,

	

£(Sn) )

	

-0

	

0

si una de les dues successions és w~`-r .c .,on d metritza

la convergéncia feble (Giné i Le6n (1977)) ; és cert que

en el cas infinitessimal

	

{1(Sn)

	

} J'-r .c .

	

no implica

{Pois E~(X

	

)}nj

	

vi,-r .c . en un Banach general de fet,

	

a

c0 ; el problema és caracteritzar els espais on



ií (Sn)}
W* r .c .

	

implica

{Pois E ,(, (xuj ) } #̀ -r .c ., cassos infinitessimal i no . El proble-

ma 4 és particularment interessant ja que esté molt relacio-

nat amb 1'esséncia del t.l .c ., que per a LeCam (potser inspirat

en P . Lévy)

	

i d'altres,

	

és : relaci6 entre ~1.;E . . .# un

	

i

es (P i-b 0 ) quan les p i s6n petites en la topología wil (quan s6n

petites en variació total, aquesta és una questib d'Algebres

de Banach). El problema (4) ha estat posat per A . Araujo .
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