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Un grup G amb dualitat de Poincaré (un PD-grup)
€és un grup, 1l'homologia i la cohomologia del qual verifi
guem relacions andlegues a les de les varietats compac -
tes H {G,2) = Hn_k (G,2}, n fix ,per atot Kk ).
Aquests grups foren estudiats recentment per R.- Bieri --
{Gruppen mit Polincaré-bualititc, Comment. Math. Helv. 47-
{1372), 373-396) i per F.E.A. Johnson i €. T.C. wWall {On
groups satisfying Poincaré duwalitu, Ann. of Math. 69(1%73
582-598}, el primer des d4d'un punt de vista quasi exclusiva-
ment algebraic i els segons sota un aspecte més topold -

gic.

En aguestaconferé&ncia parlaré dfun tipus més gene-
ral de dualitat que inclou la dualitat de Poincaré i que
d6na noves aplicacions a l'dlgebra i a la topologia. E1
paper que en els PD-grups li toca a Z ara €l realitza-
rda wn G-mddul gualsevol (que veurem que ne pot ser tan -
gualsevol!}. Aquest grups, gue anomenaré D-grups van -
&sser introduitsper R. Bieri i B. Eckmann a "Groups with
Homological Duality Generalizing Poincaré Duality", Inwen

tiones Math. 20 {1973) 103-124,



Un cop hagi donat la definicid i les primeres pro-

pietats dels D-grups, tractaré& agui quatre aspectes dels

grups amb dualitat:

1} Propietats de finitwed, tant del P-grup G com del G-

mddul dualizant C, entre les gue cal destacar:

1.1.

1.2,

2) Propietats d'extensis:

2.1,

2.2.

Tot D«érup &z de tipus finit

El G-m3dul € admet una presentacid finita
C admet una G-resulucid finita per mdduls -
projectius de tipus finit

% (G,2) 1 Hk {(G,%2} s6n grups abelians -

H
de tipus finit

Si G é&s un PD-grup, G é&s de tipus FP, €s
a dir, 21 G-mddul trivial 2 admet una G-re-
solucid finita per wdduls projectius de tipus
- finit.
Tot subgrup d'index finit d'un D-grup &s un-
D-grup

Se H &s un D-grup subgrup d'index finit d'un

grup G lliure de torsié , aleshores G és

un D-grup

2.3. Tcta extensid dfun D-grup per un D-grup &s wn

D-grup

3) Determinacid dels PD-grups resolubles:

Un grup resoluble &s un D-grup, si i només is &s

policiclic i lliure de torsid



4) Relacions amb la topologia:

4.1. Tot grup de nusos &s un D-grup, perd no un -
PD-grup

4.2, La introduccid dels D-grups porta de manera
natural a la introduccid d'un concepte de dua
litat a topologia gue generalitzi la dualitat
de Poincaré

4.3, 8i G admet un complex d'Eilenberg-Mac Lane
K{G,1) gqgue sigui una varietat compacta amb -
contorn, aleshores es poden donar condicions-
per tal gque G sigui un D-grup en termes de
l'homoleogia entera del contorn del recobriment

universal de X(G,1)

nem a desenvolupar amb el minim de té&cnica possible ca-

da un dels quatre aspectes esmentats.

Definicicns i primeras propietats

Un grup G es diu un D-grup de dimensid n res-
pecte al G-dddul per la dreta C , si existeix un -—
e ¢ H (G,C) tal que per a tot G-mddul per 1'esquerra-

A , el cap-producte per a dongui un isomorfisme.
k =
en—: H'(G,A) —— H._, (G,C @ A)

per a tot enter k

D'aquesta definicid resulten immediatament:



a}l

b}

c)

d)

¢ =~ H"(G,zG) ,
B (G.C)= 2z,

G té& dimensid homoldgica i cohomoldgica n , i .ver
tant, utilitzant el tecrema de K.W. Grilenbera (Cohomo
logical Topics. in Group Theory, cap. 8, L.N. Mathe.l57

Springer 1870), G &s lliure de torsid

C &s un grup abelid lliure de torsid
(Considerar la succesid d°homelogia asscociada a la su
ccessid exacta de coeficients 76— EG —» zp&>ZG

donada per la multiplicacid per p , p primer ).

Les propietats ¢) 1 4} junt amb la condicid de gue -

Hk(G,F} =0 k #n,VF G-mddul lliure {propietat que -

compleixen trivialment els D-grups), permeten afeblir -

1l'isomorfisme imposat en la defincid de D-grup, requi -

rint lo Gnicament per dimensidé n i coeficits lliures

(Veure R, Bieri-B.Eckmann, abans citat) .

1. Propietats de finitut

1.1. 83 G &s un D-grup, G é&s de tipus finit

Sigui ({G;} 1la familia dels subgrups de ti -

pus finit de G . Com gue 1'homoclogia commuta
amb els colimits, ha d'existir un subgrup Gi

de tipus finit amb Hn(Gi,C) #0 , d'on

5
0 # Hn(Gi,C) Hn{G,C QbiZG)

Iy -

O
Hn(G,C®Z{G/Gi)) = H (G,Z(G/Gi))



[Z(G/Gi) indica el G-mddul per la dreta ge-
nerat per les classes GyX , %€ G} . Ara bé,
només hi ha elements de Z(G/Gi) fixos per G

si G/Gi gs finit.

1.2. El que C admeti una presentacid finita es ka
sa en el segient criteri de M.Auslander: " 5i-
gui R un anell amb unitat, € un R-mddul i

Wy C G’R T]TR — TITC 1'homomorfisme do -

nat per y lcoflr,) = I_ITcri . Aleshores, C

admet una presentacié finita si 1 sols si A1

&s un isomorfisme per tot producte directe -

dr~

I

En el cas en qud G siqui un D-grup, agafant

R = ZG , l'homomorfisme no &8s altre que ,

L
c @, 126 = H_(6,C ol 26)— I HO(G,CQ;:ZG):TITC

s6n Hom (&,Z} i Ext (A&,Z)

(veure, per exemple, R.Bieri-B,Eckmann "Piniteness pPm®
perties of duality groups", CR Acad.Soc.,Paris,276,sé&

rie A, B31-833).

Un D-grup G es diu un Ph-grup {(grup amb dualitat de
Poincaré€) si el mddul dualitzant C 6&s el G-mddul 2
(amb estructura no necessiriament G-trivial). En --

aquest cas, és clar que G &s un grup FP, d'acord -



amb la definicid donada a la introduccid, ja que al sr

la dimensid cohomoldgica de G finita, el G-mddul 2

{possiblement no trivial) admet una resoclucid projecti

va finita

> e > P z
0 sy P 3P _, 5 T

que déna una resolucid preojectiva finita de 2 (G-t

vial) dotant a P, de l'estructura de G-mddul seglient:

X.p = sigix) p.x_l , X , peP

sig: G ——» 22 definit per l'accid de G sobre 2

El reciproc no és del tot cert. Es pot demostrar, pe-

ré, gque si G &s un grup FP, Hk (G,Z2G) = 0 k#n i

C =

Hn(G,ZG) &s lliure de torsid, aleshores G &5 wun

D-grup de dimensidé n respecte al mddul C .

La demostracid fa (s essencial de gue per als grups &

tipus FP, el functor Hk{G,-) commuta amb les sumes -~

k

directes, d'on H (G,F) = 0 per a tot G-m&dul lliure.

2. Propietats d'extensid

12

La demostracid de las tres propietats d'extensid esmen
tades a la intreduccid seguéixen linies kastant inde -

pendents.

Es pot considerar trivial ja que l'isomorfisme de dua-
litat pel subgrup H ve donat composant el del grup G

amb la restriceis H (G,C) —— H (H,C} .



Es pot reduir el cas en gué H sigul normal @ G per
2.1. La demostracid de que G é&s un bD-grup es fa --
comprovant les seglients 4 condicions, gue sbn sufi --

cients:

a) G té dimensid cohomoldgica finita (iguwal a la de H
per un teorema de J.P.Serre, "Prospects in Mathema -
tics, ann. of Math. Studies, 70, (1971},Princeton }.

k

b) B {(G,F) =0 k #n, F G-lliure, ja que G-lliure

implica H-liiure i la success}é espectral de Lyndon-
Hochschild-Serre ddna el resultat.

n

cy Y {G,ZG) n

H (G,ZH) {(ja que |G:H| <« ) &s lliure de

e

torsid.
d) §8i ec;Hn (N,C}) d&na l'isomorfisme de dualitat per -
N, e =coree H {G,C) 6s tal que per tot G-mddul

llivre F es té&

= . n = -
{en -y : H(G,F} £EC @ F( —HOEG,F}) .

En efecte, 81 O = G/H , de l'estudi del diagrama
e n -

res en - cor

(G, F) E25,5 g (u,F) €85 t,coF) s H (6,Co F)

J

HO(H,C F} X

. o M

A ; . i .
Ho(H,co PP ——H, (5,C @ F)

1 (14, F) 0

resulta que & N -~ &s isomorfisme sempre que -~-



cor H {H,G) ¢ | Q] Hn{G;C} . ja que r &s isomor-
fisme {per la successid espectral de Lyndon-Hochs-
child-Serre) i

0
i:HO(H,C ®F} =C®F —— C®F = HO(H,C & F)Q
&s la multiplicacid per | Q] .
La inclusid desitjada és, aleshores, conseqgii@ncia
de gue per a tot ZlQl G-mddul D i toet k>0 1l'a
plicacié & N - : EY(g,D)

Hl’l‘k (G;C o D) éS -

trivial.

Es tracte de demostrar que la classe dels D-grups és

tancada per la formacid d'extensions. Més precisament,

s1 N — G —— Q@ &s una successid exacta de grups
i N i Q sbn D-grups de dimensions n 1 m res-
pectivament, aleshores G &s un D-grup de dimensid

n o+ m .

Les condicions ajy, ¢} i d) esmentades a l'apartat
anteriox es comproven aplicant repetidament la succe -
5516 espectral de Lyndon-Hochschild-Serre . La condi-
ci6 b} (#5(6,F) =0 kx#n+m ., F G-lliure) ,

&s consegiiencia de l'isomorfisme.

& k-n

H(G,F) L H (0,5 (N,F)) k #£n+m

i del fet que H'(N,F} é&s un Q-mddul coinduit.



3. PbD-grups resolubles

Recordem, breument, les definicions de grup resoluble,'poli -

ciclic i nilpotent.

G es diu resoluble si existeix una s€rie normal Finita

G =6, > G & ... >DG_, &G = (e]

amb guocients abelians.

S5i existeix una tal sé&rie normal amb gquocients ciclics,el
grup €% diu policliclic i si existeix una tal s@rie central (&s

a dir, si Gi+1 /Gi < Centre(G/Gi)) el grup es diu nilpotent.

Es clar gue tot grup nilpotent i tot grup policiclic sén -
grups resolubles, aixi com gue tot grup nilpotent de tipus fi -

nit és policiclic,

Si G &s rescluble es difineix el nhmero de Hirsch de G

per

hG

|| -

rang Gi/Gi—l

independent de la série normal escollida. Si G é&s policiclic
hG é&s el nombre de factors ciclics infinits de la série i si G
k
&s nilpotent hG = I rang centre (G/Gi)
i-g

3.1, Teorema: Tot grup policiclic G 1liure de torsid &s wn

PD-grup de dimensid hG
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En efecte, si considerem una s@rie normal amb quocients
ciclics, al ser G liure de torsid, G, _, ha d'esser
ciclic infinit i per tant PD-grup de dimensid 1

Aleshores tenim:

= H ciclic

k-2 Ge-1/ %1

Si H, &s infinit, és un PD-grup de dimensid 1, i per

2.3., Gy > &s un PD-grup de dimensid 2. Si H és
finit, per 2.2., Gy o {lliuvre de torsid) &s un -——-
PD-grup de dimensid la de G {=1} Seguint aixi -

k-1
s'obtd el teocrema.

Una mena de reciproc del teorema anterior ems diu que
els grups policiclics sbn els finics PD-grups resolu-

bles.

Teorema: Tot PD-grup resoluble G &s policiclic.

Posem G- = Ker{G —s Aut H'(G,ZG))que s trvial o iso

morf a 2, . En tot cas | G/6° | <2 . Per tant, per'

O o

2.1. G &s un PD-grup i tot subgrup abelid de G~ -

és de rang finit.
Aleshores, per un tecorema de Baer-Heinecker, existeix
una série normal

o

G H N o {e]

amb N nilpotent, H/N abelif lliure de rang finit



4.

4.1.

i JG/H| < =

El punt essencial en la demostracid del teorema con-
sisteix enveure gque N &s de tipus finit. En tal ca=
N serd policiclic, d'on H serd policicliec i, com -

gue G%/H &s finit, i [G/G0| < 2, G serd policiclic.

La demostracid de que N &z de tipus finit é&s molt -

elaborada i gens trivial.

Per acabar aguest apartat, observem que el teorema 3.2

no es pot estendre a D-grups . De fet el grup G ge-
. -1

nerat per x,y amb les relacions YXy = x2 és un -

D-grup resoluble no policiclic.

Algunes consegilencies topologiques

Primer de tot un exemple, que &s el que ha motivat la

introduccid dels D-grups.

Sigui G un grup de nusos, &s a dir el grup fonamen-
tal del complementari d'un nus no trivial a s3 . G
admet una presentacid finita, té dimensid cohomoldgica
2 1 Hl(G,ZG) = 0 {gue implica C = HZ(G,ZG] &s --
lliure de torsid). Aleshores, per l'ohservacié feta

al final de 1.5., G &s un D-grup de dimensid 2 -

i mddul dualitzant C



G no pot &sser un PD-grup, ja que si fos € = 2 G-
trivial, aleshores H2(G,z) =% 1i es sab qug ---—-
H2(G,Z) =0 ; si fos C =2 no G-trivial, aleshores

2 (G, 2)

ZZ que contradiu el teorema dels coeficiernts

universals, ja que Hl(G,Z) =7 .

Transportant els conceptes algebraics gue hem trac-
trat a la topologia, direm gue un CW-complex Y &s
un complex amb dualitat si estad dominat per un CW--
complex finit (&s a dir, si existeix un Cw;complex
finit X i aplicacions f : ¥ — X , g : X —> ¥
tals que gf = 1,) , 1 existeix un e € H (Y,C) --

(C MM, y-mddul) tal que e A -: B (Y,A)H__ (¥,C® A)

per a tot enter k 1 tot ﬂlY—mbdul A

Aleshores, si  K{G,1) denota un complex d'Eilenberg-
Maclane (es a dir, un CW-complex amb grup fonamental

G i grups d'homotopia superiors nuls), K{(G,1} é&s -
un complex amb dualitat si i sols si G £&s un D-gnup

finitament presentat, i de tipus FP . Per tant,

Teorema: Si G &s un grup finitament presentat, de
tipus FP i tal que per algun enter n, Hn(G,ZG) és
1liure de torsié i Hk(G,ZG) =0 k # n, aleshores

K{G,1) &s un complex amb dualitat.

Chservis que si C &g el ﬂ]Y—m@dul Z , la dualitat

definida m&s amunt &s la de Poincaré& usual.



Suposem que el grup G admet un complex d'Eilenberg-
MaclLane X gue sigul una varietat amb contorn orien-

table connexa i compacta de dimensid m , aleshores

5 (x,2z6) ¥ & (x, 3% 26} ¥ B__ (X, 4X;2)%

m-k-1 m-j-1

"
on X &s el recobriment universal de ¥ .

Si,a més, G &s un D-grup de dimensidé n, aleshores

(3%,2) = 0 k#n i H (aX,z) &s no tri

H m-n—1

m-k-1
vial i 1liure de torsi6. AixI, doncs, H, (3X,2) = 0

i # m-n-1 i la dimensid de G é&s < m-1 .
Reciprocament, com gque G &s de tipus FP , si supo
sem que H (3X,2) =0 i#q i Hqta?,Z) &s 1liu-
re de torsid, aleshores € &s un D-grup de dimensid

n = m-gq-1 .

Aixd s'aplica, per exemple, al cas en qud G sigui -
un grup de nusos, amb g = 0 . El complement d’un
nus no trivial a S3 &s una 3-varietat amb contorn

que &s un K{G,l1} 1 el seu contorn é&s un 2-tor.

H, (8X,2) = H

"
i 8X té& una infinitat de components arc-connexes.

(a%.z)
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