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PROELEMES AMB LES EQUACIONS DE LA HIDRODINARMICA, (i)

Carles Perells
Seccid de Matemdtiques.Universitat Autdnoma de Barcelona

Fa 200 anys dque en Euler va proposar les eguacions
que imposen condiciens a l'escolament &'un fluid incompres-
sible no viscHs. Aquestes equacions en derivades parcials
relacionen la pressi® p i les tres compenents de la veloci-
tat v, considerades com a funcions del temps t i de la po-

sicid =

v: + (v,v) v=~grad p+ £

div v =0

aqui la notacid &s la segilent: v &s el vector (vi'

by bv
Voo v3), vt é&s T {v, ¢) v &s el veétor r vj Oxj
f és la forca deguda a un camp extern (per exemple la grave-
tat) i div v = 1§ 2% .
bxj

Si M &s la regié a la que estd confinat el liguid,
s'ha d'imposar la condicié suplementdria de que v sigui tan- .

gent 2 la vora de M,

La utilitzacis d'aquest sistema d'edquacions com a
model del comportament d'un fluid, wva portar a resultats que

resultaven contradictoris amb les ghservacions experimentals.

(#) Confer&ncia presentada al Seminari Barcelona el 4 de Maig

a la ETSEIE. g1



Entre les més sorprenents hi ha la paradoxa de d'Alembhert:
fent servir aguestes equacions es demostra gque l'escola-
ment estacionari d'un fluid a 1'exterior d'un cos, el gual
escolament tendeix a tenir una velocitat constant a 1'infi-
nit, no produeix cap forca scbre aquest cos. £s a dir, que

una pega submergida en un torrent no experimenta cap forga!

Per tal de salvar aquests inconvenients, al segle
XIX es van modificar les equacions de manera de tenir en
compte l'efecte d'una viscositat lineal. Sota els noms de

Navier i de S5tokes es coneix el sistema d'equacions

v, + (v, V) v=-grad p+ vav + £

on v és l'anomenat coeficient de viscositat (constant),

i Av &s el vector 3%y .
T 2

bxi

4 més s'acostuma a imposar 1a condicib de gue 1la
velocitat s'anul.la a les parets del recipient, é&s a dir,

v =0 a dM.

El terme de viscositat salva la paradoxa de 1'Alem-
bert al permetre la creacid de verticitat a la capa limit,
peguent-se explicar aleshores els fendmens de sustentacié
i d'arrossegament d'un cos dins d'un escolament torrencial.
A canvi d'aix6 es complica meolt el model matemditic: les so-

lucions estacioniries per v de l'equacid d'Euler es poden
obtenir, al menys localment, com a gradients de potencials

{és a dir, de solucions de l'eqguaci® del potencial), mentre
que aixd ja no €s cert en el cas de Navier-Stokes. El pro-

blema &s tant dificil que es tenen molt pocs exemples d'es-
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colaments estacionaris que satisfaguin les condicions de
Navier-Stokes. Per exemple, ni tan sols es sap si existeix
solucié estacionariade l'escolament vischds a2l veoltant

d'un cilindre!

Hem tingut compte de dir gue les eguacions poesen con-
dicions sobre l'escolament, i no que determinen l'escolament,
Aixd &s degut a gque no sabem a priori gue les eguacions junt
amb el coneixement de la pressié i la wvelocitat 2 tots els
punts del fluid en un moment donat, determinen (d'una manera
tnica, és c¢lar), la pressié i velocitat en tot temps poste-
rier, I aéui precisament es troba un dels problemes més se-
riosos de la hidrodindmica: el decidir sobre l'existencia,
1la unicitat, la regularitat i la continuvitat de les solucions
de les eguaciond d'Buler i de Wavier-Stokes, conegut el valor
d'aquesta solucid (p i v} en un moment donat. La solucis sa-
tisfactdria d'aguest problema no ha estat encara assolida en
dimensié 3, perd si en dimensid 2. Els resultats coneguts es-
tdn escampats en una gran quantitat d'articles i en algln
llibre, i no és gens senzill resumir-los en pogues paraules.
El primer en obtenir resultats interessants va ser en Leray,
gue va publicar els seus resultats ltany 1934, okrint tota
una nova etapa, no només en l’estudi de la hidrodinamica, si-
no en l'estudi de les equacions d'evolucid. El treball va ser
segquit per en E. Hopf, gue va publicar els sewus resultats al
1951, 1 per Ladixenskaila, gue va ser la primera en escriuvre
un llibre contenint els resultats (miri's la biblicgrafia al

final). En el problema hi ha treballat i hi segueix treballant
tot un estpl de matemdtics, entre els que podem esmentar

Judovic, Kato, Fujita, Foias, Lions, Prodi, Sobolevski .,

Icoss, Temam, etc..
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El m&tode utilitzat per a tots aquests resultats es
basa en la utilitzacld de les anomenades solucions "febles“,
es 2 dir, de funcions Que satisfan les solucions sense ser
derivables en el sentit classic, sind en el sentit de lal
Tecoria de Distribucions. Més precisament, les solucions es
cerquen en el espai del tipus de Lebesgue (Lp )}, o del ti-

pus de Scholev (Hs’p).

Per a donar una idea de com s’*aborda el problema,
farem l'esbog d'una demcostracié, en el cas de M campacta,
deguda a en Weissler {vidgis =1 llibre de Marsden i McCracken
eswentat a8 la bibliografia). Es comenga per reduir les edqua-
cions de Navier-Stokes a eguacions dfevolucid en un espai
convenient, Per a fer 2ix6 es tracta d'eliminar p, el gue
s'aconsequeix, per exemple, utilitzant la descomposicié Gni-
ca d'un camp vectorial en un camp solencidal i un camp gra-
dient. En forma precisa, tenim gque si Hs 6s l'espai de So-
bolev de les funcions a M gue tenen derivades & L2 fins a
ltordre s, i si X €s un camp que té& les seves components a

s . : ) 5
H  , llavors existeix un camp Y amb components a H 1 un

element g de Hs+l, tals gque X = Y + grad g, amb div ¥ = @
i Y paral.lelaabM, A més ¥ i ¢ s6n tGnics amb agquesta propie-
tat. 8i es defineix la projeccié P dels camps en el campsde
diverg®ncia pula i paral.lels 2 dM mitjangant PX = ¥, i si

apliquem P a les equacions de Navier-Stokes, cbtenim:

vy = Plvav - (v,7}v) = T{v),

&s a dir, la derivada del camp v respecte a t resulta
ser una funcié de v, Malauradament no podem aplicar di-
rectament els teoremes d'existéncia i unicitat de solu-

ci6 per 2 equacions diferencials ordin2ries en espais de
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Banach; perqué T fa baixar l'ordre de l'espai de Sobeiev.
Per a solventar agquesta dificultat, s'observa que l'equa-
cif lineal v, = vwPAv determina un semigrup analitic d'o-
peradors (an2leg al que apareix a l'equacié del calor), 1
gque la norma de exp {vPA)t com a operador de gl a H2 és
integrable a tot interval [0,T]. Escrivint llavors la so-
luci®d al temps t com una perturbacié d'aguesta, mitjan-—

cant una f&rmula del tipus de la de wvariacid de parametres,
i fent servir el gue certa aplicaci6 é&s contractiva, es
demostra que existeix una solucié local a H2. El comprobar
que aguesta solucid é&s diferenciable si la condicid inicial
ho és i gue existeix per tota t > 0 si M esth a Eiz exigeix
més feina. Fem notar gue si M &s a B{3 és un problema encara
obert el demostrar gque ﬁo hi ha solucicns que s'escapin a
i1'infinit en un temps finit. També &s5 notable gque no s’'ha
pogut democstrar mé&s gue dependdncia continua de les solpcions
respecte a t! En el cas de gque M no sigui compacte el pro-
blema estd molt poc tocat, emcarz gque &s clar que s'han de
demanar condicions a l'infinit ben precises per a poder as-

solir algtn resultat.

Per les equacions d'Euler la situaci6 &s encara més
diffeil, i una manera de demostrar que les solucions de la
equacit d'evolucis resultant existeixen &s fer tendir v a 0
a2 les equacions de Navier-3tokes. Cal remarcar aqui el tre-
ball de Arncld, gque mostra gue les solucions de les eguacions,
de Euler es5 poden interpretar com a geopdd&sigues en una
varietat riemanniana de dimensi$ infinita. (Es pcden con-
sultar els llibres de Arnold i de Marsden esmentats a la

bibliografia).

Observem que el teorema d'existeéncia i unicitat

ens déna una aplicacié Ff de H en H, tal gue s5i v &s el
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camp de veleocitats al temps inicial, Ftv 1'és al temps t,.

5i Ft estd definit per tota t » 0 aix6 és conegut com a
un semisistema dinamic (com en el cas de M a 322). En el
cas de gue no eétigui definit per tota t > 0 es parla d'un

semisistema dindmic local.

Paer una v donada, l'aplicacié de l'interval [0.m]

a H decnada per Ftv &s la trajectdria de v, i descriu a

l'espai d'estats de la velocitat-H,, 1l'evolucit d'aguest
camp en el temps. Les solucions estacicnaries corresponen
a punts de repds o dtequilibri d'aquest sistema, i en ells
Ftv és constant. '

Un problema natural i gue pot ser d'importéncia
practica, &s el de l'estabilitat de les solucions estacio-
naries, Suposem que es sap que hi ha un escolament torren-
cial estacionari al voltant d'un cos, si aguest escolament,
com a2 punt critic del sistema dindmic és estable, les peti-
tes perturbacions no l'afectaran molit, en canvi, si &s ines-
table, una petita perturbacié pot modificar molt 1'escola-
ment en el curs del temps. Donarem un exemple per il.lustrar
el problema. Per a viscositats altes i velocitats petites,
S'observa experimentalment que l'escolament torrencial
al voltant d'un cilindre {es suposa molt llarg), amb
eix perpendicular a la direccié del flux a 1'infinit,
té una solucid estacionaria simetrica respecte al pla
determinat per l'eix i la direccifé limit del flux. Ma-
temdticament es demostra que aguesta solucié &s global-
ment asimptdticament estable, és a dir, gque es parteixi
de l'estat que siqui , amb el temps es tendeix al mateix estat es-
tacionari, Ara b&, si s'augmenta la velocitat o es dis-

minueix la viscositat, s'observa experimentalment que

86



a partir de cert valor, el flux comenca a fuetejar pas-
sat el cilindre submergit. f£s com si la solucis estacio-
n&ria hagués.deixat de ser estable i tot tendis a una
sclucié periddica: els camps de velocitat van canviant
amb el temps d'una faisé periddica. Matembdticament aixé
no estd encara explicat satisfactdriament, {encara que
m'acaven d'arrivar noves de que en Babenkov hP ha fet i

encara no ho ha publicat), perd l'explicacid sembla ser

del segiient tipus:

En el cas de viscositat alta la solucid estacio-
naria vo Iés tal que totes les trajectdries Ftv tendeixen
a v dquan t - o, Bix6 es pot deduir d'un estudi de l'es-
pectre de la part lineal Tt de Ft al punt Vo Jque &s un
semigrup d'operédors lineals. Si l'espectre de Tt esta
contingut a un compacte de l'interior del cercle unitari
als complexs, llavors vy és asimptdticament. estakble. S5i
a l'anar variant la viscositat v s'arriva a un valor critic
Vo. tal gque un parell de eigenvalors simples i conjugats
creuen el cercle per sortir-se’'n, pot ocorrer que Vg {que

depén de vy, &s clar), deixi de ser estahle, i gque apareixi
una trajectdria periddica prop d'ella, gue atrequi les

trajectdries del seu entorn . Aix& &s conegut com a bi-
furcacid de Hopf. (Vagis el llibre de Marsden-McCracken
esmentat a la bibliografia). El problema de determinar

1l'espectre de la part lineal de F_a v és tan serifs

que fins ara no hi ha publicat cap resultat on es tingui
prou control com per veure com es perd l'estabilitat. En
una publicacié recent es tracta un problemp semblant per
un disc girant al si d'un lfgquid. Es tenen tots els resul-
tats satisfactdriament, perd l'autor, incapac de provar-
ho, ha de suposar que els valors propis que surten del

cercle unitari s6n simples.
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Un altra exemple irteressant el constitueix el

moviment d'un ligquid entre dos cilindres coaxials,

guposant que el cilindre exterior esta quiet i
que es fa girar 1'interior amb una velocitat constant,
w, que serd el parametre del nostra problema. Per a w
baixa s‘ocbserva (i1 es demostra matemdticament) que hi ha
una sclucid estacionaria amb simetria tant axial com
longitudinal, &s a dir, invariant tant per girs al wveoltant
de l'eix com per translacions en la seva direccit. Per
un cert valor w, es produeix la primera bifurcacif: el
flux estable discretitza la seva simetria longitudinal i,
sense deixar de ser estacionari, es formen uns comparti-
ments anul.lars, conequts com a cel.les de Taylor, cada un
entre els deos cilindres i dos plans perpendiculars a 1'eix,
i on el 1igquid, 2 més de girar al wvoltant de l'eix, wva gi-
rant al voltant de la trajectdria circular al centre del
compértiment, i de manera d'anar alternant el sentit d'a-
quest gir d'un compartiment al segllent. Per 2 valors de
w encara més grans, tamb€ 1'estructura en cel.les esta-
ciondries deixa de ser estable, i es presenta un moviment
no estacionari, en que les cel,les s'ondulen i giren al
voltant de 1l'eix. Per valors de w encara més grans s'ob-—
serva un comportament turbulent. Per a m#s detalls del

que passa es pot consultar el 1llibre de Marsden i McCracken,

"L'andlisi matemdtic dels fenbees esmentats encara
€3 molt incomplert i el gque manca &s precisemant, al menys
per les dues primeres bifurcacions, =~ un bon coneixement
dels espectres dels operadors involucrats. En el mateix
liibre de Marsden i McCracken hi ha un-article d'en Schec-
ter on fa un analisi matemdtic correcte, perd hipotatic,
en quan a que ha de suposar que els espectres fan el que

els hi toca per gue tot vagi bé.
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Després del proklema de la estabilitat i les bi-
furcacions, tocarem un problema més conflictiu: el de la
-turbul#ncia. Encara no estd clar el gue es vol dir per
turbuléncia en un sentit matematic, encara gque en un sentit
fisic es designa aixi un estat en el que sembla gue les
particles es moguin d'una manera cadtica., En alguns ex-
periment s'ha observat que l'aparici$ de la turbuléncia
coincideix amb l'aparicié d'un continu d'harmdniques a
1'analisi de Fourier-de la velocitat de les particules,
per comptes de les fregiigncies discretes dque s'ohserven en
els fluxs no turbulents {(V&gis l'article de Bowen zal"Tur-

hulence Seminar®).

En Leray va suggerir gue la turbuléncia era degu-
da a que les solucions de la equacions no eren diferencia-

bles en aguestes condicions pel que el model de Navier-Sto-

kes no era vadlid. Més modernament en Landan va suposar

que la turbul2ncia era un moviment guasi-periddic, amb
una guantitat gran de fregqué&ncies independents com per

que f&s molt complicat. Aguesta idea s'ha portat més
endavant, en el sentit de que la turbul2ncia es podria
presentar com a resultat de bifurcacions successives,

" cada una aportant noves fregfiencies, i acumulant-se
en nombres infinit {com a les cat3strofes generalitzades
d'en Thom). En els darrers temps els matemadtics, al
menys els gqui utilitzen el llenguatge dels sistemes dina-
mics, es senten inclinats a rebutjar les hipdtesis ante-
riors. Aix6 és degut a dos fets: primer a gque els mdto-
des numdrics d'en Chorin (végis el llibre d'en Marsden),
han permds integrar leslequacions per nimeros de Rey-
nolds molt grans (vel dir viscositats molt petites o ve-
locitats molt grans), i han conseguit una resoclucié prou

bona com per explicar la.formacié de vdrtexs en el flux
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torrencial passat un cilindre. Aix6 sembla indicar que,
encara per aguests escolaments d'apariéncia turbulenta,

les egueacions s6n validas 1 les solucions diferenciables.

En segén lloc sembla gue la turbul2ncia no apareix
al cap de moltes bifurcacions que incrementin gradulament
el nembre de frequéncies, sind que, al cap d'un parell o
tres de bifurcacicns, ja apareix el continu de frequén-
cies (com en el cas ressenyat del flux entre des cilin-
dres). AixS fa pensar en la possibilitat del seglient me-
canisme: per a valors grans de viscositat es t& una solu-
cit estacionaria asimptdticament estable. Al disminuir la
viscositat es perd 1‘estabilitat, 1 apareix una varietat
invariant de dimensié finita (1 o 2 en general), a la gue
tendeixen totes les trajectdries Ftv i on passen les coses
interessants: per exemple pot haver-hi la trajectdria
tancada asimptdticament estable corresponent a la bifur-
cacié de Hopf. Aquests trajectdria tancada pot perdre
la seva estabilitat per altres valors de la viscositat,

i es pot separar d'ella un tor invariant de dimensid

dos, diguem, asimptdticament estable, on el flux tendi-
ra3 encara a drbites tancades (gendricament). Del tor bi-
dimensicnal es pot separar, al perdre agquest l'estabili-
tat, un tor tridimensional, per exemple, due sigui asimp-
tdticament estable, Dins d'aguest tor de dimensid tres el
flux ja pot ser molt complicat. Tant gque, si hi ha el gue
s'ha batejat amb el nom de "strange attractor" en angles,
i gue nosaltres anocmanem atractor-complicat, es podria
tenir un bon candidat per a la turbulé&ncia, doncs les tra-
jectdries que tendeixen 8 un d'aquests atractor tenen un

comportament bastant cadtic,
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Agquests atractors complicats han sigut detectats
en sistemes dinamics a espais de tres dimensions, i1 en par-
ticular s6n molt coneguts els exemples de Lorenz 1 Rikitake.
El seu comportament &s molt estable, en el sentit de gque
persisteixen sota perturbacions, el que els fa uns bons can-
didats, en contra de les solucions guasiperiddigues, gue no
s6n gens genérigues. Els primers en suggerir gue la turbu-
léncia es pot deure a la pres2ncia d'atractors complicats
i que essencialment &s un fendmen de sistemes dindmics en
dimensid finita van ser Ruelle 1 Takens {v&gis bibliogra-

fia). Per a tenir mé&s informacié scbre aguests atractors

recomenem llegir l'article del Marsden 2l Turbulence Semimar o

bé al meu esmentat B la bibliografia.

Aquestis ens semblen els problemes relacionats amb
sistemes din3mics més importants de la hidrodin3mica, al
menys per el que fa als liquids incompressibles. Si s'ad-
met compressibititat o transmisi6 de calor, llavors les
equacions es compligquen encara mé#s i es poden presentar
fendmens com el de la convexi6, que &s ric en problemes

matemdtics, perd que ja ne tocarem aqui.
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