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Aplicacions continues de IR en R {#)

Carles 5imd

Facultat de Matemdtigues

Universitat de Barcelona

Ens proposem de mirar les aplicacicns contfinues de IR en
R d'una manera dindmica. BEs a dir, donada uns aplicacid £ i
un punt inicial x, volem calcular les succesives imatges f(x),
2 k, A ]
£y, .., £{x).,... i dir algunes propietats de les succes-

sions obtingudes.

Per a comencar vegem un exemple senzill i el paper que
juga la bisectriu del primer guadrant en la construccié @'i-
terats. Prenem f{x)==zx, z constant [15]). La £fig. 1 mostra
f(x), la recta y=x i com hom construeix els iterats d'un
punt, Com gue f(x) talla a y =x en dos punts, aguests s6n fixos.

Si augmentem z els dos punts es confondran (fig. 2) si

Per a valors mé&s grans de z, £(x) i y=x no es tallen (fig.2).

() Lligé inaugural del curs 1978-79, donada a la Seccid de

Matemdtigues de la UAB el 3 d'octubre de 1978,
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Veiem gue en aguest cas hom produeix divergéncia de la succe-

ssib {x,) = (fk(xol).

£ (x) At S £(x)
y=x
y‘—-x
F
~
4
X

Fig.2 Fig.3

Cuant a l'estabilitat del punt fix, F, &s a dir, si els
iterats que s'inicien prop d'ell s*hi apropen o allunyen, la
fig. 4 mostra les possibilitats., Es facil demostrar (lema de

contraccif] que si |[£’{F){<l hi ha estabilitat.

Tornem a £(x} = zx. $i z « I &s palés gque hi ha un Gnic

punt fix. Adguest perd l'estabilitat si

x x -a
x=2z , -l=2 lIlnx = x=1l/e, z=e .

Per a aprofundir una mica mé&s vegem si hi ha punts perid-

dics, p es diu k-peridadic si fk(p} =p. Es clar que si s|k i

£%(p) =p hom t6 £°(p) =p.

94



8i z % 1 no hi ha més punts periddics gue els fixes, ja
que F &s creixent. Si z < 1, com gque f2 és creixent, no hi ha
punts de periode senar {fora de} fix). Llavors ens cal cercar
només els punts 2-periddics, o sigui, els fixos de f2. Perd
hom demostra ficilment gue f2{x) t& derivada menor que 1 si

e . o .
z »e . Per tant no hi ha altre punt z-periddic que el fix.

. | 1 yex
¥=x ¥=r ¥= £(x) 2
’ £(x) 2- £7{x)
y=x periddic
£({x) £(x} fix .
* z
]
Fig.4 Fig.5

81 z < e_e, en el punt f£ix hom té (fz)' {F} - 1 1 per
tant hi ha 2 punts 2-periddics ja que f2 nom&s té un punt d'in-
flexi6é [15] (vegeu la fig. 5). Es clar que (fz}' (F} = {f'(F))z.
La "forcacidé" que d6na lloc als punts 2-periddics s’inicia

quan F perd l'estabilitat i £'(F) =-1.

Un teorema bastant general ens diu com hom produeix for-

cacions (locals) [4 1:

Sigui I = [o0,1} (s’estén a d’'altres intervals o a la

recta) i £f: T x I > 1 una familia

(y, x} = %J(x)
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d'aplicacions. Les hipdtesi habituals fetes per Guckenheimer

sbn: £ és C3(en w ix); £ (0)=€ (1)=0; 3!t Cc ler(Cc ) =0;
M U 1t u

f0==0; fl(cl) = 1. Suposem gue existeixen p, n, v 'tals que
{thipdbtesi locals):

2

n d s} d n
1) £4p) =p; 5o (£) (p)=1:{—5 (£ (p)x{s— (£ ) (P}>0
W dx W 2 AY) dU W
dx
Llavors apareix la forcacié de la fig., 6 a.
d2 3 .
Si - i a. tenen signes diferents apareix la situacié
dx u

de la fig. 6b.

2
dxd:_,

2) £%p) =p; = (£7) (p) = -1;
hY) W

n
- (£) (p) > Q.

d3

S (2™ (p) <0,
dx v

Llavors apareix la forcacid de la fig. 6c .

La demostracid usa de forma curosa el tecrema de la

funci® implicita.

Des d'ara I serda 1'interval [0,1] i J un altre interval

gualsevol.
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X a) b} el
2n-periddic estable

1'un estable n-periddic n-periddic
i l'altre estable inestable
inestable

1
2n—p§ribdic estable
v M i

Fig.6

Els 2 punts 2n-periddics estables de 6c¢) formen un ci-

cle 2-periddic per £,

En ecologia han estat proposats nombrosos exemples de
funcions f({vegeu [11]) enteses de la manera segilent: Sigui
Nk la poblacit d'una ceria espdcie en una &poca donada. Lla-
vors admeten gue al cap d'un cert periode de temps la pobla-
cié és N f1Nk[. Encara gue aquest model é&s perfectament
determinista, per a certes funcions f déna, aparentment, con-

ducta cadtica. Apareixen forcacions. & la taula 1 tenim exem-

ples de funcions £ usades pels bidlegs. Totes elles sbén

f{N) = N. exp(r(l-N/K}) {1} homogenies de grau ! i

N{l + r{1-N/K)) {2 tenen un fnic maxim.
3N En principi la poblacid

(3)
! +exp{-2{1-N/B)}

A N(L + aN)-.b {4}

nova &s proporcional a la

vella perd el factor de
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AN

5 {(5) proporcionalitat pot é&sser
A+ (N/B)Y
1-b molt petit i hi ha excés
YN s1 N=<C; % N si N>C (&)
: de poblacié (i, per a tant,
JL+N gi N<C; A-Nsi N>C (7}
manca de menjar). Models

(2, >1; A=<= 1)

+
similars s'usen en problemes

N[Ll/(a +bH} - v ] . (8)
de les ciéncies fisigues,

quimiques, econdmigues, etc.
Taula 1
Una funcié del tipus

N = (l-g} Nn+ ﬂ:Nn]S e-Nn, on 9,C,3, sén parawetres

na+l
corivenients, modela el funcionament de la médula espinal °
{6] . Per exemple, N POt ésser la guantitat de glabuls

vermells. Llavors els tipus d'drbites periddiques que

apareixen es pot relacionar amb certes malalties.

Preguem 1'exemple (1) de la taula 1. Normalitzem
aixi: flx) = % exp (r{l-x)). Es clar gque x = 1 é&s fix
per a tot r € {0,2). Si fem r = 2 poden estudiar el gue

2
passa analitzant £ .

f{x)

-Fig.7 Fig.8
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2 .
De la fig. 7 es veu gue £ tindrd 2 maxims (a Ml, Mz)
2
i un winim {(a m). Es clar que (f)'(i}=1. La recta y=x
talla a fz(x} en un Gnic punt, perd si r > 2 ja tallar2 en
3, com s'indica en la linea dibuixada 2 punts. Tenim una
forcacidé. Ara b€, en aquest cas, a difer2ncia de l'exemple
L 2 . k k
proposat al principi, £ no &s creixent. De fet f té& 2
. - . 2 s
maxims. Hom pot veure gque si r augmenta llavors {(f ) ' dismi-

2 . .
nueix. Quan (£7) -1 apareix una forcacif amb

l2—peribdic N
punts 4-periddics, etc. Podem arribar aixf 2 una situacié de

forcacions com la indicada & la fig. 9. Hom d6ne una tal '

situacié amb una acumulacid infinita de forcacions {punts

de perfode 8, 16, 32,...) en el exemple (1) per a rc=2.6924..

i en el exemple (2) amb rc= 2.5700....

Per a r >rc hi ha trajectdries aperiddiques no con-
vergents a cap cicle, 1o gqual, experimentalment, é&s indis-
tingible d'un fenomen aleatori. S'entra en una regid cad-
tica: nombre finit 4'drbites periddiques {(Q0.P.) estables,
nombre infinit numerable 4'0.P. inestables i nombre infinit

no numerable de trajectdries aperiddiques.

Només un nombre finit de punts fixos é&s estable. L'i-
. k k R .
dea per a veure aix6 &s gue £ t& 2 mixims, és a dir, os-
cil.la molt, i gue en els punts de tall amb yv=x la pendent
serd de mddul més gran de L si K &s prou gran. Hi ha gran

sensibilitat a petites variacions de les condicions inicials.
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B-periaddic 177" f{x)

estable
—————— inestable

Fig.9 Fig.l0

Una similar acumulacié de forcacions ha estat obtinguda
Iper Gumowski i Mira, [5], per a l'aplicacié elemental
fr(x}z x2+ r. Si r> 1/4 no hi ha punts fixos ni periddics.
Si r=1/4 hi ha un punt fix. Per & r €({-3/4, l/4)kn'hi ha
dos, l'un estable i l'altre inestable. Per a r=-3/4 el
punt fix estable forca a 2-periddics. Després a 4~perié;
dics, etc. Hom produeix l'aéumulacié de forcacions per a

r=-1.40115518%.....

Un exemple procedint de la mecdnica de fluids és de-
gut a Lorenz [10). A partir &’una eguacid en derivades per-
cials (problema de Bénard), per desenvolupament en saérie
de Fourier i truncat de la dita série, obté un sistema d'e-
guacions diferencials ordinaries a R3. Lorenz 1l'integra
numdricament i observa la relacid entre els successius
maxims, Mk' d'una de les variables (concretament., la 2). La

fig. 10 mostra el resultat de posar un maxim en funcié de
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L] 3 . - t
itanterior: Mk+l £ (M}(} . Destaguem que |f°|> | sempre que

est? definida. Aixd implica gue tot punt periddic és ines~

k-1 i
table {i molt), ja gque % fk(x) =1 £ {fj(x)), Més enda-
j=0

vant tornarem a analitzar un exemple semblant.

Li i Yorke {8] han redescobert un teorema molt curids.
Sigui £: J J una aplicacid continua. Suposem gue 3 2 € J
tal que: b= f{a}, c=f2(a), d=f3(a) id=a<bk<c )| -
f0d= a> b> c}. Llavors f t& a J punts de perlode gualsevol.

Notem gque si a &s 3-periddic es cumpleixen les hipdtesi.

Donem ara una proposicid més general i la seva demos-—

tracib [17] :

Proposicid.— Siguin L, R dos intervals tancats tals que:
max L=} < p = min R. Si

DLuwRe £{R) i R £(L} , 1

2) x<p obE £0) ¢ E

liavors f t& punts exactement n-periddics per 2 tot nZ 1.

Demostracid: Fem Iy -1, Si K = n-l{mod n).

Com que I < f{Ik) ., existeix

k+1

Ik= R Si X # n-1 {mod n)
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una. successit d'intervals (Ak} tals que: Ae= IO: R;
k

n

F < A i fA = I . = I = .

Xal « 1 " Ik Com gue f An In R > Rn

hom té& gue £ té un punt fix, a. Tenim {a,f{a},...,
n-2 } . .n-1 . _n-1

£ {a)j ¢« R, 1 F {a) ¢ L. 81 £ {a) € R &s gue

.n—l
£ a =)=p lo gqual implica f2A= fa € R, absurd. Per

n-1

tant {a, f{a},..., £ {a}}és exactament n-periddica.

Pel teorema de Li-Yorke &s suficient fer L=[a,ffla)],
rR=[f{a), fz(a}]. Demés Li i Yorke diuen que 3S < J, no
numerable, sense 0.P., tal que ¥p,q € 8, diferents, lim
| £ (p) - £ (@)]> 0, lim [£"(p)-£"(q)|= 0, i que cap p € S

;

€s asimptdticament periddic {un punt p es diu asimptdtica-

ment periddic si existeix g, periddic, tal gue fn(P)-fn(q) + Q).

Aixé din gue els punts de S tenen un comportament molt
erratic. Hom esta interessat en el anomenat conjunt limit

d'un punt x:

L{x) = conjunt de punts limit de {(fn(x))} ={(fn(x))}*.

Donat [ai. 32]CJ podem estudiar

# {n = Nl £7 (%) E[al, az]}
N

Y(xl[al, a2] = lim

n-»

si el tal limit existeix.
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a
. 2
8i hom pot representar vix, Lal' az] COm Ia g(t)dat,
i

direm gue g &s una densitat, (Llavors vy no depdn de x).

Teorema [8] .- i £: 3 5 J &s continua, c? excepte en un
punt i |f'| » 1, excepte en el dit punt, llavors existeix
g: J > @,m ), densitat per & gussi tot x. Per a2 guasi tot

% hom té& Li{x) ={vy |g{y} >0} que &s un interval.

Lasota i Yorke |7 | s‘han interessat en mesures inva-
riants conservades per funcions del tipus esmentat. Siquf
Ll l'espai Ll(I. w), on m 85 mesura de Lebesgue, it : I » I
una aplicecié mesurable no singular (&s a dir m T_lA] =0

si m{A)Y-0).

Definim l'operador de Frobenius-Perron: Pr L -+ L

aixi:

d -
(P £} (x) = o J:_L{O,x) f{s) ds. Es lineal continua, posif
1
tiu {(f >0 PT f > 0) conserva integrals | ]0 P f dm =

T

1
i
ffdm.VféL),Pn={P), i P £=fcedu=fdm &s una
0 1 T T

mesura -t-invariant {p { 7t AYy = uwi(A}).

. . . 2 . .
Teorema.- Sigui 7: I » I una funcid € a trossos 1 expansiva

(inf |7v'] »>1, hipdtesi essencizal). Llavors ¥ f €L, hom té
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i ) 3t i 3 1
Bl 1{mit verifica : £ 20 = £ =0, f f édm = f fam:
o} O

%* 3 .
P f = £, Vé £ < ¢ | £l 1 amb ¢ independent de f. (Vé g

indica la variacié total de g entre 0 i 1). Bs clar que la

it
funcié £ obtinguda &s 1 -invariant.

Lasota va estar interessat en aixd degut a intervenir
en el disseny de taladres d'alta velocitat per a pous de pe-
troli. La mesura invariant gﬁdx descriu ia distribucié a'im=
pactes a la superficie del taladre. Millorant la forma d'a-
gquest té £ més homogénic i augmenta la vida del taladre,
!
El mateix Lasota [6] ha mostrat que si f &s una aplicacié

de J en ell mateix i 3n =1, 3x0 € J tals que f3nx0 = Xg»

fnxo # Xy llavors existeix p, mesura contfnua (&s a dir,

nul,.la en els punts} invariant i ergddica respecta a f ({161},

Anem a tractar una familia molt senzilla d'aplicacions
de I en I, molt estudiada i, malgrat aixd®, no completament

coneguda: fa(x)==ax(l—x), a.€{0,4].

si a €{0,1] el zero és l'finic fix, a tractar.

Si a € [1,3] hi ha dos punts fixos: el zero, repulsor

i l-«1/a, atractor.
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Per a = 3 hom té& forcacib a 2-periddics i per a =1+ /6

forcacid a 4-periddics, ete..

Ruelle a [13] ha obtingut que per a =3.6785735104....
{l'unic zero de (a—2}2{a+2} =1i86), fa té una mesura invariant
absolutament continua respecte a la de Lebesgue a [1l/a, a/4].
Conjectura l'existénecia d'una tal mesuraz sempre gue existeixi
k tal gue el punt 1/2 caigui en una certa C.P. inestable per

k
ltaceid de fa'

Li i Yorke, [9], mostren gue existeix una successié
a_ mondtona creixent i tendint a 4, tal que per a =a_ el

punt 1/2 és n-periddic estable (ja que & (f: )l hi entra
n

com a factor f; {1/2y=0) i
n

£2 (1/2) < fz (1/2) <..... < £2 (1/2) = 12 < £5 (1/2).
an I an an

Fan nombrosos calculs numérics per a esbrinar l'estruc-
tura de L{x} en funci® de x i de a, perd estan lluny d‘una

_resposta completa.

Potser un dels resultats més sorprenents &s el degut
a Sarkovskii en 1%64, gue inclou el de Li-Yorke i gue ha

estat redemostrat varies vegades ([4],[17]).
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Considerem @ N (naturals) liordre: 3rSe7rB+r......¢

F2.3F2.5+ 2. 70 cn o v 4. 3¢ 4547 el vB.3r8.5:B. 71 vu .ot
r16:8,.4420 1.
Teorema.- Sigui £f: R > R continua (sense cap hipdtesi

addicicnal). Si té un punt n-periddic llavors en té de

m-periddics ¥ € N | n:m.

Pel nostre exemple fa(x}==ax(l—x} aixé dbéna una estruc-
tura com la indicada a la fig.ll (vegeu més informacié des-

prés usant resultats de Guckenheimer).

Stefan diu més [17): Una 0.P. w es diu minimal si
n=# g &5 senar > 31 no hi ha orbites m-periodiques per a

tot senar m tal gque 3 £ m < n-2.

Llavors flw és exactament del tipus donat a la figqg,
12 ¢ bé es transforma en ell mitjancant un canvi d'orienta-

cis.

cos { & (K +-5—-5(—l!k)/ (S=(-1)%)), K=0 : S—1 i tot ells

s6n inestables.

El canvi t= {arc cos x)/ 7 converteix T en
n

L

+ I
n
N

I
¥ {nx} si [nx] =2

l-{nx) si {nx];‘é
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on { o}, {¢] denoten les parts decimal i“entera de & , respec-

tivament {fig.l13).

Introduim el shift o corriment de Bernoulli: Siqui

o N
A =1 IR un} un conjunt que anomenem alfabet; X = A que

es pot dotar d'estructura d'espail métric i en el que s'hi

pot definir una probabkbilitat P. Anomenem shift a Un:X - X
. p_) Un(p),

definit de la seglient manera : gip= (% ,a , a _ .},

hom té 6 (p) = (o, , &, ....). o ésnal. Si X fos BZ
i 12 3 1] -

llavors o, seria bijectiva. Un és continua, n-iipschitziana

-1
1 manté la probabilitat: P{B) = P( Gn (BY), ¥ 8 Pix).
. _ o Coes ..
Si p { By i ++..) definim e = iy 1 si i, &s senar,
B 2 3 ; . .
jl s 72 33
.o = i P = —= 1 sy — ..
i3, ioosi i és parell, hn(p] - { 2t { n3 ¥}
jk senar
amb (*} després de ;E 5i ik és ( parell 1.

Llavors hom té el diagrama commutatiu:
41 S
,¢|
i
1
¢4
1
|
t
J\(é
\¢l

1
]
i
|
)
[

|
1
|
|
1
1

N

Fig.ll _ Fig.12
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Hom t& un cas particularment interessant de la famflia
fa sia =4, Ja va &sser iniciat el seu estudi per Ulam i von

Neuman en 1947.

En primer lloc diguem gue el canvi x -+ 1-2x transforma
f4 en el polinemi de Chebyshev T,-. A (14} hom dfna informacid

sobre el comportament dels polinomis de Chebyshev al iterar.

Sigui Tn(x)==cos{n arc cos x]:[—l,l]i>[—l.L1. Hom té&
; k ‘o ms
la propietat: Tn o Tm==Tnm' Tn té n punts k-periddics: sbn

els fixos de T 3 . Els fixos de T5 estan donats per
n

I
[»

n
X

Es a dir : o i Ln s6n conjugats topoldgica 1 métricament

h
n

"—r

L
—_—n 4
_

In
(i per tant ho séncrn i Tn). En particular T és barreja-
dor (mixing), ergddic i la seva entropia (veure més endevant)

val In n. (En el diagrama cal treure de I els punts gue van

a parar als extrems per iteraci6 de Ln i de X els de la for-

ma | ui s aaas ai'. as, as"'f' as...). s=1 o n).
1 j
{0,1) {0,1)
T, (x) L, (x)
(-1,0) (0,0 I a0
(03_1) (0’0) {]-’0)
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L*idea de conijugacié (topoldgica, diferenciable,
analftica, métrica, etc.) és essencial en sistemes dindmics.
Hom diu gue dues aplicacions £ i g sén F -conjugades si exis-—
teix una aplicacié invertible h gue pertany a la classe de

funcions ¥ i tal que fh=nhg. Si hom vol, dir gque hi ha una

tal aplicacid h és lo mateix gue dir que f es transforma en

g usant un canvi de variables invertible. Llavors f i g es mi--

ren com a equivalents.

Cosnard [ 3] ha estudiat amb detall el cas T, en la

seva forma Lz. Es clar gque L(x} £ F i que #{L{x)} < % %
implica que Li{x} &s un cicle., Dequt a l'inestabilitat

{J£'|>1) hom té& que L{x} &s un cicle si i sols si x és an-—

tecedent 4’'un cicle.

Quant L{x} no és finit hom diu que 1°drbita de x

&s turbulenta,

Cosnard demostrd que 3 Sc I, de mesura 1 tal que
n * . .. n '
¥x €S, {(f {x})} = I. Existeix’To> S| ¥xc@®, {{f (x}}}
conté un cicle. Notem que T#I, és a dir, 3 Cc I-T |¥x € C,
{(fn{x))} no conté cap cicle. El conjunt € conté un sub-
conjunt invariapt no numerable de mesura zero M 1, &s clar,

¥Xx €M hom t& L{x) = M.
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Parlem ara una mica del concepte d'entropia que ha

estat esmentada abans.

En fisica estadistica lfentropia &s el coeficient
del terme asimptdtic del logaritme del nombre de configura-
cions que satisfan certes propietats guan el nombre de graus
de llibertat tendeixX a w. EL concepte matemdtic és més dina-
mic. Fa refer@ncia a nombre de trajectdries i no de configu-
racions. Hom pot definir m2tricament [16] l'entropia d‘una
aplicacib f respecte d'una mesura f-invariant, perd prefe-
rim la nocid d'entropia topoldgica. Seguim l'exposicis de
(4. '

Escriurem h(f) per a designar l'entropia de F. Es
més gran o igual que zero i, en cert sentit, ens diu quantes
Orbites diferents t& f. Com més complicada &s la funcif més
gran €s h. S§i h(f) > 0 hom sol dir gue f &s guasialeatdria o
cadtica i si h=0 hom diu que f &s suau, no aleatdria. L'en-
tropia &s un invariant per conjugacié, &s a dir, si fem un
canvi de variables v i £ = vf y-1, hom té& h(f) = h{f), perd
€s groller en el sentit de qué hi pot haver aplicacions bastant
diferents, noc equivalents i amb la mateixa entropia. (Perd
sagons un resultat basic de Ornstein l'entropia classifica

els shifts de Bernoulli).
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bbviameﬁt f t& infinites dorbites, péré'podem pensér
que f:M +IM representa-ﬁn procés real 1 que si x, v s6n
tals que d{x,¥) = ¢ no els podém distingir. Llavors
x,£{x), fz(x),m.. iy, fly), f2{y},... s6n drbites dife-
rents si 3k >0 tal que d{ka, fky) > &. Acotem el temps
d'observaci$ fins a n i suposem M varietat compacta, Lla-
vors només cal considerar x,f{x),..., fn_l(x). Destaquem
que el fet de gqué x,...,fn—l{x} i y,...,fn—l(y] siguin la
mateixa Orbitéfno &s relacié d'equivaléncia. Per compaci-

tat el nombre-d'drbites &s finit. Concretament:

Hom diu que Ec M E&s {n, g}-separat per f si x,y € E =

Ck k
= glve[o,nji d(f x,f y) > g. Llavors el nombre d'érbites

és 5(n, ¢} =max {ca:d E|E~ M, E és (n, ) -separat per £ }_

Definim la wvelocitat de creixement de Si(n, ¢} : h(f, ¢g) =

S
Lim In S{n, ¢)

T

. Passem al 1limit respecte a la precisié de

les observacions i definim aixI 1l'entropia:

h(f) =1lim h{f, g). Es a dir, h(f) déna la velocitat de
e+0

creixement asimptdtica del nombre d'drbites de longitud fi-
nita gquan aquesta creix i quan l'error que no ens permet de

distingir un punt d'un altre tendeix a zero.



Misiurewicz i Szlenk [12] mostren que en el cas de

1'interval, per a una aplicacid mondtona a trossos hom té

n : .
on Cn = # {X [f" té& un extrem estricte a x } i Var indieca

variacié total en 1l'interval,

5i £ &s mondtona a trossos i continua hom té

h{f) < lim i 1n Per,  , on Per = » (x]fn(x}:=x }_

Si f: I > T és C° i si vx €I hom té (£ (x))2 +
+(f“(x)]2 # 0, llavors, millorant resultats de Bowen,

obtenen que h;: CZ(I,I) » R &s continwa en el punt £,

Conze, d'altra banda, demostra & [2] que per a X
espali compacte amb m&trica p 1 f£:X X continua i expan-
siva {és a dir 2 § >0 |si x#y = 3n=z=0 1p(fnx. fny)>a),

Hom té
. L
lim — 1n Per_ =< h(f) < 4 w.
n n

FPinalment 3tefan, wmillorant resultats de Bowen i

Franks, considera aplicacions T:I - I de classe C i amb
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__'I-‘err1 =0 per a h=2dm, m senar >3, Llavors:

1) ni{m) > 2% a2,

2) 3Ky, independent de T i de d, tal que si r=2dK

. r/2d
= == .
i Kz K, hom té Perr = 2

Tornant al treball de Guckenheimer [ 4], hom tracta
de veure com estan disposades les O.P. Sigui £:I + I tal
que f(0) =_f{l-).s=0, 231 ¢ tal que £'{c) =0, f£(c)=1. Llavors
n e '.n—l . . . )
f té com a minim 2 maxims i 2 punts fixos i &s mondto-
na a trossos. Sigui p un punt n-periddic. Asscciem a p la

. . n n-1 .
successid Ayreeesd si p estd en el (T a.1 2 } ~&sim

i=]

. n R
interval en qué f é&s mondtoma. Associem també a p la succe-

. . n . df  i-1
ssi6 bl""bn mitjancant b =7 (l-signe ax (£ (py)).

Hom t& al=bl . ai+l+ai = bi(rr{od 2) si i>1. Llavors f(p)

s'associa a b2, b3,..., bn, b.L' Aixd permet també condixer

la posici6 relativa dels punts n-i m-periddics{ambdds sén

nm-periddics) .

Un resultat fonamental de Guckenheimer (pel que usa
la topologia del pla i l'estudi lecal de les forcacions és
el gque diu com apareixen per primera vegada Orbites d4'un

cert perfode. Suposarem gque la famflia f‘_L satisfa les hi-
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potesi habituals, les condicions locals i que no hi ha for-
cacions per a y =1.
n

. _ . n - N n
Sigui P = {(x, VR ﬁ; {(x) =x } Uy orovy corba

connexa, no singular, maximal, diferenciable. Si {(p,1) ¢

€ yv" . sigui m(p) el minim valor de , sobre la dita corba.
i

Sigui M(p) el madxim de x a l*‘drbita de p per EL' Llavors

padem enunciar el

. . . . g n
Teocrema . — Si P+ P, s6n n-periddiecs i ax {fl(pi]) <0 ,
i=1,2 1 pl. p2 estan en orbites diferents, hom té& M{pl) <

< M(pz) = m (pl) < m(pv).

Aix® 1 uns petits c2lculs ens permeten de construir

Pn . Per exemple, la fig. 14 (gqualitativa!} dbna P_. per

&

a la familia f (x) =4, x {1-x).
u
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1 T T T = T T
Podem deixar aqui x ! 1 | t ( t::£§§§
e
1'exposicid de resultats t i t t__, 1 - 3-p.
i |  M—— I 3-p.
i dir que é&s interessant i - } ¥ n } 9
N n T 1 -
{ | 1 $ $ _
per a exemples com els K { ; ! (=T
1 n + 1 |
esmentats a la taula 1, £ix — i . T
. N | 1 |
al cbtenir el conjunt de : T ; : '
I i T 3-p.
forcacions i, més gene- ! i
| (=
ralment, els conjunts 1f- I ' = i t 3-p.
i + + | ; v E_P
mit per a diferents va- L M ——
i f—— ' i
lors dels paramdtres. | t ! r ﬁ:-:::g_p.
. ) T ( 2=
{(Les forcacions multipa- | f — ; 3-p.
I Lot B —
ramétriques presenten més t | ( | :C:ﬁ
f ] I ] e
if4 i | .
dificulitats}. veiem, doncs, I ‘ 1 | : i P —
. } X | Il ! | F‘:
gue les aplicacions con- .75 .9066 L9604 L9945 ve (0,3
L3571 LOB44 L9994
tinues de IR en R conser-— .
Fig.l4

ven el seu interés i s6n encara font de problenes.
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