Pub. Mat UAB
¥Ne 13 , Juliecl 1979

Subilgebres de L™ que contenen a 1“Algebra del Disc.

Joan del Castillo i Franguet

Memdria presentada per a
optar al grau de Llicenciat
en Ciéncies Matematiques ,
Universidad Autdncoma de

Barcelona.-

Director : Julid Cufi i Sobregrau






INDEX

Introduccif. cie i i ienneennn Ce et I
|
Interpolacif i Teorema de la Corona._ ......... 11
El Problema de Douglas.. ... ... .ci.iiirenennnnn .25
Regularitat.. .. .......... C et e et 30
Algebras del tipus (2, ble,iu st receonaanenan. 35
Relacid entre B i H"/\CB Cerneane B 32
Bibliografia..... ettt et e e.sa.58






Introduccid

L'objecte d'aguesta tegina &s l'estudi de certes
dlgebras uniformes de funcions a la circumferéncia unitat,
T.

Aquestes guestions tenen el seu origen en l'estudi
del comportament a2 la frontera, de les funcions holomorfes
en el disc unit;t, U, Actualment, alpartir de la teoria es-
pectral de Celfand, no s'estudien les funcions directament,
sin6 que es considera 1'dlgebra de les funcions gue complei
xen una determinada condicid; aleshores determinant 1'espec
tre, el conjunts d'interpolacid, etc,, s'obté informacid de
com s6n les funcions estudiades. Les tdcniques gue s'utilie
zen en aquests problemes van, desde 1°'Analisi Funcional i

ia Teoria de la Mesura, fins a 1'Algebra i la Topologia.

Les algebres gue he estudiat s&n sempre subalge-
bres de L™ , &lgebra de les funcions essencialment acotades
a T {respecte de la mesura de Lebesgne, normalitzada, dm)
i que contenen a A, Algebra de les funciong holomorfes a U
que s'‘estenen continuament a2 T. Es indisgggsable, per al
nostre treball, el coneixement d'aquestesuéléebres, junta-
ment amb el coneixement de 1'algebra H” , de les funcions

holomorfes i acotades a U. Suposarem coneguts els resultats



generals d'algebres de Banach, gue es poden trobar, per
exemple, a Zelazko [281 , aixi com el referent als es-
pais de Hardy,,HP r{ O¢cp € o) 1 especialment l'estudi

de H® com a Algebra de Banach, que es troba a Hoffman [ 16]

La primera part d‘'aguest treball, gue correspon
als dos primers capitols, ha consistit en assabentar-se
del estat actual 4'aguestes glestions. Els tres darrers
capftols corresponen ja a l'estudi d'alguns problemes con-
crets. Els resultats més interessants gue he obtingut sén,
potser, el Tecrema (4.8.), en guant a &lgebros generades
per productes de Blaschke, i els Tecremes (5.1.} i (5,13.)

pel que fa referéncia a subidlgebres de L® gue contenen H™,

Finalment, voldria mostrar el meu agraiment al
Dr, Julid Cufi, pel molt gue m'ha ajudat en tot moment,
aixy com a tots aguells que d’alguna manera ¢ altra han con-

tribuit a fer posible aguest treball.



1. Interpolacif i Teorema de la Corona

Sigui X un espai topologic, F un subconjunt de X

i ¥ una familia de funcions continues a X.

Entendrem per “problema d‘interpolécid", el fet de
trobar, per a cada funcié continua g a F, una funcié £
de ¥ de manera que fip = g, Un exemple concret d'aguesta
situacié ens el ddna el Teorema de Tietze: 5i X &s ara
un espai normal, F un tancat de X i M el conjunt de fun-
cions continues a X a valors complexos, C{X); sempre és
1

posible, donada una funcif g continua a F, de trobar

f € C(X) d&de manera que ffF =g,

En el cas que ens interessa, l'espai topologic
gue considerarem serh el disc, U, de centre 0 i radi 1,
en el conjunt € dels nombres complexos. La familia de fun
cions serl sempre upa algebra uniforme de funcions holo-
morfes i acotades a U, D'aci que el conjunt F no podra ser
altra cosa que una successif de punts, amb la condicid

@

E (1- bn i} « +# = , que a partir d'ara en direm "suc-
n=1

cessis de Blaschke" . En particular, tamb& es pot considerar
el cas d'un nombre finit de punts.

Al 1916 i 191% Pich i Navanlinna varen demostrar
que donats n punts de U, { w;,...,w }, la condicif necessiria
i suficient, per talque existeixi una funcié f, holomorfa a U

amb £ (z )=w, (i=1,2...n) i avi £(2)] £ 1 a U,&s que la matriu.

11



siguil semidefinida positiva. Aguesta condici8 ja inclou el
fet de que { Wl....,Wn} siguin punts de U , M&g endevant
R.C.Buck planteijd el prohlema de caracteritzar les sucee-
ssions {zn} universalment interpolants®” és a dir, tals que
per a tota sucessi de nomhres complex.csi “E} ., acontada, es
pugul trobar una funcid £, de Hw, amh f{zn) = wn; Es varen
trobar solucions parcials per Hayman i Newman{20! ., Newman
les caracteritzd com aquelles successions tz )} aue complei

Xen:

(e .:P X J |z s>0, (x=1,2,...)
] . 1 -2,z
i TF
{N) H |£ (zk)! {1 - |zk|)< + wper a cada £ g nt
k=1

Al mateix temps, l'any 1958, Carlesor [27 demostrd
que (C} &s condicié necessiaria i suficient per a garantir
que {zn} &s universalment interpclant, demostrant doncs gue
{c} implica (N).

Newman va demostrar caue el preducte de Blaschke, b,
associat a una successid, quelcompleixi la propietat (C),és
tal que existeix ¢ >0, de manera que {z € U:|b{z)|= &}

&s una unié disjunta de corbes tancadas i cada una conté un
i un sol terme de le successif. Degut a aquest fet, les suc-

cessions {zk}, que ¢ompleixen la propietat (C)}, s'en diuen



" uniformement separades” , terme introduit per Duren. Amb
1’article de Carleson, es va tancar el prohlema que havia
plantejat Buck, tot i que s*han anat fent generalitzacions.
Per una successid {zn} . de punts diferents del disc U, que
s'acumulin a la frontera, definimll'operador TD, a lbkspai

de Hardy P (o <pg ™) per:

T (£} = {(1 - |z

P }'._l S1Pp<= i

2.y
¥Vp- £ (zk)} hewn

T (£}

o

1]

{f {zk}} per p = @

El problema d'interpolacid, descrit antericrment, no
és altre cosa sind caracteritzar les successions {zk} , tals
que T,_ (u" y =17, Shapiro i £hields {241 van demostrar, gue
per a 1€p <« o, kambé es compleix, Tp(Hp} = 1P si i nomes si

{ zk} &s uniformement separada.Mdes tard Kabaila , - ho va

generalitzar al cas O<pel .

Sigui E un subconjunt ohert de la circumferé&ncia uni-

tat, T. Designem per H al conjunt de les funcions, holomor-

Rr
fes i acotades a U, que sestenen continuament a F. Direm que un
subconjunt § de UUE relativament tancat, &s un conjunt inter-
polant per a HmE, si per a tota funcif g, continua i acotada a
S, hi ha una funcis £ € H”E, de manera que flS = ¢g. Al 1855

W. Rudin [21) , caracteritzi els conjunts § ¢ T, interpolants
per a HmT = A, com els subconjunts de T de mesura zero. Al
1969 Herard i wWells [15) , fent servir aquest resultat i el

de Carleson {[2] , demostren que § &s interpolant per a H

=4
E,

si i només si, S M F té& mesura zero i S N U &5 una successi®



uniformement separada. Diguem fambé que J.Carnet [147 ,
l'any 1971, &s planteja i resol el problema d'interpolacié
al disc U, per a funcions harmdnigues, arribant a gque, la
condicid neceésaria 1 suficient, és la mateixa gue en el
cas de funcions holomorfes.

b*altre banda, al 1%41, Kakutani havia plantejat
1*anomenat “Problema dé la Coreona® que com veurem esta
molt relacicnat amb els problemes d'interpelacid. El sen
enunciat, com el de molts grands tecremes, no necessita

de masses definicions: Donades f1 ""'fn funcions de H

amb lfl(z)| + ..+ Ifnfz) | » 630, existeixen Gyreeesy,

o

de H amb flgl + ... F fngn = 1, Fixem-nos que, en el
domini de l'algebra commutativa, si ¥ és una €-algebra
finitament generada, el Teorema del zeros de Hilbert ens
diu que donades fl""’ fn de M, sense zeros comuns, 6s
a dir, complint simplement ifl(m}{ + ..t | £ (mI> 0, per
a tot ideal maximal m de M, existeixin Gyreeer9y de M amb
£y 94 t.e.o+ £ g = 1. Al considerar funcions de H™ 8s
necessaria i suficient la condicid una mica mes forta:
| £, (2 +.0v £, (2) [26>0.

Carleson {3} , en un article del 1962, resol també
agquest problema. Primer, demostra aque donades dues succe-
ssions de Blaschke (zn) i (wn}, amp els respectius produc-
tes de Blaschke b i b', la condicib necessaria i suficient

per tal jue existeixi una funcif f de #" amb f(zn)=0 i f{wn)=1
&s gue es compleixi Ib(z)| + Ig’(z)lz §>0, Aguest, és un
proﬁlema d'interpolacif de zeros i uns, a partir del qual

Carieson obté per un cantd, =l Teorema d'interpolacié per



"8 H” , i per 1'altre, el Tecrema de la Corona per a n=2.

Fl teorema, per a un n gqualsevol, s'chtd demostrant
el seguent resultat, gue Newman ja havia vist gue era su-
ficient: Donats, un producte de RBlaschke b(z}), armkh un con-
junt finit de zeros {aye..0,a) , 0<6<1/2 i F(z), funcid
holomorfa a fz : |b{z) <&}, amb {F(z)|<l; aleshores exis-
teix £ € H,amb f(an)=F(a§n=l,2,...s} i |1£]|%45%per certa

constant a.
La part més complicada de la demostracid ce Carle-

son estd en la construccié dfuna corba T, que envolti els
zeros d'un producte de Blaschke finit i gue, com ell diu,
no sigui ni massa llarga, ni massa curta., concretament:

Si biz) &s un prbducte de Blaschke amh Zeros {al,...,as},

aleshores existeix una corba rectificable T, gue compleix:
(i} T ddna una volta a cada a, in= 1,2...,s)

{ii} Existeix k(0<k <1l}, de manera gque per a tot ¢

{0ce g 1/4), es compleixice«|b(z)] eck
per a tot 2z € T
(iii} La mesura s, definida a.| z|<1, posant u(E)
igual a la longuitud del tros de corba T A E

té la propietat (1}:

(LY (s)eC ¢ n per a certa constant C indepza-

dent de ¢ en els conjunts

s=fz =re® . lkgreci A 6, 9'_4_90+h}
Les mesure5/¢, amb la pr0pietat/u(s)ﬁ c' h sobre els con-
junts S, tals com acabem de definir, es diuen de Carleson

i sdn exactament les gue compleixen:

P 1/p .
(2)(712 i1 2y apu{z) ) c o' |If ||P per a tot
fednP { Depe=),



Aguestes mesures estan directament relacionades amb
els problemas d'interpcolacié. J.Carnett {141 , demostra que
{z } &s uniformement separada si i solament si es compleix,

primer, | %3 ~ %k > 6 . Per a j # k i segon, la mesura St
1 -2z =z
3
. . _ I
definida per /L(E) = 2, €E
mesura de Carleson. Tambd, en una part de la demostracid

(1- |zn|2) amb E € U, &s una

del Teorema d'Interpolacid per a f£p £ «», es demostra que

ngl { 1- |zk|2) | £ (zk}|p z ¢ J1£llP , que en definitive és
P
€l mateix que dir que la mesura jt, gue té wassa 1- zklz a

Zy tamb& é&s una mesura de Carleson.

Hormander va donar una altre demostracis del Teorema
de la Corona [4] ,reduint-lo a un sistema 4'eqguacions en
derivades parcials, de la segient manera: Suposem donades

fl""fn de H  amb |fl| Faa.F aniéf5f>0; suposem també que

tenim QprevesQpy furncions de CM(U), amb Qj(z) = 0 si
lfj(z)lc clon ¢ només depeén de &) 1 amb Oééojé 1
n
(i =1,2...,n) 1 .El Qj {2z} = 1, aleshores es compleix:
J:
n
1=5 £,z 95 @
=1
£
j {z}
0, (2) .
Si construim ara 95 (z) = 3 + I ajk{z) £, (2},
£, {z) k=1
]
amb a., = ey resulta que també es compleix fyg;+...+%
]
+fn 9y = 1l; cal ara determinar ajk' de manera gue les gj
siguin holomorfes, és a dir, que es compleixi 993 = g,

C s 3z
Aix0 ens porta a rescldre:



ik _ f. 30, ) £, 20y ) 1

n 2
Kk 3 ‘ IL|f

il
Cal doncs trobér Ql,...;Qn , de manera cue es pugui assegurar
1'existencia de solucions. Aixd porta un altre cop a una cons
tyuccid semblant a la gque es fa per la corba [ ,de llarticle
de Carleson, si bé desapareix alguna dificultat, per exemple

un lema de Hall sobre funcions harmdnigques.

El teorema de la Corona té diverses f[ormes equiva-
lents, Recentment, D.Stegenga [25] ens fa veure que el Teore
ma de la Corona es pot interpretar com una condicid, necessé
ria i suficient, perqué la suma d'ideals, dehilment tancats

|
de H® , siqui debilment tancada.

Diguem ”? a]ﬂespéctre de H” , identificant cada punt
a € U, amb el caracter X, r que consisteix en asignar a cada
funcié de H , el seu valor en el punt @; s'cht& un homeo-
morfisme de U, en un subconjunt de”?, que sequirem represen-
tant per U. Amb aguesta notacid, el Tecrema de la corena és
equivalent a demostrar U = 77 , amb la topologia de Gelfand
D'ara en endevant, guan ens referim a la Propietat de la Co-~
rona, per a Hw, o per a una subélgebfa seva, ens referim al
fet de si U &s o no denc 4l seu., espectre, J.Detraz [101} ,
va veure que a le algebres del tipus Hqﬁ es complia la Pro
pietat de la Corcona. Chang i Marshall T71] van demostrar que
també es complia per a les digebres H N Cpr on Cy és la
C*— algebra generada pels productes de Blaschke, invertibles
en una subdlgebra B de L™ . Dauson [81 , en canvi, ddna un

exemple de subdlgebra de "o, que ceonté A i no compleix la



Propietat de la Corcna. Resta obert perd el problema de ca-
racteritzar les subdlgebras de H ; que contenen A i complei

xen aguesta propietat.

Veurem ara com, per certes subalgebras de H , el pro-
blema d'interpolaci8 es pot reduir a 1'existéncia d'unha suc~
cessidde funcions, uniformement acotades, que valguin 1 en
un punt de la suvccessid interpolant i zero en els altres.

Sigui M una subilgebra tancada gqualseveol de L” gque
contingui 3 1'Algebra del disc, A, (d’ara en en endevant ,
sempre gque parlem d'una dlgebra suposarem que estem en
aquestes condicions). Representem per Sp (M} a lespectre de
M i per » . la transformada de Gelfand de la funcid z. «
ens ddna una projeccid de Sp (M) =2 U, Per a un punt e € U,
es defineix la fibra de M © aper Sp (ML =

s{XespM|[X(z) = a}

Sigul ara M cH , per o € U, diguem 6& al carac-
ter que consisteix en prendre valor en el punt o« , si
Sp (ML =1 Gu} . llavors podrem afirmar que U & Sp(M], de
la mateixa manera que per a H™ . Es diu que M &s estable

£ - fla}

si per a tota £f € M i per a tot e & U, € M. 5i

z - a

M &s estable resulta gque, per a tot a€ U, Sp_(l"‘i)-El = { 5, }
per altra banda, no coneixem condicions més febles que ens
denguin aquest resultat.

En tot aguest capitcl, M serd una algebra estable
en qué cada cardcter gue es projecti a U, estiqui represen-
tat per una finica mesura i totes.aquestes mesures siguin ab-

solutament continues, respecte una d'elles. Exemples d'agues



tes Algebras ho sén les estables, log-modulars i generades
per productes de Blaschke; com les del tipus HNB i ﬂmf\CB .
Vegem, en primer lloc, qué és el que passa a 1'al
gebra del disc, figuil {zn tuna successid de punts, diferents,
del disc unitat U, que no s'acumulin a cap punt de U. Sigui X
el subconjunt de T en gqué sfacumula la successid {zn} .Repre-
sentaerem per dm & m a la mesura de Lebesgue a T, normalitza-
da, Direm Teorema de Beurling i Rudip o Teorema d'interpolacid

per a 1'hlgebra del disc A, el segiient resultat:

Teorema B - R

Amb les notacions anteriors, sdn eguivalents:
{a) {zn} és uniformement separada i m (K) = 0,
(b} Per a tota g € C (U), existeiz £ € A amb'f {zh) =-

= (zn) {n=1,2,...)

Tot i gue aguest teorema es demostra, per exemple
en l'article de Heard . Wells {151 , veurem una forma de
reduir la seva demostracid al seguent fet:

{C)} Existeix una successid {fn} i una constant a tals

que f €A, £ (z} =8 i”fnlléa (n,m = 1,2,...,).

Necesgtarem alguns resultats de tipus general,
Sigui R una Algebra uniforme arbitraria, sobre un espai
compacte X, S un tancat de X 1 RIS 1'Algebra de les fun-
cions continues a &, gue sén restriccid d'una funcié de R,
Diguem H (X} a lespai dual de C (X}, els elements del gual
els pensarem com a mesures sobre X. Considerarem sempre
M{S) incl8s, de forma natural, al (X) i per a/ﬁte M(X)
definim la seva restriccib a § per/us =¢ps-/ﬁ(on<§s repre-

senta la funcid caracteristica del conjunt 8). Farem ser-



vir la notacid P.'L = {f#e M(X) :/;(f) =0 v feRrR}i anidlo-

1
gament per { Rjo } . En agquest termes tenim:

{1.1.} Teorema

Rjg s tancada aC (5) si i nomdés si existeix k<1,
i s
tal que H/LLS+(R!S) Hgkil_ﬁ*”,peratota/bteR

Cemostracid.- Ion Sucin {171 pag. 57

{1.2,) Corotdari

Rig = C{S) si i només si existeix k<1 tal que

H/{LSH <z kx |14 ]|] per a tota.f.u-e Rt

Vegerm ara (b) = (a) A (C}. 51 es compleix (L),
podem construir una funci6 £ € A, amb f1K= 0 i€ ;‘ 0.Com gque
necessariament log | £] € L? (T) tenim que m (K) = 0, Si

diem 8 = K v { z, s n €N ¥ definim l'operador:

ST, A— 3 (8)

‘R

—_—we3 f
£ fig

la condicif (b} ens diu que T, és un epimorfisme entre els
espais de Banach A i € (8). A l'igual gque Hoffman [ 16] pag.
136, passém el guocient i apliguem el Teorema de 1'Aplica-
cif Oberta; aleshores obtenim, en particular, la condicié
{C) i dtaci es té& gue =6 70, on(s:‘zlx_’

aixé és el mateix que dir gue la successid é&s uniformement
separada.
Passem ara a demostrar {a) i (g) => (k) . Gricies

al Teorema de Tietze, només ens cal veure gue C{§)=Ajs 1

per (1.2.) n'hi ha prou de veure gue per a tota/ue Aj' ;

J# 0, s [[A4s ]l ¢ x<1.
A4 1l
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Sigui X = § vTiconsiderarem l'algebra del disc, A,
com . una Algebra uniforme sohre X. Siguin Xn: T ui 21""21{
i ‘Pn la funcié caracteristica de Xn . Per cada M€ AJ' .
siguin M n = Qn . f\ . Aplicant el Teorema de la Convergéncia
Mondtona obtenim gue {/"n } ~+ # vagament; aixi doncs, nomes
ens cal veure que existeix k, 0 <k <1, tal gque n €K i per a
s -
tota # € M (X } ,}‘ € AT es compleixi 1 /sl ¢ K
I
L ,
Per una /H e M (Xn} N AT, tenim gue Mz

= Ay 6, A J\n Gn +/'\T . Vegerm = qui es/‘T. Fer a tota

feA, “-\2 - X
/fd(k §) +ou. ¥ n an-fT)=al {£).

Il Ay
Per cada i = 1,2...n , sigui 25 = I et 5 , 1 sigui Pj =
=P (Gj - £) 21 nucli de Poisson corresponent a z253
]

podrem escriure aleshores:

A
)fd (- —-:— P, dm+...+;—;-£— Pndm—/u,?)ralif).«
1

A =X
f € A per tant - l2 P, dm+...+ AnPn dm /“T
i 1

&s una wesura, suportada per T, gue representa el caracter
§ 5 ¢ necessariament &s P, dm I per tant:

fp=-{r  Pldmn+...4% P dm) =Qdm, amb Q¢ €L .

Tenim doncs/‘ =3 16 1 +...t A n é nt 0 dm; aixi

Js = 1 1 Feert 4 norjaque m(K) =0 ifly €s abso-

lutament continua; per tant Hﬂ” =) li +---"*|3\_n| +j| Qf dm,

R B B O LT



sl = aa oot
Tl ETREI PO L ATTCL

Ens caldria veure que la darrera expressifrés més
petita gue certa k, més petita gue 1. Suposarem el contrari;
aleshores existird una successid (/“n}, amb/%n € A ’1ﬂn# e,

NMar = Q, 9m, que compliréj R%J dm —» A. Pun suposar també
n <

gue /‘n = 3,8 , +...F Ar{n)ﬁf(n)+ Qndm,'amb Rr(n}=l.(51n5
dividirem per 1'ultim li diferent de zero). & partir de la

condicid (C) podem trobar, per a cada n, una funcid fr(n)de

A, ambh £ {z

r{n) )) =1

£i(n J(zm} = 0 sin #'m i amb

frin
Ilfr(n}I} £ a 1 llavors j fr(n] d p, = 0 implica

T fr(n) Qn = -1 i aixi: 1= l/fr(n)Qn dm | £ a‘f!Qn |dm -0
n

-r o

que és absurd.

Sigui ara, com ddiem abana, M una subilgebra de H™
que conté A, estable, tal gue cada caracter, que es projecta
a U, estd representat per una {nica mesura; sobre la frontera
de Shilow 1 | 1 tal gue aguestes mesures s6n ahsolutament
continues respecte d'una 4'ellas, diguem-ne dm, ; aleshores

es compleix:

{1.3.) Proposicid

Ssi {zn} &s una successif de punts de U, gue s'acumulen
a un conjunt K, contingunta T i Mg (K} = 0, aleshores sén

eguivalents:
) FExisteix una successid (fn) i una constant a, tal

que £ €M [Ifn‘i £ a if, (zm) =8

22



(b} 5i posem S = K u{ z,} ; M. = C(8)

nenN g

Demostracib.- £s exactament la wateixa que hem fet per

a lfalgebra del disc.

Deiem abans gue eren exemples d'agquestes algebres gne
considerem les que eran estables, leog.modulars i generades

per productes de Blaschke, com les del tipus Ha% & Hm(\CB

£ 73 . Anem a veure-ho. Necesitarem en primer lloc el segiient

Lema:
{1.4.) Lema
Si R &s un algebra gensrada per productes de Blaschke i

X € Sp (R}, s6n eguivalents:

a} [ X (b} = 1 per a tot prodoucte de Blaschke b € R
b X €T {R} ,{Frontera de Shilow de R}
* * " N
c) X € S (C (R} ) (C {R) = C =-algebra generada

per R}.
Demostracid.- Esta inclosa en els Teoremas 3 i 4

de 1l'article de Douglas i Rudin {12] , ja 9ueen ells esen-
cialment només es necessita que l'algebra estigui generada

per productes de Blaschke,

{1.5.} Proposicid

Si R &s una algebra generada per productes de
Biasehke estable i cada caracter, gque es projecta a U, estéd
representat per una inica mesura, positiva, suportada per
la frontera de Shiloé I' de R , aleshores tata mesura, que
representa l'avaluaci$ en un punt de U, &5 absolutament
continua, respecte 1& gue representa l'avaluvacid 2 l'ori-

gen, dmo .
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Demostracid.- Per {1.4.) tenimC(') € ¢ (X}= L".

Sigui ¢un punt de U i escribima= yr ., et® ., Sigui Pr{9 - t)

€l nucli de Poisson corresponent al punt o, El funcional

£ p—-—»Z%I"f (el P. {6~ t) 8, és una mesura sobre X
tal gue pe; funcions de H representa l'avaluacid al punt
«,6 . Per restriccid, ens donara una mesura sobre I ,dm
que representara al cardcter$, a R; sabem també gque aques-
ta és 1l'Gnica que representag . Diguem dmo a la mesura

socbre T gque cbtenim pero = 0, Tindrem llavors:

x - Fﬂf(eit)P (6 ~t) a1

Sigui P la projeccid del a T. Considerem p.(8 -~ t} com

a funcid sobre T i diguem P, = P_ {8 - t) o P, llavors

r
P, € c(r) i també:

m il
_ it _ _
J £P dm, = 53 J“ £e*® P (8-t dt—lfdm
. :

é€s a dir, dam, = P, drn0 .

{1.6,) Corol.lari

8i M &s una subalgebra de H® , gue contd A, generada
per productes de Blaschke i log.modular, aleshores cada me-
sura, positiva, gue representi 1l'avaluaci$ en un punt « de
U, 8s absolutament continua respecta dg l& gue representa
ltavaluacid a zero, Aguest resultat s'aplica en particular

L . o
a B E i H ™M CB .

29



2, El Problema de Douglas

En el nostre treball, hem estudiat propietats d'al-
gunes subalgebres de H” que contenen A. Agquestes 3lgebres
s6n encara bastant desconegudes {ja hem dit que, per exem-
ple, no estan caracteritzades les que tenen la propietat
de la corona) . No passa el mateix per a les subdlgebrea
de L™ que contenen H” ., Sabem actualment que tota subldlge-
bra tancada, B, de L” que conté H® , estd generada per H™
i pels inversos del producte de Blaschke invertibles a B .

Aguesta questid havia estat plantejada per Douglas 1l'any

1968; anem a fer-ne una mica d'histbdria.

Al 1953, Wermer demostrd que 1l'algebra del disc, A,
era maximal entre les subldlgebras tancades de € (T); aixd
diu, en particular, gue donada f de CI(T)\ A, tota altra
funcié continua es pot aproximar per polinomis en £ amb
coaficients a A. Anem a veure com el problema de Douglas
&8s, en certa forma, una generalitzacif d'aquest fet. Al
1960 Hoffman i Singer donen una altra demostracif del Teo-
rema de Wermer, que aplicada a H® , ens diu que tota sub-
4lgebra tancada B, de L” que conté H® , conté també€ a C (T)
(que d'ara en endevant representarem per C}. Uns anys des-
prés, al 1967, Sarason demostra que la minima subilgebra
de L® , que conté H® i C, &s H® + C; observem gme per a

aguesta subalgebra, els @inics productes de Blaschke inver-



o

tibles s6n els finits, per tant, per a B = #H° + C la qles-~

tidé de Douglas té€ resposta afirmativa.

Fou al 1968 guan Douglas planteji el problema gue
porta el seu nom, motivat per 1l'estudi dels operadors de
Toeplitz.Si P &s la projeccid de L® (T) a H°, es defineix,

2

per a Q € L7, l'operader de ToeplitzT aH per:

Q

T. (£ = P (£f.,0) , f &€ H2 . Disposem doncs d'una corres-

Q
pondéncia entra funcions de L i operadors de H2 . En aques
ta situacid, s'observa gque TQ es invertible o de Fredholm
segons la subdlgebra de L™ a que pertany Q; era doncs inte-

resant estudiar aquestes sub3dlgebras.

Poc temps després de estar plantedjat el problema de
Douglas, Douglas i Rudin {121 el resoclen afirmativament per
a2 L ; demostrant que tota funcid de L pot aproximar-se
per una expressid b.Q, on b éé el coniugat d'un producte de
Blaschke i O una combinacid lineal de productes de Blaschke.
Cal notar, perd, que restava sense resposta la giiestis,plan-

tejada temps abans, de si H” era o no generada per produc-

tes de Blaschke.

Succegsivament apareixen resultats parcials; Sarason
rescl afirmativament el problema de Douglas per a 1'algebra
generada per H® i per les funcioas continues a T -{1} ,amb
limits laterals., Davie, Gamelin i Garmett [9] el resclen,
tamb& afirmativament, per a les algebras [ HY LwE] s genera-

des per HY i per 1'dlgebra de les funcions de L™ continues

a un subconjunt E de T, Lwﬁ i demostran també que [HT , LwE]=
=H + L E °
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S'havia observat gue si el problema de Douglas tenia
resposta afirmativa s'obtenia, en particular, gque dues sub-
Algebras de L® que contenan H® , amb el mateix espectre,
eren iguals

Al 1574, Sarason [23] demostra que una subilgebra de
L® que conté H” , amb el mateix espectreé que H® + C, &s
H® + C. Aguest article &s el que ddna el cami fer a resoldre
el-problema definitivament; vegem—ne una mica les ide 3 ge-

nerals.

Per a una funcid f € L1 i1 per 2 un arc I de T es defi-

neix:
£} =——— 51 Edm 1 £] |« = Sup i JI |£-Ep|dm
m(I) m{I}
m{I) <1

es diu aleshores que £ & d'oscil.lacid mitjana acotada
(f € B.M.0.) si][f|| , <+* . Sarason introdueix llavors
l'espai V.M.0. de les funcions, gque en diu, d'oscil.lacid
ml.la, gme consfsteix en les funcions f € Ll que complei-
¥en:

lim Sup L J; |f - fI{ dm = 0

a—0 m{I) £ a m (1)

Cricies als treballs de Fefferman i Stein scbra l'es-
pai B.M.U., 8Sarason consegueix demostrar que Q.C.= V.M.OJWLQ
fon ¢.C., &s el subespai de les funcions de H + C, gue tenen
la seva conjugada a H” + C) . Per altra banda, Douglas havia
observat que per a H” + Cla integral de Poisson era "asimp-

toticament multiplicativa®, €s a dir:

lim ]1fr g, - (f.g]r|| =0 per f,9 de H® + C
r—»1
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Sarason demostra que si Sp(B).= Sp(H“ +C}, 1llavors
la integral de Poisson 8s tamb@ asimptOticament multiplica-
tiva per a B, A partir d'aquest fet i de la caracteritzacid
de respai-Q.C.,-es veu que tota funcié invertible a B &s de

oz

Q.C i llavors resulta inmediatament gque B = H <+ C,

Un any despref de l'article de Sarason, Chang 6]
generalitza aguest treball, demostrant que dues subdlgebras
de L® gue contenen H” , amb el mateiz espectre i essent una
d'ellas "de Douglas", s8n iguals. En primer lloc demostra
aguest resultat per 1'dlgebra generada per H” i el conju-
gat d'un producte de Blaschke [H” ' E] . Fixem-nos que
Sarasan ho havia demostrat per [E® , z] . Si per [E” , 2] =
H® + C s'utilitzava el comportament asimptbtic de la integral

de Poissén, per [H” ‘ EJ s'utilitza el segﬁent comportament

asimptotic:

lim Sup | £(2}) g (z} =~ {(f.g) t=)] =0 f.g € B
§—=0 =z @ G

on G6= {z € U:|bilz)] #1-g} . Aquesta propietat, apli-
cada a un producte de Blaschke, la demostrarem nosaltres
més endevant junt amb d'altres caracteritzacions dels pro-

ductes de Blaschke invertibles a [BE , b] .

En aquesta situacib, la solucid del problema de Dou-
glas semblava propera i en efecte, uns mescs més tard,Marshal
i{19) va donar el pas final. Concretament, en aguest article

Marshall demostra que tota subalgebra B de 1° que contingui

HY , t£& el mateix espectre que 1'dlgebra B., generada per H"

Il
i pels conjugats dels productes de Blaschke invertibles a B.
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En un altre article, del mateix temps, Marshall [18]
demostra que H” esta generat pels productes de Blaschke, que
com hem dit guedava pendent desde féia temps.-pquest resul-
tat, encara gque les tecnigques,que s'utilitzen lber a la seva
demostraci8, sb6n molt diferents de les que s'apliquenper al
prohlema de Douglas, podriem dir que el completa, ja que a
partir d'aixd es pot afirmar gue tota subilgebra de L* , que
conte BT , esta genera@a pels productes de Blaschke, junt

amb el inversos d'aquellis productes gue siguin invertihbles,

Si B &5 una subdlgebra de L™ , gue conté H” , direm
CB a la C*—algebra generada pels productes de Blaschke inver-
tibles a B. Sabem per la sclucid del problema de Douglas que
B = [H”, c ] . Es sabia en algun cas que [H¥ , Cgl= B™ + s
{per exemple si B = H® + L g} - Chang ho demostra en general i
poc després Chang 1 Marshall [71 en donen una demostracid
més senzilla, hasada en un Teorema clhsgic de Mevanlinna,
En aquest mateix article, demostren gue per a tota algebra
tancada D, K™ N éB < D = Cy, té resposta afirmativa &1 pro-
blema de Douglas, és a dir, D estd generada per H® N Cp Jjunt
amb els inversos dels productes de Blaschke invertibles a D,
Aquest resultat, aplicat al cas B = L” , ens dona la solucid
del problema de Douglas i, per B = [H® , z] , conté el Teore-

ma de Maximalitat de Wermer, del qual el resultat de Chang i

Marshall n'éds per tant una generalitzacid.
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3. Regularitat

Sabiem, de Douglas i Rudin [12] , que tota g € L7
es5 pot aproximar per gquocients de productes de Blaschke,
S. Axler {1} , l‘'anv passat, aprofitantagquest resultat, va
demostrar que si g € L? existeixen h € H'+ C i b, producte
de Blaschke, tals que g = h/b . Veurem ara nosaltres com
aguest resultat es generalitza a L”E , amb E obert i ens
serveix per donar una demostracid mé€s senzilla, de gue H‘;
no estad continguda a cap subdlgebra maximal de L”E {Agquest
resultat estd demostrat a[5}). Generalitzarem despref agquests

resultats, per el cas en qué E sigui tancat.

(3.1;) Teorema

Sigui F un obert de la circupferd®ncia unitat T.

3

Sigui g € L aleshores, existeix una funcié h € H'; + C

i un producte de Blaschke b € Hmﬁ tals que g = h/b.

Demostracif.- Es la mateixa gue la de S.Axler [1]

tenint present que els productes de Blaschke de H'p sén
aguells gque - llurs Zeros no s'acumul n en cap punt de E
i que donada una successid de productes de Blaschke,

E

{z™ (n,m) €N x N ,tampoc s’acumula en cap punt de E,(aixé
n

(b))

nf nemw - de H

., €l conjunt de tots els zeros de

no &s cert si E &s tancat].
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{3.2.) Corol.lari

Si geL“E , aleshores existeix helf;+c amb |hj= |f]

{3.3.} Corol.lari

HG + C és una subdlgebra regular de L“;
Demostracid.- L o = (SP (L gl . Pel

lema de Urysohn, donats un tancat, F ¢ 5 (L”E) i un punt,

XO e Sp (L E)\ F, existeix, £ € L E amb f (XO) =11

!

fip

amb h = f , variant h en una constant, es peot consegulr

0, Pel . Corel.lari anterior, existeix h € K™+ C

que h (XO} =11 h]F =0 .

Sigui ara B una algebra tancada, amb H® ¢Bc L7
*
Sigui Cy la C -3lgebra generada pels productes de Blaschke

invertibles a B, llavors es compleix:

{3.4.) Lema

Si D és una algebra tancada, amb H® n Cge D < Cy
aleshcres C < D.i

Demostracié.- Es pot trobar a {7] , perd nosaltres
en donarem una altre, seguint la gque es fa en el cas en que
B=HY, HnN Cy  &és estable i per tant l'avaluaié a l'ori-
gen 50, €s 1'inic caracter gque s'anul.la a z. Si 84 no s'estén
a un caracter de D, cap caracter de D es pot anul.,lar a z 1

per tant z &s invertible a D, és a dir z € D; aix{i doncs C < D.
Suposem ara que Goséstén a D, pel Teorema de Hanh-Banach

es pot estendre a un funcional lineal continu (s a dir una
‘mesura) m , a L” , perd al ser " N Cp log-modular [71 ,

aquesta mesura serala-integral de la funcié sobr T.

3



T . .
Tindrem dones §, (f) = 1 E; flet ®) et Tt ae=
' 2 m
= 8q ( 2" fy = 60 I 50 {(f) = 0 , s a dir, els coefi-
cients de Fourier negatius sén zero. Aleshores, D < Y i
com que D < Cpy tindrem D = H®™ N Cp en contra del que ha-

viem supcsat.
{3.5.) Lema

Si (H®™ N Cp)+ C és regular a Cy ; aleshores H°N Cy

no esta continguda en cap subalgebra maximal de Cge

Demostraci&.- Sigui D una subdlgebra maximal de Cp
que contingui HY M Cp+ Per (3.4.), (H* N Cy) +C D
a partir de (161 pag. 190, aixd &s impossible, al ser(H /N C.ht

+ C regular,

(3.6.) Corol.lari

- T b .
51 E €5 un obert de T, U no esta continguda en

o

cap subAlgebra maximal de L g

Demostracif.~ Nomds cal aplicar (3.5.},per B=H™ + L7,
J. Cufi [5] demostra l'anterior resultat, veient que HwE .

o0

E

subdlgebra regular. Demostrarem nosaltres aquest darrer re-

restringida a cada fibra XE; de l'espectre de L ; €3 una

o

sultat, a partir de que H , + C és una subalgebra regular
de L";: . En realitat, demostrarem un Teorema una mica més

general, per a poder fer-~lo servir més endevant.

{(3.7.) Teorema

Sigui )(Bu la fibra en el punt ¢ € T de Cg. Si

(H" N Cy) + C &s una subdlgebra regular de C,, aleshores
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H MnC
BiyB
=c (e

Demostracif,- En primer lloc, observem gue

és una subilgebra regular de ¢ _
BIXB =
o

Sp { { 57N Cg) +C) = Sp (6" Cp) \ Ui en efecte: cada

caracter de (/N CB) + C ens ddna un caracter de H”/‘\ CB'
que es projecta a T i rec{procament, donat X, € Sp(HW/\ Cg)

amb Xy (z) =« € T, X, sestén a (H A Cy) + C definint
- _ 1
Xy (z) = 2 .
Sabem per [7] que )(B s'identifica amb el subcon-
junt de lespectre de ET N Cy « format pels caracters que

s6n de modul 1 , sobre els productes de Blaschke de H" /N Cp .

Per altra banda z &s constant a la fibrac, "’78& , de les-

- B
pectre de H™ M Cy s "7

. Tenim doncs:
a3 [-~]
{H /\CB)-FCI B—H /\CB] B
Xa Xo
Al ser (HB N CB} + C regular a Cgr resulta gue
® B . .. * M C
H -
(# N CB) + Cf B ho és a C (xa) i aixi n}XBa
a
és regular a C .
B; X E

Anem ara a generalitzar els resultats anteriors

per a un subconjunt tancat de T,

{3.8.) Teorema

Si E s un tancat de T, aleshores HmE + C és una
subdlgebra regular de Lm}'3 .

Demostracif.- Siguin, F un tancat de Sp (LmE) =
=x® 1 %, € xE\ Fesigui N la projeccis e X° a U. si
X5 {2) =a g T (F}, com que 1 (F} &s un compacte, aleshores

existeix £, € C, amb g (®) = 11 £5 pepy = 0. Nomé&s ens
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cal trobar una funcif, amb aguestes propietats, en el cas en

qué « € T (F).

Sigui XE la fibra en él punt ade XE. Suposem
e € 1 (F)? aixi ng F M )(f # #§ . Per altre banda o« € E.
sind F_ ={ 6(1 } L X, € F en contra de la hipdtesi. Sigui & un
entorn de « a T i V, W dos cherts de Tamb Ec Ve VaWi
WANe=@g . Comqgue T &s un compacte, podrem trobar f € C,

amb f {a) = G. TenimHO:F%*CCHmi»Ci

E
+ C &s regular per {3.3.) ; aleshores puc

lifipyg=
agy

sabem que H

trobar h € H V+C, amb h { Xol) =1 i h;an_l(T\W}

Vegem ara gue f.h &s la funcid buscada: fixem-nos que F =

= 0.

=[P n o1 _1(*1‘ VetV ILR N R "1'(-1- v Wi} i en un lloc

s'anul.la f ienltaltre s'anul.la h; per tant sempre s'anu.la

f+h. Per altra banda f {Xo) f {(a}) =1 1ih (XOJ =1

Aixi doncs hem demostrat que Hw,, + ¢ és regular a L%, .
& I &)
Ajuntant els resultats anteriors obtenim:

{3.9.) Corol.lari

Si E és un obert o be un tancat e T es compleix:

a) H ?E + C &s una subdlgebra regqular de LWE

b) B™ no esta continguda en cap subdlgebra maximal

E
b i
de L E
o0 - >
a)¥ e e , H E] L E 25 una subalgebra regu-
lar de L® = £, X
ar de L ¢ I g = C Xa )
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4. hlgebras del tipus {z,b]

Anem a estudiar en aquest capitol algunes subdlgebras
tancades de H® , gque contenen 1*'algebra del disc, A.
D'entre aguestes subdlgebras, s8n conegudes les de tipus B”
(dlgebra de les funcions, analitfques i acotades, al disc
unitat,que gestenen continuament a un subconjunt E de la
frontera) i les del tipus BN €y flon Cy és la c? sigebra
generada pels productes de Blaschke invertibles a una 2lge-
bra tancada B, H"c B < L ). Aquestes dlgebres, per exemple,
sén estables, log-medulars, tenen la propietat de la Corona

1 estan generades pef productes de Blaschke [71] .

D'ara en endevant, donades fl""' fn, funcions d'una
dlgebra uniforme B, representarem per ffl,...,fn] la mini-
ma subilgebra amb.laz unitat de B,tancada, gue conté fl""’fn

Estudiarem nosaltres les algebres [z,b] on b &s un producte

de Blaschke.

Si volem que [z,b]l tingui la propietat de la Corona,
necessitem primer que el seu espectre (M= Sp{{z,b]]), con-
tingui un subconjunt homeomorf al disc U, AixS es compleix
sl, per a cada a« € U, la fibra Ma es redueix a un punt. Una
condicif suficient &s gue l'algebra sigui estable. El Teore~
ma 4.18 de [8] ens diu que, si el conjunt de punts de T,
on s‘acumualen els zeros de b, t& mesura zero, aleshores
[z,b] és estable, Sﬁposarem doncs que estem an aguesta

situacid.
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En aguestes condicions, de 2,17 1 de 2.24 de [ 83
es seguelx gue {z,b] té la propietat de la Corona. A més a
més, obtenim també que M esti format per fibras M .+ Sobre
cada punt ¢ € U , sia€ U S sia€ T ib dgestén continuvament a
a . M aesté format per un sol caracter, que és 1l'avaluacid
en el punt o, 6a ; en cag contrari, Ma s'identifica homeo-
morficament amb U, fent correspondre a cada caracter el

seu valor a b.

A partir de (1.4) i amb les condicions anteriors,
cbtenim que la frontera de Shilow de [z,b] , T, esth forma
da per fibres I sobre cada «€ T, sib destén contfnuament
a o, T ={a} ;i si bno destén continuament, Ty s'identi-

fica amb T, fent correspondre a cada caracter el seu valor a

b.

Les preguntes gue €ns plantegem ars =8n les saguents:
Podria ser {z,b] per a wm cert producte de Blaschke b, igual
a H m/} CB, per a una subdlgebra B de L , que contingui H
Podria ser (z,b} igual a HN ¢ per a una c:—élgebra 4" ?7Quins

productes de Blaschke hi ha a [z,b] 7

En primer lloc,fixem—-nosgue de 5.8 de (B8] obtenim gue,
si b té un Gnic punt d'acumulacié gde zeros,a € T, aleshores
[z,0] =[z,b, 2 ,B)AEH", es a dir, per a ¢ =[z,b,2,b}, [z,b]=
= HNAT, Veurem que no podem obtenir agquest resultat per a

o = CB" per a cap subilgebra B de L™ , gue contingui n” .

{4.1.}) Proposicié

Sigui B una subldlgebra tancada, H™ < B <L i sigui

o 1a ¢¥ lluebra generada pels productes de Blaschke inver-

B.r
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tibles a B, Si b € H'A CB és un producte de Blaschke;alesho-

res tot divisor de b &s també de H™ /N Ch

Demostracid.- Entenem per diviser de b un producte
de Blaschke bl' de manera que existeixi b2 tal gue b=bl.b2.

Ens cal veure bl e CB. Com que b € H™A C llavors b &s in-

Bf
vertible a B, &s a dir, b € B i aix{ 1=b.b = bl(bz.E}; per

tant b1 &s invertible a B, &s a dir, bl e B N Cqe

{4.2.) Corol.lari

$i b &s un producte de Blaschke, amb un scl punt de
discontinuitat ¢ , a € T; aleshores [z,b2] no pot ser mai

H ﬁﬁ CB' per a cap B { B¢ B eL” V.

Demostracid.- Si fz,sz fos Hm/\CB per a una certa B,per

(4.1.) b € fz,bz] i llavors [z,sz = [z,bz.b3]. Aixd contra

diu 5.5, de[ 87, ja que alli es demostra que [z,bz,b3] no *

) *
s mai H N"TJ, per a cap ¥, C - dlgebra.

Demostrarem ara una propesicid que farem servir

mEés endevant.

(4.3.) Proposicid

51 {bl,...,b }és un conjunt numerable de pro-

nt'

ductes de Blaschke 1 [z,by ,...bn,...] 1'31lgebra que gene-

ren, aleshores si [z,bi...,bn...]= B A CB' necessariament

B=[H", b ,oe.,b ... ].
Demostracid.- Si {bysesesbysss Y& Cy, aleshores

{ by .....Eﬂ... }«B i llavors [H” ,bl,...,bn,...] = B. Si

1l'inclusié fora estricte, per la solucid del Problema de

Douglas, existiria un producte de Blaschke b tal que
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b e B \[H fEl,..., b ,...] ; perd llavors b €cp i per

n

tant b € [z,bl,...,b ] < 1 bl“"bn""] ; que

nteer
&s absurd.
£
Volem arribar a veure gque [ z,b] no pot ser mai Hfch;

per aix8 necessitarem el seguent resultat.
{4d.4.) Lema

Si f,g, s6n dues funcions de 1'algebra del disc A,

ambk z = f£f.g, aleshores una d’elles &s invertible a 2.

Demostracif.- Si z = f.g, necessariament una d'elles
€s zero a lorigen. Supcsem f (0) = 0, com que 1=f'g + £ g',
resulta que g {0) # 0 i aixf g (x) # 0 ¥x € U, per tant
1 e a * Svide
g

Si b és un producte de Blaschke finit, [z,bl= & =

-3 o " L. -}
=HACiC=HAN Cgr PEY 2 B = H + C, Vegem com, for

1

u

d'aquest cas, [ z,b] no &s mai H A Cg»

(4.5.}) Teorema

Si b &s un producte de Blaschke, amb infinits zeros,
[z,b} no pot ser mai H "N Cp, per a cap subalgebra B de L

o
gue contingui H .

Demostracid,~ Sigui M = Sp [z,b] , sigui a € T un
- P - -

punt en que s'acumulai els zeros de b, Direm » a la trans-
formada de Gelfand de b.S5abem que la fibra M, s'identifica
amb U; amb aguesta identificacié resulta que, si ba =

s Ead
= b|M a, l:)':t =z i {z,b]u = {ftMa: feflz,bt =4

N

{f representard sempre la transformada de CGelfand de f)
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Sigui {zn} una successib, de zeros de b, que s‘acu
muli en el punt a; sigui b' el producte de Biaschke gue té
zeros &2, 1} . Podrem escriure b = b’.b’', on b'’ sera un al
tre productede Blaschke, amb un conjunt de zeros gue-s”acu
mulen tamb& a «. Si fos cert gue [z,b). = H N Cg s
per (4.1.) sabem que b i b € [z,b) . Siguin ara b; = 5;-- i

per & una certa B,

"y
b: = EJIM ; tindrem llavors gque z =
(=3

= b’ .b'' , € a dir, estem en les hipbtesis de {4.4.) i
o @

per tant b' & b'’ serd invertible a A. Diguem, com sem-
a a
pre, ] = Sp (H=); b' ("7 ) = U i per tant hi ha un caric
[+

ter de H ”, b4 amb X5 {b') = 0. Restringint Xy a [z,bl

0'
cbtenim un caracter, de la fibra¢, en el gque b' s*anul.la;
per tant b' no pot ser invertible. El mateix raonament

s'aplica a b'' i per tant hem arribat a una contradicci8.

c.v.d.

Sabem que sSi H‘n% B < L‘n, llavors z € B, Tamb& hem
vist a (3.4.) quée si BN Cy # D «Cy, llavors z 2 D.Podenm
preguntar-nos qué passa per [2,b] # [z Z.b,b]; per exemples
podem preguntar-nos si E{E[z,b,ﬁ} . La demostracid, en els
casos anteriors, depén del fet gue tant H‘%Om }Im/\ Cp
sén log-medulars. Veurem nosaltres que, encara que [ z,bjno

és log-modular, si &s cert que 2 € [2,b,b7 .,

{4.6.) Proposicié

Si b &s un producte de Blaschke, amb infinits zeros
gue s'acumulen en un subconjunt E de T, de mesura zero, ales

hores { z,b] no &s log-modular,

Demostracid.- Demostrarem gue hi ha caracters de [z,bj
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representats per més d'una mesura positiva, soportada per
laz frontera de Shilow Pdefz,bl ., Sigui ™ = Spfz,b},
sigui § € E i sigui X, € Mg 0.el caracter definit per
= { . - = 2
Xg {z) 4 1 Xo {b) b (0} o *
Anem a trobar dues mesures que el representin. Sigui

dm, la mesura sobre r“O' gue s'identifica amb dm, a liden-

tificar rcr.g amb T, Siqui '\0 =r . elo, sigui Big la funcié
‘sobre Fao, que s'identifica amb el nucli de Poisson Pr(e—t).

Pefinim les seguents mesures

W) = Jo p fyp g dm +j_ § 1y, dmg £ecih)
“o
2rt8) =/:r Pogf dm £e c)
“0

Com gue E &s per hipbtesi de mesura zero, la integral
a T E es pot considerar com una integral a T. Vegem quins

-valors prenem , i , 8 zib.

l}‘(z}= T zdm+],raodm=0+ﬂo=ﬁo
l}&(b}—ﬁr bdm+[T zdm=b(0}+0=t\0
2;‘(2) _JT PJ‘O “0 dm=“0

< - it N
-2;‘(b) = JT Pr {® £) e dm = o

Per tant tenim les dues mesures positives sobre T, que

representen a A c.v.d.

0 +

{(4.7.} Proposicid

Sigui b un producte de Blaschke amb infinits zeros;si
fz,b] &s estable, aleshores z € {z,b,b] ; en canvi

bdlz,z,p].
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Demostracid.- Vegem que ﬁgruy#estéh alz,b,bl. su-
posem el contrari, €s a dir que;C gestén a{ z,b,b] . Sabem
que, a f H w, 51, les expresﬁons del tipus BT £, amb
£ € B®, sén denses. Definim X ( B , f) =64 (b" ) .5 (£,
skstén a un cardcter de [H , B] ja aue bx (5°.6) (2

o,y 1™ . le (o I=Teo letle H=lIB" . £ 1]
aix{ doncs, igual que a (3.4.), resulta que[H m,5}= H?;
gue &s absurd. Per aijtra banda, apart de 60, Zz no pot
anul.lar-se a cap caracter de [z,b,b }]; siné restringint-lo
a{z,b] resultaria que [z,b] no €s estable. Per tant, com
que § Onaﬁbstén, z no s'anwl,la a. bespectre de [z,b,EJ,
d'acicue z és invertible a [z,b,EJ i aixi z € lz,b,ﬁ} .

Observem que b £ [z,z,b] , perque sind b seria in-

vertible a [ H" , E].i ac{ només son invertiblesels produc-—

tes de Blaschke finits. c¢.v.d.

Anem a veure ara com sdén les funcions de [z,b} i

com s8n les funcions internes, en el cas de ser b un produc

te de Blaschke, amb infinits zeros 1 gue s'acumulen a un punt

de 7, «.

{4.8.) Teorema

amb les hipbtesis anteriors, es compleix:
a) fe(z,b] si i només si £ = h e b + k, amb
h, Xk €Aik (e} =20
b) Siamés f &s interna, aleshores h és un producte

de Blaschke finit,

Demostracid.- a) Sigui M = Sp [z,b] . En el nostre

cas M ={U - {a}) u M, 1M &s homeomorf a U. Sigui f €[z,b]
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i fOl = §1M ; £, s'identifica amb una funcid h € A, Com rue
els polinomfs en z sén densos a A, existird una successid
{ Pn(z) } amb ( Pn'(z) Y — hiz} uniformement, Considerem
la successid {Ph ¢ b}, llavors {Pno b} {(z}—=+{h o b) (z}
uniformement i per tant h ¢ b € {2,b] . Si considerem ara
{h o b}a , resulta gque . (h o b}a = %1 , es a gir, £ - h e b
&3 una funcid de [z,b] nﬁl.la a Ma . Com que b &s continu
aT-{a}l , f~h ob resulta ser contfnua a T i aixi
f~hob=%ea, amb k (¢} = 0. El reciproc és inmediat,
b) Al ser f interna, sabem de [8]que
? { Ma }) = U, és a dir, si h és la funcid de A amb gué
s'identifica f_; h (U) = U. Aixf h &s una funcié interna

de A i per tant un producte de Blaschke, amb un numero finit

de zeros. c,.v.d.

Hem vist a (4.5.) com, al descomposar b ern dos pro-
ductes de Blaschke, amb infinits zercs, b = b'.b'" , resul-
tava que b',b*"' £ [z,b}‘ Es clar, perd, que els productes
de Blaschke finits sb6n a {z,b}i també hi sdn els preoductes
que resulten de treure-li a b un nombre finit de zeros,

iammef32,b] &s estable. Podria pensar-se que aquests s6n

els Gnics prodactes de Blaschke de [z,b] .Vegem que no és

aixf{ .

{4.9.) Proposicid

Si b és un producte de Blaschke, amb infinits zeros;
aleshores a {z,blhi ha productes de Blaschke gue prenen el
valor zerc en infinits punts, en els guals b és diferent de

Zero.
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Demostracidé.- S1 h és un producte, amb un nombre fi-
nit de zeros, aleshores h ¢ b és una funcid interna de {fz,b]
En particular, h ¢ b &g interna si h = A-z i A U,

1 -%z

Sabem de [l6}pag. 176, que existeix una successid ( An), amb

A z
{ *n} — 0, de manera gue, si h =—2= h ®bésun

1- Ao 2
producte de 3 laschke. Tenim doncs, per a cada An’ un produc
te de Blaschke, de {z,b]_, que té& per zercos els infinits

punts en gué b pren el valeor A o-

Hem estudiat algebras generades per z i per un sol
producte de Blaschke b, Anem a considerar ara 3lgebras gene-

radas per z 1 per dos productes de Blaschke.

Siguin bl i 52 dos productes de Blaschke amb zeros
gue s’acumulen a By i E2 respectivament. §i El i E, sdn
de mesura zero 1 Elrﬁ E, = ¥ , a ligual gque en el cas d'un
sol preducte, l'espectre de [z,bl,sz esta format per
g\ E, v E, , junt amb fibres M_oper aa € E; U E, , amb
M , homeomorfa a U. En aquest cas es compleix també la
Propietat de la Corcona.

Enel casen gué El M E2 # @, no sabem ja quin és
l'espectre de [z,bl,bZ] , ni sabem tampoc si es compleix
& no la Propietat de la Corona. Considerem E;=E, = {a} i

definim:

C(a,bl) ={ree |3 (z} successié de U amb

(z,) >oa by (z) -——>2 ¥,

C (e,ay, b)) =(€ @ | J (z,) successibé de U amb :

1!’

(zﬂ} — O, bl(zn} — Gl ~ b2 (zn) ) l} .
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Moo= X esp[z,bl] | ¥ {2} =a ).

M = (X € Sp[z,bl,bz] | X {z) =& . b} = a,

Cto:l

Dawson (87 demostra que by (M ) = Cl&by} = o i
aixf{ es determina l'espectre de [z,bl] 1 es demostra la Pro-
pletat de la Corona. Per a l'algebra {z,bl,sz . la Propie-
tat de la Corona &s eguivalent a veure que by, (M, 4 l)
= C { o, 1+ bz) : perd tampoc no hem pogut demostrar agues

ta condicié.

Hem vist a (4.5.) que [z,b] no &s mai B® N Cp 1 per
tant, tampoc és mal H“’E. En el proper capitol, demostrarem
gue H“% no pot estar generat per un conjunt numerable de
productes de Blaschke. El cami que seguirem no serd estudiar

les &lgebras fz,bl,...b 1 directament, sind gue estudia-

n;oa.
rem les Algebras H + L g 1 la seva relacid amb H“E.



5. Relaci® entre B i H®™ M Cy

En aquest capitol, ens proposem d'estudiar la relacid
que hi ha entre l'espectre d‘una subdlgebra B de L° , gue
contd H™ i l'espectre de H N Cp (on Cy és, com sempre, la
C*— dlgebra generada pels productes de Blaschke invertibles
a B). Tractarem també altres qﬁes?ions, com ara &€s la ca-
racteritzacié dels productes de Blaschke, invertibles en
1'dlgebra [~ , B] ( on b &s el conjugat d'un producte de
Blaschke b) i també&, la no separabilitat de Haé, per un sub

conjunt E de T.

De Chang [6] es dedueix gue un producte de Blaschke
b1 &s invertible a l'élgebra w=, 5] si i només si es com-
pleix:

lim " Sup | by (2} . ’61 (z} -~ 1]=0 on

§ —*0 z € Gs

Gs= Gyfb) = {z€U : |[biz)] > 1 ~5};
aixd, 8s equivalent a que ¥ ¢, 0, 3 8>0, de manera gue
G, {b} € g, {(by) . Anem a donar ara una demostracié

directa d'aguest fet, junt amb d'altres caracteritzacions.

{5.1.) Tecorema

5i b, bl, s6n dos productes de Blaschke, aleshores

sbn equivalents:



(1 51 e [H® , b}, és a dir, b, és invertible a
[(8° , bl
(21 £1 X)) =1 , per a tot X € Sp fu , b}

(3) SP{H , bl < s, [H , byl

{4) Per a toka successid Ezn) de U, tal que] b(znil—?l

es compleix i b1 (zn)! —51

53V e>0 ,36>0, tal que G (b) < G _{by)

A
Demostracif.- {2) —» (1). Es inmediat, iz gue b1 no
s'anul.la a l'espectre de {Hm, Bl . (1) = (2) 7 £s també

inmediat a partir de gue X Ebl . bl y =11 |X(b1)| =1,

T L
| x by | £1

{2) < {3). Cal nowés tenir present gue Sp e, b=

={x e Sp B e ix (b¥| =11 i andlegament per a Sp [Hm,Eij.

{2} :5 {4} . Suposem no {4), &s a dir, suposem que
tenim uvna successid (zn) de punts de U, de manera que|b(zn)¥+l
i }bl (zn)|—¥¢ 1 . (b {z2) )y ey tindra una parcial con-
vergent a algfn punt a amb | al¢1 ., sigui (znl) aguesta
parcial. Podem trobar una altra parcial (zn2} de manera que
(o (z,2) ) —» o amb lal= 1 i també (b; (2%} ) —»a .Sigui
ara:

1={ f£eH | (f(znz})——ro};

I &8s un ideal propi de H 1 per tant existird un caracter

o

XO , de H , de manera gque I & Ker Xg Aleshores tindrem

Xg (b}=°,x0(b1)=aiX0€Sp[H , bl ; perd
b, xgp ! =lal=12
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(4) = (5} Suposem no (5). Rleshores existeix
> 1 1 »
b 0 1 una successid {zn) amb z_ E(;l/n {b), perc,

z, £G€ (by} ; per tant { Ib(zn) |)»1, pers (lbl (zn]| } 1

{(5) = (2)., Sigui X, € Sp (™, 6] ; pel Teorema
de la Corona existird una red (z, ), de punts de U, conver-
gent a X, . Volem demostrar | b, (X4) | = 1 0 el que és
igual, ¥e »0, 1~ lxo(bl) |< e . Donate >0, existeix 60
de manera que G ; (b} C?G_ ¢ (bq) i com que {3 ) —X,,tenim
que (b (z, ) — X, (b) ; aixi puc trobara 0 de manera que
Voo > g b {z y > ] X, (b} | -8=1 -6, Aleshores
Ve %, ,2za€ , , per gant|b, (z )| > 1-ci passant

al limit | X, (by) |2 1 -e c.v.d.

Sigui B una subdlgebra gualsevol de L, que conté
H™, siqui Z el seu espectre, A partir de la solucid del
Problema de Douglas, Z es pot caracteritzar com el subconjunt
de 7 = Sé {§ 7)) , format pels caricters gque sén de mddul 1

sobre els productes de Blaschke invertibles a B. Per altre

banda, un producte de Blaschke bl és invertible a B si 1

només si b, &s de modul 1 a 2.
Donat un producte de Blaschke b, amb infinits zeros,
varem veure a (4.1,) que a [H m, b] eren invertibles els di-

visors de b. Ens prequntem ara "quants productes de Blaschke

hi ha invertibles a [H , 5]“; veurem que no n'hi ha masses.

Sigui E un subconjunt mesurable de T als punts del

o . o
qualb s'estén continuament. Sigui L E la subalgebra de L ,
de las funcions gue la seva transformada de Gelfand és consg

o ol
tant a les fibres X;, per a®€ E, Sabem que H + L , és una
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algebra tancada i qgue en ella sén invertibles els productes

de Blaschke continus a E; es compleix el segient:

(5.2,) Proposicib

Amb les notacions antericrs es compleix
[H , B] &€ H + L. .
Demostracié.- Amb el que acabem de dir queda clar

que {H.b] = H + L _ ; anem a veure quela inclusif &s es-

B

tricta. Sigui @ € TV E, un punt en que b nodestén continua-
- —_ .

ment, aleshores b (ﬁa 0) = [ . Per tant existeix XO e Z =

= Spf}im, E] . Podem trobar una successid (zn) de punts de

U, amb (z } —+ %4 1 (b (z)) )—X, {(b) = 1 sigui llavors:

<leen lietzy + — 0} .

I s un ideal propi de H™ 1 per tant contingut en
un ideal maximal Ker xl . Sigui bl el producte de Blaschke
gque té per zeros (zn) {que es pot suposar que &€s una succe-
s5i6 de Blaschke) . Aleshores b, € I, per tant X

1 1
€ Z, per altre banda (1-b} € I, per tant Xy {b)=1.

(by) = 0
i aixi X
Com que, per construcccib, bl és continu a T—{uD}: tenim

gue El e H 4+ LmE , perd, Bl [4 (5, 5} .

{5.3.) Corol.,lari

*
Sigui CB la C -Algebra generada pels productes de
Blaschke invertibles a B = [H  , b] . Amb les notacions an

. . an o
teriors es compleix H M CB EH .
Demostracib.—- Immediata a partir de (5.2.)

Anem a generalitzar aguest resultat, pel cas en

que B estigui generada per H i un conjunt numerable de con
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jugats de productes de Blaschke.
{5.4.} Lema

Sigui {bl tess:b ... }un conjunt nuemerable de

n

productes de Blaschke, algun dels quals té un conjunt infi-

nit de zeros. Sigui o un punt de T i"’pula fibra en el punt e

de l'espectre de H . Donat un caracter X 8123. existeix una
successid (zn} de punts de U, amb (zn) ——2%a i amb

b; (2} —> X (bj) T Yien,

Demostracid.- Considerem 1'algebra generada per

{ z,bl,...bn... } , R=1{z,b b 1 . L'espectre Sp(R)

AR AR

serd metritzable i contindra a U. Tindrem tamb& que

R

una red (z,) de punts de U, convergent a X en"7; consi-

X £ Sp (R} . Pel Teorema de la Corona, podrem trobar

Y .
derant 2, com a caracters de R, tindrem que (zrlR) —*XIR .
Aixi doncs tenim que X | R &s adherent a U en Sp {R} 1 com
que aguest &g metritzable, existird umpa successid (z,), de
punts de U, convergent a L1n és a dir, (zn)—9 i

(bi (zn)}——a X {bi) per a tot i ={1,2,..., n,...}

(5.5.) Proposicid

Sigui {bl,....,b } un conjunt de productes de

are o
Blaschke, algun dels quals t& infinits zeros,@e s'estenen
continuament a un subconjunt E de T; aleshores ;

[8*, Byrsesib so ] € H O+ Lo,

Demostracif.—- Sigui dO un punt de TVE (E # T doncs

G 0

""5n"“] , Z, de manera que

hi ha infinits zeros), Siguli X_. un caracter de la fibra «

de l'espectre de [H® , b,
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Xg (by) = a; (i =1,2,...,n,..) anb la;l = 1 (per exemple

un caricter de I ). Per (5.4.) podem trobar una successid

(z) de U amb (z_ ) — o i b, (z_) —> %1 (n=1,2,....)

Sigui I = (€ e x5 | ¢£ (z,) ) — 0} ; de la mateixa manera

que a {5.2.), existird un carhcter de H , Xy, amb I < KerX,
Sigui b el producte de Blaschke amb zeros (zn) {gue puc

suposar que formen wvna Quccessié de Blaschke}, aleshores

b &1I, Tenim també& que (bi —ai) €I (i=1,2,...); per tant

Xy by =0 1 X, (b;) = a; . aixi doncs X, € 2 i llavors

beg ryg , 51, ...,bn,...] c.v.d,

{5.6.) Corol.lari

Si { bl,b2,...,bn...} és un conjunt numerable de
productes de Blaschke, algun dels guals té un conjunt in-
finit de zeros, aleshores, no hi ha cap subconjunt E de T,

Ta&i gue LZ,Dl,...,Dn.--J = H B

] = 5% ateshores

E
{byseeo,b so.. }Festenen continvament a BE. Per (4.3.)fin-

Demostracid.- Si'{z,bl,...bn,...

drem [H™ , 51,...,5n,...} = HB" + L"% en contra de (5.5.)

(5.7.) Corol.lari

Si E & T, aleshores Hwﬁ no és separable.

Demostraci&.- Si H’é féra separable, existiria un
conjunt numerable de funcions de H“é,{ fl""fn"“} . de
k-3 A )
manera que H o ={z,,f; ,...,f ,...] . Com que ff ¢ esta
generat per productes de Blaschke (algun dels guals tindra
infinits zeros); podrigm aproximar cada £ per una succe-
L

ssié de combinacions finites de productes de Blaschke. En

definitiva es podria trobar un c¢onjunt numerable de produc-
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tes de Blaschke,{ by,...b_ ,...} de manera que

[z,bl,...,bn,... 31 o= HQE en contra de {5.%.}.

Fixemmnos que per a £E = T , HEE = A gue sf

€s separable. Queda demostrat a (5.7.) gue per E = T -{a}

-

amb @ un punt de T , H E ja no és separable; aguest €s

el cas " menys favorable”ja que al reduir E awmenta HWE.
Es sabut també gue A no €s vwn dual per contenir al'espai
de Banach C0 , de les succesions de limit zero i per ser
separable; la demostracié per tant no es pot estendre a

« .
HE si E#T .

Si tenim una algebra tancada B, H < B el i
L3 [ -3
diem = 5 H Z =8 B =5 L s‘obté
=8, W), p B, X o B
/’7 =z X i per a cada @ £€ T les corresponents fibres

compleixen: "ijza:’ XG ; anem a veure gué es pot dir

en el cas en quée M) =2, , 6 bé enque 3z, =X, ., per
a cert o

{5.8.) Proposicid

Sigui E, un obert de T i 2 = X; , per a tot

@ €E.Sifer i fi =g

aleshores f € B ,

Demostracid.—- Vegem primer agquest resultat per

ab e L , amb b un producte de Blaschke, Siqui SIT-E= Gipogp

amb g € B; ens cal veure que| b (X)) = 1 X &€ 2, Consi-~

A
derem eiz primer lloc, Xl {2) =a 1 €T - E ; si ba =D lxc
ib = lea » tenin que b, i b _€B_ ib.b =1, per
tant Bc: &s invertible a B, aixi | Xy (b} | = 1. si

Xy, {(2) =«, 8 E, com que X, = £, , obviament X, (b) | =1.
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Sigui ara f € L” , una funcid gualsevol, amb
£ p-g = $1p_p PEr 2 una g € B, Sabem gque f es pot apro
ximar per combinacions de productes de Blaschke 1 d'inver
sos d'aguestes [12} ; aguestes combinacions son de B, pel

que acabem de demostrar; aleshores, resulta que f €s adhe-

rent a B; per tant de B ¢.v.d.

Ens podem també pregunta; una guestid semblant
per el cas en qué Za = ”?G per a tot a 4d‘'un obert de T, E.
Ha de coincidir tota funcid f € B amb una funcid g € H + C
sobre E {Tinguem present gue (Sp (87 + C ) }a = ~7a

Vegem amb un exemple gue no es compleix aguesta propietat.

(5.%.) Exemple

Sigui b un producte de Blaschke, amb zeros (zn) i

(z)—> ecemT .bew + L, _ o iosi

amb g € H® + C , llavors b = g, quasi per a tot, es a dir

Binia) T 91T (o)

b e H” + C. AixS €s absurd, jaque aci nomfs sdn invertibles

els productes de Blaschke finits.

- w . B_ -
Donada B, H < B « L , diguem 77 = SP(H /\CB}
i com sempre 2 = Sp {B) ; el resultat al que volem arribar

. ' . B _
és que za =ﬂL si i nomes si *7a = {53) {on 8, significa

. . B _
l'avaluacié al punt o« } 1 27 Xasi i nomes si "7~ = .
o [+ 4

Per aix$ necessitarem conéixer guina relaci8 hi ha entre

una fibra i les del seu voltant.

Donat e, = eleo € T, siguin :
EF = {e=-e®eT o, OOyt ),

- {a=eieeT|90—n49¢90};

]
1]

t
i

M+ = (X € Mt X {2) € e’ } , andlogament 7;- ’



V?; ={ X & 77«0 | X adherent a ”7E+) + analogament ""7; .
o + -
= A ) .
e " g Ny VT
Sabem dell6] pag.166, gue tant "7+ ,COm ”7_ sén di
0 4]

ferents del buit, Vegem gué és el que es pot dir per aX=Sp(Lm}

sigui Xg+ ={ X € X| X(z) € B'} i andlogament

.

. . + " .
Xp= , sigui Xd{) ={ X € )(aoi X adherent a XE:+} i ani-

lcgament X._ ; aleshores es verifica:
0

{5.10.) Proposicié

Amb les notacions anteriors es compleix:

'Xdo = Xa; U X«; . i tots dos subconjunts

sbén diferents del buit.

Demostracif.- Siguin ¢+ 1 ¢ - les funcions
caracteristiques de Y 1B respactivament, es compleix
ot v g =1 L4 g . b - =0 D'aci es dedueix
sixoe Xdo;obé Xy (¢E+) =1 o bé
Xo(d:E): 1. Suposarem el primer cas i vegem que llavors xoe )_(E:+
{andlogament si xg(q:E-t-}:l} . Fem la demostracid per reduccié a.
l'absurd. Si x0¢ -iE-t- , existird un entorn gque no contindra cap
caracter deXE+ . Podem considerar aquest entmrn del tipus
x| X{p )=l ], amb 4o funci caracteristica de €cT; & me-
surable.A més, com gue XO(¢E+)=1, XO(¢E+A8)=1 i per tant subs
tituint & per &n et puc suposar gcE" , per altre banda

m({&} > 0,sind = {; aixi existeix p € &, de manera gue v 88

be
entorn de g, m{@‘ﬁ}) ¢ {si no fos aixi, & es podria recaobrir
per un conjunt numerable d‘entorns de mesura nul.la, en contra

de gqgue mwm(@) > 0 ), Llavors tenim:
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m((|4g(z) ~1] cedne, ) >0, Ve‘ﬁ i Ve :
per tant existeix X eXBamb X(¢e)=1, en ceontra del gue su-
posavemn.
Per veure que Xﬁ+ i X_ no son buits es pot repe-
o
0 -
tir la demostracié de {16] per a ”7+ i ”7 c.v.d,
eo ]

{(5.11.} Proposicis

Amb les notacions anteriors 4'74' -?)’TO i
0.0 o
'}6’{30 ;‘)‘XGO "
Democstracifi.- Les inclusions sfn evidents; vegem

gue sén estrictes,

R +
Sigui (an) una succecid de punts de E (anilogament
s faria per E ) convergent aa 4. Sigul b un producte de

Blaschke, de manera gue els seuys zeros s'acumulin al conjunt

£ LR TP PRRE an,...} ; aleshores Vn existeix X e’?an
amb X, {b} = ¢ . El comjunt { X, +n €W} €5 un compacte

de l'espectre 7] de H™ . Sifl és la projeccid de "7a § ,
B o{f X, i n €N} ) €s un compacte de T gque conté
{ Gy Gypeees Gyens } i per tant a %y Aixy doncs, existeix

Xy 620 adherent a {Xn :nekili per tant XO (b} = 0 ;

aleshores XO ¢ Xu o °

{5.12,) Corol.lari

Sigul B una subalgebra de L”, que contd H™ i sigui
Z2 el seu espectre. Si per a un punt o de T, za =/\’a ; ales-
hores H . + 1»'..mE $ B, on E=T ~{a} .

Demostracid,~ Vegem primer gue B conté els genera-

E

chke b, continu a E; aleshores si X € 2 \ Za , com que b és

dors de H™ + L + Sigui b oel conjugat d'un producte de Blas-
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continu a X{z) , X (b} =1 . 8i ¥ € Za , Com que Za =

resulta també lx(b) l = 1; aixf doncs H™ + L™ < B.

E
Vegem gue la inclusid €s estricta. Com que

o o
(Sp (H + L 5 }B = la s
adherents a MFE serén de Sp(Hm + LQE.} p es a dir s

per a B # &, els punts de "'7a

R + - [ - .

e U™, <€ s, tE +Lg), 1pertant
o -

2, ke ¢ S, H + L) c.v.d.

Anem ja a veure les relacions, gue haviem enunciat

entre l'’espectre de B i el de H "N Cye

{5.13.,) Teorema

Sigui B una subadlgebra de L r”que conté H ;, Sigui

= : B _ - . _—
Z = Sp {B) i ’7 = Sp {H A CB) ; aleshores es compleix:

’ -
a) Per a un punt ade T, Z, =‘7ﬁ si 1 nomes si

°""78 = {3} (on &  significa ltavaluacié a punt « )
1+

b) 8i per a un punt ag, és ?Qe =')(a o 7 aleshores hi
ha un entorn € de S de manera que per a tota de ¥ sigui
2y = Xg

¢) Per a un punt o« de T, 2 G=Xu si i nomds si

B = M?
rvy7 . |
a B
Demostracié.- a) Suposem primer que'™ = 8.1 3
a
aleshores tota funcib de H NECp pestén continuament aa
En particular, tot producte de Blaschke b, invertible a B,

estén continuament a o Aix{ doncs per a tot X € Z tenim
o

que | X (b)) | = 1, & a &ir, zu="’7a .

Reciprocament: suposem que 2 o "7“ . En aquest

cas tindrem gue, per a tot producte de Blaschke b, invertible
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a B, es compleix que | b (X) | = 1; per a tot X GQZ = Za .
Aleshores necessariament bsestén cc;ntinuament ae , ja rue siné
podriem trobar un caracter X, € ”73 =2 amb| X, (k)] =.0.
Tenim doncs gue "‘?i = {éa} .

b} Farem la demostracid per reduccid a l'absurd.
Suposarem que no hi ha cap entorn & dea , de manera que Z =,}’u
per a tc;ta €8&) . hleshores podrem trobar una successid {cnn} R
de punts de T convergent aan 0r de manera gue Zan #Xan. Per
a cada n, sigui X €2 \ Xun 1 sigui b~ un producte de
Blaschke amb Xn (bn) = 0. Podrem escriure bn = cn.d'n amh
c, un producte de Blaschke, amb un nombre £finit de zercs i
d, un producte de Blaschke, amb zeros {znj |3 € W )cumplint
:_'f {1 - izn D‘%ﬁ . Sigui ara b, el producte de Blaschke
amb Zeros { znj | {n,j) €N xIN } ; aleshores podrem escriure
per a cada Ry b = hn-dn , amb hn tawmb€ un producte deOB}.aschke
Comaue 0 = | X (b ) | =1x te) | Ix, tap | =1x (4}
resulta que [x_ (b} |=1x, ( n) | [X, ()] = 0. Tal com
varem fer a (5,1l,), pcdem trobar XO a z ag amb XO adherent

a {X ln e}, llavors també X, (b) = 0, per tant

XO e zao\xao . Cc.v,.d,

c) Suposem primer gue 77a="7B . Sigui I :47;——%"75 .
[+
ia aplicacid gue consisteix en restringir els caracters de

H™ n ¢y ad ® . Considerem els segients diagrames:
) . ; 5
c &——— 3 L a
B "’?a—-—-———m'?a
H® AN Coe L H 1 B
B X __a

a |;a X(X
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Tenim gue: i &s epijectiva, pel Teorema de la Corona a
[+

H "N Cp, [7 1: ““EX és també epijectiva, per ser Cpy

-1

*
una C - Algebra i g, =0 { X ) ,Ja gue sén els caricters
a

de 7 gque s6n de modul 1, per a tot praducte de Blaschke de
x
: [ ]
Cp « Si suposem XQ & 2 . existird X € 7u \)(u amb

It (X'') = X GXB . Com gue tamhé& 1 és epijectiva,
a a Ql)(g
existira X' exuamb 3,(X') = X. Aixi doncs T no pot ser
injectiva, 8s a dir,'77B # o
[+ o

Vegem ara el reciproc: Suposem gque &n un punt o,

de T, tenim )(a = 2
0

que contingui %p s de manera que XNa = 2

e - Per (b}, podrem trobar un arc @,

o ¢ Per a tote €.,
Anem a veure dgue ﬂao €s injectiva, ¢ el gue &s el mateix,
gque les funcions de H A CB separen els caractersde H '
de .1la fibra @ . Donats dos caracters Xl i x2 de /"’Yuo
sempre hi ha un producte de Blaschke b, gque pren schre ells
valeors diferents. Es tracte doncs d'";;proximar, sobre la

fibra %o els productes de Blaschke, per funcions de H A C

Per [ 27] es pot trobar, donat un producte de Blaschke b, un

producte de Blaschke, amb b - b, lce ; en un entorn

1
de Aque no talli T \ @, awb b; continu a T\#. pixd
doncs, es pot aproximar b per un producte de Blas_chke bl'

que serd invertible aB 1 per tant de H A Cg  c.v.d.

B
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