
INTRODUCCIO

Es ben coneguda Ilobservació de Pringsheim segons la

qual Itanaliticitat diuna funció f de classe Cco en un interval tancat

-r,r] es pot expressar en termes del creixement de les derivades :

la condici6 és que existeixin C = C(f) i £=b(f) de forma que

1 f(n) (x)1 6 C

	

£n n!

	

,

	

per a

	

jxj_r

Dlaquesta observació i en relaci6 amb algunes gUestions

relatives a equacions en derivades parcials parabbilques, Hadamard

proposl Pany 1912 el problema de la quasi-analiticitat diuna classe

de funcions, consistent en esbrinar fins a quin punt la propietat

1 1 f=0

depén del creixement de les derivades. Concretament, si M = (Mn) és

una successió de nombres positius i hom considera la classe de les

funcions de classe C~ tals que

si

	

f(n) (0)=0

1 f(n) (x)I = C ¿ n Mn

per a unes certes constants C,6 qué depenen de f, quan hom pot

assegurar que f=0 si f(n) (0)=0 ?

Aquest fou Ilinici de Ilanoménada teoria de la quasi-anali-

ticitat, i la resposta al problema anterior és el teorema de Denjoy-



Carleman. La definicib dlaquestes classes ha sofert petites modifi-

cacions thcniques que permeten de treballar millor amb elles. Així,

i designant sempre per E(r), E Ilespai de les funcions de classe C`°

a llinterval [-r,r1 o a R2 respectivament, Ehrenpreis considera, en

relació amb Ilestudi dlequacions de convolució, les classes

12

EM(r)=~ff-E(r)/ V£> 0 3C--C(E) t. q. If
(n)

(x) f SC(1:) b nmn ,Vjxj.<ri

i

	

EM	com la formada per aquelles fa E tals que la restriccib a

cada interval [-r, r] pertany a

	

EM(r) . Hom suposa que la successib

M compleix les hipótesis escaients que permeten de definir la

transformació de Fourier en el dual d1aquests espais i dIobtenir

el teorema tipus Paley-Wiener que caracteritza Ilespai de funcions

e.-.:^,..-- que a,xí stobt, r Caprrnl 0 1

Aquestes classes resulten ésser álgebres i aquest era el

nostre punt de sortida: estudiar EM(r), EM com a blgebres topolbgi-

ques, estudi del que els únics precedents que teniem eren algunes

g0estions tractades a [43] .

En aquest sentit, a part de gUestions generals sobre

Ilestructura d'álgebra topolbgica de EM ( Capítol 1 ), en el treball hi

ha una descripció completa dels ideals tancats en tots els cassos : el

cas analític, és a dir, el cas que EM resulti ésser una subh1gebra

de Wálgebra H de les funcions enteres, el cas quasi-analític i finalment

el cas no quasi-analític o regular ( Capítols 2,3,4. respectivament) .

Va¡ a dir que el resultat potser més valuós de la memoria és inclbs



en aquest darrer cas, on demostrem que a E
M

va¡ la síntesi espectral,

en el sentit que tot ideal tancat és determinat pels seus ideals puntuals

( és a dir, Ilanáleg del teorema de Whitney) . També stinclou, apro-

fitant les mateixes tbcniques que per al cas analític, un estudi deis

ideals de convolucib del dual que resulta ésser equivalent a Ilestudi

deis subespais tancats de EM invariants per traslacions ( Capítol 5 ) .

Tot estudiant aquestes g0estions se nihan plantejat dialtres

que no depenen pas de Pestructura dIbIgebra de EM perb que hi són

relacionades . Aquestes són la güestió de la imatge puntual de EM , ¡SS

a dir, de quines successions són la successib de derivades a 0

dIuna fEEM ( Ilanáleg del teorema de Borel ) i la güestió de com hom

pot recuperar f de

	

f(n)(

	

(0)) en el cas que la classe sigui quasi-analí-

tica ( Capítols 6 i 2 , respectivament ) .

Aixb és en línies generals el contingut dlaquest treball .

A ll inici de cada capítol slexposa més detingudament el seu contingut .

No vull acabar aquesta introducció sense abans agrair a

tots els que dialguna forma m1han ajudat en el meu treball . De manera

molt especial vull fer palos el meu reconeixement als Drs. Joan Cerdá

i Julih Cufí per llurs consells i comentaris, per Ilestímul i la con-

fianga que m1han donat , perb, sobretot , per la seva amistat,'A ells, i en

general a tota la gent de PAutbnoma, els dec d1haver sabut crear un

ambient de treball que, a part de fer-me molt agradable la tasca, ha

estat decisiu en Pelaboració d1aquest treball, i que jo voldria per a

qualsevol estudiant de doctorat . També vull recordar Sebastib Xambó



i Caries Simó qué de tant en tant mtencomanen una mica de la

seva gran vocació i entusiasme . Agraeixo també a Josep Lamarca

i Emma Royo el seu ajut en la redacció dlaquesta membria.

6ellaterra, Octubre de 1978 .



CAPITOL O

LES CLASSES EM (r), EM I EL TEOREMA DE DENJOY-CARLEMAN

El propbsit d1aquest capftol és introduir la versib de les

classes de Denjoy-Carleman que són llobjecte dlestudi dyaquest tre-

ball i establir-ne les propietats básiques . Es tracten també el pro-

blema de Pequivalencia de classes i la transformació de Fourier en

el dual dyaquests espais . Finalment

	

, és enunciat i demostrat el

teorema de Denjoy-Carleman, que és una caracteritzacib de la quasi-

analiticitat de la classe .

O. 1 .- Les classes EM (r), EM .

M designará sempre una successi6 (Mn) de nombres posi-

tius amb Mo = 1 i amb les dues condicions següents :

(a)

	

M és logarftmicament convexa,

	

es a dir,

(1)

	

Mn s Mn t 1

	

Mn - 1

	

per a n

(b) existéixen constants A, H > O tals que

(2)

	

Mn+l < A Hn Mn pera n>,O .

Donada urta ,successió M,per a tot interval tancat K,

	

la classe
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EM( K ) es defineix' com el conjunt de les f re E(K) que satisfan la

condició

(3)

	

%¡y E> 0 3 C= C(f) t . q.

	

, f(n)(x)I
:I!
C(£) En Mn , n>,0, x é K . ii

Sense pérdua de generalitat, només seran considerats intervals

Kr= [-r, r]

	

i escrivirn EM(r) en I loc de EM(Kr ).

La classe EM es defineix com el límit projectiu

dlaquestes ; és a dir, consta de les féE tals que f IKGEM(K) per a

tot interval tancat K . Observem que cap dlaquestes classes és

buida ja que totes contenen els polinomis .

La topología natural de E (r) és la definida per les

normes ( posant

M

9

	

r =

	

sup {19(x)I, jxjS r )	)

1 f(n
U

p

	

(f)= sup

	

r

	

fE E

	

(r)

	

£ > 0,

i a EM la topología projectiva, és a dir, la definida per les pr
,£

variant r i E

	

. Es ciar que ens podem

	

limitar a

	

les pr

	

amb re 'N
,E

i £= t/n, de manera que aquestes topologies són metritzables . Les

normes

IIftm(jr
q (f)=
r,6

	

n

	

E
n M

n

defineixen la mateixa topología, car

	

p
r,E

(f) -4 q
r,E

(f)

	

i

	

pér

	

altre

costat



_ 11f(ni ¡Ir
2 f

gr~tf
(,~Í

	

n

	

2n F n M

	

pr,E
n

La hipbtési (2) significa que EM(r) , E
M

són estables

per derivació . De fet , (2) implica

és dir , la derivació és una operació continua en aquests espais .

( Cal dir , peró , que la hipótesi (2) no és imprescindible i molts

resultats serien v'alids sense ella ) .

Suposem que ncm i escrivim (1) per a n, ni-1, . . ., m .

Multiplicant les desigualtats obtenim

i, per recurrhncia ,

pr .£

	

(f1) :£A
pr,H

	

1(f)

	

,

	

fEEM(r)

	

,

de Le¡ bnitz obtenim, per

	

a IxlSr ,

Mn

	

Mm
:1 Mn-1 Mm41

	

'

Mn Mm ¿ Mo Mn4m r Mnkn '

pera n4m i per tant, també si m< n .

	

Si m = n , (1) 1 Panterior porten

a Mñ M2n . Per tant, en tots els-casos,

(4)

	

Mn	M m5 Mn4- m

Aixó té una consegUéncia interessant, :

	

si f, g E EM(r) , amb la fórmula

n
(n) (x)

	

n ,k1(,)¡ (n-k1(x)II ( f9 )

	

~~

	

~

	

(k)

	

I f I

	

Ig
k=0



prai
(f)

praé (9)

	

(k) 1:kMk én-kMn-kg praF
(f) prj (9) EnMn 2n a

k=0

que demostren que

pro 2E(f9) 6 pro (f) pr,e (9)	a

i per tant que EM(r), EM son higebres topolagiques amb el producte

ordinari de funcions . .

Exemple, En el cas Mn= n! , tenim

1f(n)(0)I
~l /n

n!

	

n

n! CR

Rn

a

VfrEEM(r) de manera que tot E M(r) consta de funcions enteres . Recí-

procament, si f és una funció entera, les desigualtats de Cauchy donen

(on

	

CR sup

	

1 (f(z)( ; d(z, Kr ) j

	

R

	

),que és (3) amb

	

F- = 1 /R

	

.

Aixó també demostra

P
r9

	

R-1 . (f) --% CR

Per altra banda,

	

si . Iz( :i s

If(z)I !5

	

E:

	

sn
n n!

Veiem, doncs, que en el cas Mn .- n!, EM(r) i ,

	

naturalment

	

EM no és

altra cosa sino Ilespai de les funcions enteres i la topologia, la de la

18



convergéncia uniforme sebre els compactes de C ( aixb també es pot

veure observant que les dues són topologies dlespai de Fréchet més

fines que la topologia de la convergéncia puntual ) . Aixb il "lustra , 1

alhora justifica, les definicions.

topologia de E(r), la de la convergéncia uniforme de la funció i de

les seves derivades, i que el mateix podem

	

dir de EM. La següent

proposició compara aquestes topologies i és també un criteri de

convergéncia a EM(r).

(0 . 1 . 1 .) Proposició . - Una successió

	

( f
m

)

	

dielements

de EM(r)

	

( resp . EM ) és convergent cap a una fEEM(r) ( resp . EM )

si i només si és un conjunt acotat a EM(r) ( resp . EM ) i fm --j f

a E(r) (resp. E ) .

Demostració . - Suposem que

	

(fm) és acotat :

	

Vr,£

3C(r, E

	

)

	

t. q.

és a dir,

Es ciar que, la topologia de EM(r) és més fina que la

p r,e (fm ) 5 C(r,£ )

	

vm,

~If(n]¡i

	

C(r E ) £n	Vm Vn .m r

	

'

	

n

Si fm --)f

	

a E(r), fixant n i fent m ---> ao

	

, trobem

llf
(n)

llr
!5

	

C(r,6 ) en M

	

Vn
n

que demostra que fE EM(r). Fixem b > 0

	

i volem veure que

pr,£ (f- fm ) -> 0 . Sigui 5 > 0. Com que ( f-fm ) és un conjunt acotat ,

19
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hs

	

sup

	

pr £/2( f-fm ) d

	

, és a dir,
m '

II( f- fm) 1,11

F-
n
M

En particular , hi ha

1I ( f-
fm)(n)irs D(r,E)

	

( E/ 2 )n Mn	!f m,n

n

no	t .q.

1 f-
fm)lnlir

6
n Mn

Com que fm--> f

	

a E(r),

	

_3 mo	t . q .

	

si m>, mo

I1( f- f
m )1 k1II r

pr,g (f-fm) !5 1

i aixb acaba la demostracib. //

Vm,n

	

.

t ~

	

k= 0, . . . . . . n
0

Aleshores, les dues relacions anteriors donen que per á m;,>m
0

Emprant

	

(0. 1 . 1 . ), és fáci I de veure que EM(r), EM

són complets i, per tant, espais de Fréchet . Puix que si ( f ) ésn

una successió de Cauchy a Em;" r), ho Las a E(r) i

	

fn-y f

	

a E(r)

per a una f e-E(r) ; com que ( fn) és acotat a EM(r), segons

	

( 0. 1 . 1 . )

també fn-~ f a EM(r). De la mateixa forma es pot veure que

EM(r), EM tenen la propietat de Monte¡, de manera que són espais

de Fréchet- Monte¡

	

( veure també

	

[7) ).



Veurem ara una (Gltima propietat de EM(r), EM que

servirá després per a identificar la topologia del dual d1aquests

espais. I és que EM(r), EM són espais de Schwartz ( de fet, són

fins i tot nuclears, peró aquesta propietat no la necessitem ) ; aixb

és a

	

[8 , pg. 27] i per a veure-ho es fa servir un teorema de

Sebastigo e Silva `121, pg. 282] 1 segons el qual un límit projectiu

dlespais normats és Schwartz si és Haussdorf i les aplicacions

restriccib compactes. En el nostre cas, podem pensar que EM(r) és

el límit projectiu deis espais normats

EM( r, £ )= { f EE(r) /

	

pr £(f) G ea
s

i per tant és suficient de veure que si i cl

	

la inclusió

EM( r , E) C---j EM( r, l )

és compacta . La bola unitat

	

86

	

de EM( r, g)

	

és un acotat a E(r)

ja que

Ilf(n'I1 r
:É

£n .n V f e BE

i dlaquesta desigualtat veiem immediatament que també és un tancat

de E(r) . Com que E(r) Las de Montel, tota successió ( fm) de BE en

té una de parcial convergent, a E(r), cap a una f 6B£ . Per

	

no

complicar la notacib, suposem que és ella mateixa. Veurem ara que

fm---jf

	

a EM( n1), és a dir,

	

que

	

p
r,
y ( f- fm) ---> 0,¡ acabarem .

Tenim:

	

pr,( f- f
m

) 5 2,

	

és

	

a

	

dir,~,



Sigui 5 > 0. Com que

	

£/j< 1, hi haurb

	

no	t . q.

per a m ,m0
.

22

II ( f- f

	

)(n)'~

	

3

	

2

	

£n M

	

Vm, n
m r

	

n

II( f- fm)(n'II r

	

2

	

(

	

1E

	

)n

n

hi( f-
fm)(nijlr

Sigui ara mo
	t. q .

	

Vm>,mo

II ( f- fm)(k)1j r

~k
Mk

Les dues anteriors donen que

pr 1(f-fm)

	

s

	

1,

Resumint Papartat

que si

	

hi

	

ha

	

constants A, B > 0

	

t . q.

d- 1

	

v m,

	

vn>,no

	

.

( 0. 1 . 2j Proposició. -

	

EM(r) i EM	sónálgebres de

Fréchet . Com a espais vectorials topológics són espais de Fréchet-

Schwartz ( i en particular, de Fréchet-Montel ) .

0.2 . Llequivalbncia de classes.

Volem veure com han dlestar relacionades dues successions

M= ( Mn ) i N= ( Nn) per a que EM(r)<tEN(r), EMcEN . Es immediat



(5)

	

Mn :!!:-~ A Bn Nn	,

	

!f n

aleshores EM(r) CEN(r),

	

EMC EN . Veurem que (5) és també necessbria .

Abans dfaixb cal una observació. La hipótesi (1) implica

que la successió

	

Mn1/ n

	

és creixent ( [43) ) . En efecte : aixb

significa veure que la desigualtat

nh 1

	

n
Mn

	

b Mnl l

és válida V n, cosa que demostrem per inducció ; per a n=1 és

	

la

mateixa (1) i suposat per a n-1, és per a n>,2

Mn4-
1=
M n-1

	

M2	Mn-1

	

M

	

M

	

Mn-I

	

M

	

M
n-1/

nn

	

n

	

n -

	

n

	

n4- 1

	

n-1-

	

n

	

nl- 1

	

n

i elevant ambdbs membres a n trobem Mn
	c

Mnl. 1

En el cas que M 1/ n estigui acotada, és clar que EM(r), EM

coincideixen amb les classes corresponents a Mn= 1

	

V n ( que está

inclosa a totes puix

	

M~~Mn ) . Aquesta de moment la deixem de

banda ( la retrobarem al Capítol 2 ) i així doncs, a partir dura

suposarem que Mn /n-~eo ( veure [45]) . Amb Aquesta hipótesi, per a

cada z 6(r

	

la funció

e z(t)= exp (i.tz)

	

,

	

t E IR

	

,

pertany a EM , ja que

	

"( ez)tn~^

	

1.1 n exp r Ilm z`

Introdulm aquí Ilanomenada funció d'Ostrowski ( [30 pq. 17»

que será molt útil en tot aquest treball i que está definida per a t>0

per
n

t
(6)

	

(t)= sup

	

, t > 0 ,
n;0 M

n

23



1/n

	

l
( el fet

	

Mn	-y aa

	

garanteix la finitud de

	

AM(t) \f t

	

) . La hipótesi

(1) resulta ser equivalent ( [8 , pg.5J) a

és equivalent a

la inclusió

24

t
n

M = sup
n

	

t >0

	

~(t)

( i sota aquesta forma és com intervindrá ) . Mitjangant (6) i (7), (5)

(8)

	

NN(t) ~ A

	

AM(Bt)

	

,

	

t >0

	

.

Suposem ara que EM(r) GEN(r) ; com que la topologia

en aquests espais és més fina que la de la converghncia puntual

E. .(r) ~--~

	

E, .(r)
M

	

iv

té grhfica tancada, i per tant és continua . Aleshores, domada la

_1
norma pr 1

	

de EN(r), existeixen A > 0 i

	

B

	

> 0

	

t . q.

Si escrivim aixó pera f=e.t , com, que

pr 1 (f) < A pr B 1 (f)

	

,

	

f EEM(r)

1I (e t)"1) r

	

nt

pr 1( et)= sup

	

= sup
' n N n N

n

	

n

II (e t)(n)Iir

	

( Bt)n

pr B 1 (et)= sup

	

= sup

	

=

	

~M( Bt)
'

	

n B M n M
n

	

n



trobem (8) . El mateix raonament serveix si

	

EMCEN . Així hem

demostrat ( altres demostracions es troben a

	

[30] , [8] )

(0 . 2 . l .) Teorema . -

	

EM(r) G EN(r)

	

i EM c EN si

	

i només si

les relacions (5), (8) són certes . Per tant, EM(r)= EN(r) o

	

EM= EN

si i només si hi ha

	

constants a,b>0 t .q .

1

a n
Nn

Mn/n = O ( Nn/n )

f(t)= O( g(Ot)) .

Una notació .- Per no haver de posar nom a totes les

constants, una relació com la (5) Ilescriurem, dlacord amb el costum

general com

i direm que M i N són equivalents quan també valgui la contrária

és a dir, quan (9) . Quan dues funcions f,9 dfun parámetre real o

complex compleixin una relació com la (8) ho escriurem sovint sota

la forma

Direm que f és del mateix ordre que g quan junt amb Ilanterior va¡

també la contrária, és a dir, g(t)= O(f(Ot)) .

Per exemple, n! i nn són equivalents, per la fórmula

de Stirling . Donades dues successions equivalents, qualsevol dielles

serveix per a tractar la classe corresponent .



0.3 . Els duals i la transformació de Fourier

sianomenen ultradistribucions, queEls elements de

han estat estudiades per diferents autors en relació amb les equacions

de convolució ([4], (39], [40] ) . Molts problemes ens interessará

plantejar-los per dualitat, i per tant necessitem conéixer bé EM .

La millor manera de fer-ho és, mitjangant una transformació de

Fourier, pensar-ho com un espai de funcions enteres . Tot el que

segueix 6s substancialment a (37] ,

	

L451

Per a za(r i TaEM(r) es defineix ( igual que per a E'(r) )

T(z)= T( ez )

	

,

on ez	6sla funció

	

ez(x)= exp (ixz), que és a EM(r) ( sempre amb

la hipótesi

	

M
1
,
/n -jca ), de manera que té sentit la definició de

T. T es d!u la transformada de Fourier de T . Veurem ara que la

convergéncia de la série

cap a ez(x) ho és per la topologia de EM(r) . Aixó voldrh dir que

(iz) n

T ( x1--) xn )
n>,0 n!

i, per tant, que T és una funció entera ( també podriem veure que

quan

	

w---->z,

	

( w-z)-i	(ewez)

	

tendeix a la funció x t-) ixe z(x)

per la topologia de EM(r), per concloure que T és entera i que

T'(z)= T ( x f--~1 ixez (x)) ) . Fosem, fix z,

26



(ixz) n

n>,k n!

Volem veure que ak---j 0 a E
M(r). Com que ak --j 0 a E(r), segons

(0 . 1 . 1 . ) és suficient de veure que ( ak) és un conjunt acotat de E
M(r) .

a(m)(x)=
n>,k,m

xn-m (iz)n

	

(xzi)n-m
= (iz)m

(n-m)! ri>,k,m (n-m)!

Ilak ' Ilr :5 iza m exp (r Iz1 ),

¡lak

	

r
p

	

( a

	

)= sup

	

-- exp

	

( r 1 zl )
r,¿

	

k

	

m

	

F-m
M

	

M

	

6
m

Aixb últim demostra que ( ak) és acotat. És ciar que T no és una funció

entera qualsevol, sinó que el seu creixement és controlat. Perqué

com que T E EM (r) , és

I T(f)I
G A

	

pr,b (f)

	

'

	

Vf EEM(r) ,

n
per z uns certs A,t>0. Per a f= ez , IIeIn! ¡¡

	

=

	

Iz1

	

exp r Ilm zl

	

i

p
r, £

( ez)=

	

ÍM(

	

1 z1 /£)

	

exp

	

r I Im zI

	

i

	

trobem

(10)

	

l T(z)l b A

	

~M(

	

) z 1

	

) exp r Ilm zi

	

,

	

z6( .

Sigui HM(r) Ilespai de les funcions enteres F que satisfan

una acotació com (10), per a uns certs Ap0" L'espai

	

HM(r, C )

	

de

les que satisfan (10) amb E fix, és a dir, les F t .q .

I F(z)I

	

= O (

	

- -M(
Izl) exp

	

r I Im zI )
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és un espai de Banach amb norma

1 F(Z)1
11 F11

	

= sup
r,E

	

zb0;

	

A M( (z1 /6 ) exp r Ilm zl

HM(r) és la unió d1aquests espais de Banach i hi podem considerar

per tant la topologia inductiva.

Així hem vist que si T e EM(r), aleshores

	

T f HM(r) .

	

La

resta dyaquest apartat está dedicada a demostrar el recíproc . Més

concretament, a demostrar el segbent teorema tipus Paley-Wiener :

és un isomorfisme topológic entre el dual fort de EM(r) i Ilespai

HM(r).

(0. 3. 1 .-} Teorema . - La transformada de Fourier T F--.--'T

Si HM designa la unió deis HM(r) amb la topologia

inductiva, és a dir, Ilespai de les funcions enteres F -t.q .

tindrem de la mateixa forma:

jF(z)I= O ( ^M( O1z1, ) exp Ollm zI ),

(0 . 3 . 2. ) Teorema. - La transformada de Fourier

	

T¡,-----j T

6s un isomorfisme topológic entre el dual fort de EM i llespai HM

Fixem-nos que a la definici6 dlaquests espais podem

sustituir AM
per una funció del mateix ordre. Una dlaquestes seria

la funció

M(t)=
n;0 tií

n

t n



que és la que sortiria al utilitzar les normes q

	

en Iloc de les
r,E

p

	

.

	

Per

	

exemple

	

, quan

	

Mn=
n!

	

Las

	

/

	

M(t)= exp

	

t

	

i

	

tots els HM(r)
r,E

i HM mateix resulten ser Ilespai de les funcions enteres de tipus

exponencial, dyacord amb el teorema de Borel sobre funcionals

analítics

cas , aixó últim és immediat .

Una vegada demostrat que

	

T I

	

i T és una bijecció, el

fet de la igualtat de les topologies, la forta i la inductiva, es pot

deduir de la manera següent:EM(r), EM són espais de tipus FS i, segons

[33] , la topologia forta deis seus duals és una topologia LF.

Aleshores el que cal veure és que dues topologies LF coincideixen .

Peró aixó és consegt)éncia dIun fet general fácilment deduTble dfun

teorema general de gráfica tancada ( [15 , pg . 148) segons el qual

dues topologies LF sobre un espai de funcions més fines que la

topologia de la convergéncia puntual coincideixen (és a dir, les

LF-topologies són tan rígides com les F-topologies ). En el nostre

Així doncs, és suficient de veure que Tl---i T és una

bijecció tant a (0 . 3. 1 . ) com a (0 . 3. 2. ). Peró de la injectivitat a

(0 . 3. 1 . ) deduTm que els

	

ez són densos a EM(r) i en particular EM

és dens a EM(r). Aleshores el dual de E
M

és la unió deis duais deis

EM(r) ( segons Kbthe, el límit projectiu lim EM(r) és reduPt ). Per

tant, és suficient de veure Ti-.-~ T

	

és una bijecció á (0 . 3 . 1 . ) i per

aixó que

	

T= 0 implica

	

T= 0 i que si F E HM(r)

	

hi

	

ha . T a EM( r)

t . q.

	

T-- F. Segueixen ara una shrie de fets generals sobre funcionals



1ineals continus a E'(rjper a arribar a conhixer Ilexpressib general

dIuna T E EM (r).

Per a féE(r)

	

i

	

mEN, posem

	

Uf Ur

	

= sup

	

llflj)11 r

	

.

	

Sigui
' m

	

0gjfm
A

	

Ilespai

	

de

	

les successions

	

f = ( fn), amb fn E E(r)

	

i

	

t . q.

Q

	

(f )=r, m,¿

	

n>,0

f 1.-1

	

f = ( f(n) )

n
E nn

n

VmeN,VE>0. A és un espai de Fréchet i

c 00

identifica EM(r) amb un subespai tancat de A com ho demostren les

relacions
Q

	

(f )= q

	

(f)r, O,E

	

r,E

IIf(n ) I)

	

liftnlli 4_II(f -)tn) 1I

	

~" '
4.Ilf(ml)ln11I

r, m r r

	

r
Q (TI=
r,m,E

	

"

	

n>,0

	

£n Mn

	

rv,0

	

£ n Mn

=
greb

(f)

	

L
qr,E

(f')

	

4

	

. . . . . . a-
qr,E

(f(m) )

	

(

	

Per

	

a m>, 0 )

juntament amb la continUltat de la derivació a EM(r)

Suposem que T Las un funcional lineal continu sobre A,

1T(f)Ic A Q
r, m,E

(f) ,

	

\f feA

Si in; E(r) 1

	

1 A és el que posa E(r) en el Iloc n 1 0 en els altres

T = To i

	

sbn elements de E"(r) t . q.
n n

(1 1)

	

I Tn(f)I ~I A

30

En M
n

Vf E E(r),

	

n=0, 1, 2, . . . . . . ,



(12)

	

T(f)= >-~

	

Tn(fn)
n>, 0

lineal continu sobre A . Aleshores tindrem:

acotada a E'(r) per a un F > 0.11

Recíprocament, si els T
n
compleixen (11),

	

(12) defineix un funcional

11 Llexpressió general dfun funcional lineal i continu

sobre EM(r) és

T(f)= <Z

	

Tn(f
(nl

)

	

,

	

f fEM(r)

	

,
n>, 0

on Tn E E'(r)

	

estan

	

Iligades

	

per

	

la condició (11), és a dir, que

	

la

successió ( e
n
M
n
T
n

) sigui equicontinua pera un r>O, o equivalentment,

Ara aplicarem la transformació de Fourier a aquest

enunciat, per saber quina és Ilexpressió general dIuna T amb T 6 EM(r) .

Primer de tot, cal observar que E'(r) stidentifica amb llespai de

distribucions amb suport dins Kr. En efecte, si T és una distribució

rnl
amb suport dins Kr, és conegut que T(f)=0 si f' (0)=0 Vn,VxeKr ; aixó

vol dir que T slanulla al nucli de llaplicació restricció

E

	

-; E(r)

f i-

	

-~

	

f 1K
r

que, per tant, factoritza a la imatge ; ara bé, aquesta Las E(r), de

manera que podem entendre que T e E'(r). En lialtre sentit és evident.

Així, el teorema clássic de Paley-Wiener caracteritza les transformades

de Fourier deis elements de E'(r)

3 1



11 La transformació de Fourier és un isomorfisme topológic

de E'(r) amó Ilespai de les funcions enteres F que satisfan

(13)

	

I F(z) I

	

1!~-

	

A (

	

14. 1z1)m

	

exp

	

r) Im zl

	

,

per a uns certs A, m( aquest últim amb la topologia LF evident) . 11

( La raó per la que en Iloc de A no es considera Ilespai de successions

( fn) amb fn funcions continues tals que

és perqub no hi ha un analeg d 1 aquest teorema per a mesures ) .

En aquest Gltim espai un acotat és aquell pel que serveixen

la mateixa A i m de (13) per a tots els elements perqub éssent un

LF complet, un acotat és un que ho és en un deis termes ( [15] , pg . 148).

Per Gltim, e(Z)= (iz)n ez . Amb tot aixb, apliquem la

transformació de Fourier a Ilenunciat anterior i obtenim:

32

per a uns certs A,£ , m.

	

11

11 fn

	

r
n
Mn

.d. C20

Llexpressió general dluna T(z) amó T eVr) és

(14)

	

T(z)=_7 F (z) (iz)n
nn;0

on T
n
= F

	

són funcions enteres t . q.

	

existeix F.> 0

	

de manera que
n

E nMn Fn	satisfb (13) amb A i m independents de n. Breument,

	

Fn

són funcions enteres t. q.

A
(15)

	

(Fn(z)I!É
n

	

( 1J-Iz~)m exp r(lmzI ,

	

z£0;,
Mn



Demostrem ara que T F----j T és injectiva .

	

Suposem,

doncs,

	

que

	

T (z) =

	

O i demostrarem que

	

T (f) = 0 V f E EM
(r)

	

.

Si les F

	

són les de (14),

	

considerem la funció de dues variables
n

comp lexes

Com que F

	

satisfá (15),
n

G (z, w) =

	

2:

	

Fn (z) (i w)n
n >, 0

~ G (z,

	

w) I !C- A (14-

	

1 z l )m
l/MM

(

	

IWI

	

)

i com que/
-M

	

i
nM

	

són del mateix ordre,

	

podem sustituir jUM per 1
M

(16)

	

G(z,

	

w) I

	

A (11- Iz1 )m

	

~M(

	

)£I

	

)

	

exp

	

r Ilm zI

La hipótesi

	

T (z) = 0

	

significa

	

G(z , z)

	

=

	

0 .

	

Per tant,

G (z, w) = i (z - w) H (z, w) amb H entera .

	

H també satisfá una

acotació com (16) perqué per a iz-wf >, 1

	

és evident i per a I z--w~ 5 1

és consegtléncia del principi

	

del

t

mbdul mhxim .

Desenvolupem H (z , w) en série de poténcies de (i w)

H (z, w) =

	

5_ G
n (z) (i w)n

n >,0

Per les desigualtats de Cauchy,

	

per a cada R > 0,

sup

	

`H(z, w )

IGn(z)I-

	

14R

	

n

	

.r- A ( 11 1z1 )m exp r Pm z~

	

M S
-

	

R rl

G
n

(z) I !EA (11.

	

Iz1 )m

	

exp

	

r I Im

	

z1

	

inf
R>0 RrI



( R

=

	

-M E
ñ (14- iz1 )m exp rllm zi

	

inf
R>0 ( _R )n

i per (7),

Per tant,

	

també

	

Gn =

	

Sn

	

amb Sn E El (r)

	

que satisfan

	

(11)

	

.

	

Ara,

Ara,

VfEEM (r) .

34

Mn

A

	

(ll1 z1) m

	

exp

	

r I Im z+

	

(sup

	

t
n

	

)-1
F,n

	

t>0 ~1 M(t)

A
IGn(z)I

	

L

	

(11-1 z+

	

)m exp r Im z ,

	

tYn , vz .
n

G (z, w) = i (z -w) H (z, w) = i (z -w) I>- .'

	

Gn (z) (i w)n =

n>0

=

	

i z Go (z)+

	

( i z Gn (z) -Gn-1 (z) ) (i
w)n

,
n>, 1

demostren

	

que

	

Fo (z) =

	

i z

	

Go (z) ,

	

Fn (z) =

	

i z Gn(z)~Gn-1 (z) per z n ) i .

Com que

	

Gn = Sn ,

	

i z

	

Gn (z) és la transformada de

	

f '

	

/ Sn (V) ,

de manera que

T n (f) = Sn (fi) -
Sn_1 (f) , To (f) = So (f 1 )

T (f) = Tn (f(n) ) =

	

S0 (f,) 4.

	

z

	

Sn (fInL 1))-Sn-1 (f (n) ) = 0 '

n >,o

	

n>,1



Demostrem 'ara que T r--3 T és exhaustiva .

	

El que

cal veure és que tota FEHM (r) es pot escriure com (14) amb les

Fn

	

de manera que compleixin (15) . Per a fer aixb,

	

és suficient de

demostrar que existeix G(z, w) tal que compleix, (16) i de manera

que G (z, z) = F (z) perqué, aleshores, desenvolupant

	

G (z,w) en

poténcies de (i w), dóna el que volem, tal com acabem de fer fa

un moment . Emprarem el següent lema que és una modificació del

teorema 4.4.3.de [IS1( [37] ) .

Lema:. - Siguin S i Si C-subespais complementaris de

C n

	

i

	

una funció plurisubharmbnica

	

t. q.

II ( ~~ ~~

	

C

	

si ,EC n , ~1ESI i
11,1

1 ,

per a una certa constant

1
C . Aleshores, si u és una funció analítica

a S t . q.

(u(
2
exp -T dTz.oo

5
on de designa la mesura de Lebesque a S, hi ha

	

una funció

analítica U a

	

C n t . q. ' U = u a S i

f
I UI 2

e-y (1L

	

2)_3k

	

dm
(1)!5 C,

C2

jui2 eT Or

on dm és la mesura de Lebesque a

	

, k la dimensiü de SI i C'

només depén de C ,//

Suposem,

	

doncs,

	

que

	

FEHM(r), és a dir, que

	

F

	

satisfá

(10) . Utilitzarem el lema amb
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Finalment, de (10)

S=

	

1
(z,z) ,

	

zEC~

	

,

	

Si

	

= {(z',0) ,

	

z,EC
}

u(z,z) = F(Z) ,

(z, w) = 2r I Im zl L 2 log

	

ANI((ii) 1_ 2 log ( 1

	

)w, )?

Es ciar que el
1er i 3er termes de la dreta són funcions pluri-

subharmbniques emprant els criteris 1 . 6 . , 2. 6 de (18) . També,

~w-~
log

	

~~M(

	

) =sup (in log IwI - n log E - log Mn )
6 n

és subharmbnica per 1 .6 . 2. de (18] . Per tant, Y és plurisubharmbnica.

Per a Izij--1 ,

l~(zt-ZI,w) - Y(z,w)I

	

=

	

2r
11

lm zj-z'I -Ilm zil :É

	

2r .

1u(z,z)1 2 e y =o(( 1J-1z1)-4 ) .

Aixi es compleixen totes les hipótesis del lema i hi ha per tant

G(z, w) entera tal que

	

G(z,z) = F(z)

	

i

b(z,w)I 2 e-'? (11-,z,2t,.(wi2)-3 dm

(t 2

d_, co

Cal convertir ara aquesta estimació en una del tipus (16) . Tenim



sent i t que

i redefinint f >O, trobem que,

G(z, w) e-
`(/2

	

e X4/2 ( l .,_ I z 12 4_ I w
12 ~/2

11 (z , w)-(z. , W.) 11
e- 1 11-1z121-

(w(2\3/2

	

dm1
2

IG(z,w)1 2 e-Ip (11_1, z( 2 L_

	

IWI2 )-3 dm
T

sup1 ele (14-1z1 2 l- IwI 2 ) 3,

	

,1(z,w) - (zo,wo ) II

(on t és el volum de

	

la bola unitat de

	

(t 2 ) .

	

Ara,

I G(z o , w0)¡
2 c const.

	

sup.

	

(11 (Z1 2 4. 1 wp

	

)3
~2

()

	

~ )

1 z-zot<1, lw-wo 1ct

(1J_IWI)4

	

exp

	

2r 11, zI

Iw ( 1 1
1

	

!j const (11 I zo(2 L jwo1 2
) 3

	

~2

	

(

	

o

E

	

)

	

(2 1 Iwo( )4 exp 2C I Im zj ,

IG(z,w)I

	

=

	

G( (1 J-(z()m (11-Iw(~

	

(' ' )

	

exp

	

r Ilm ZI~

Si ara veiem que

	

(11-IWI )n

	

es pot llabsorbiril a ~ ( 1WI ), en el

(1LIw( )n ~,
(IWI

) -
O( "lvt (OIWI» ,



aleshores ja haurem acabat . Per aixó í:s suficient de veure que

~M(t) absorbeix 1i-t, és a dir, que absorbeix t. Perb de (2),

tnl 1

	

A

	

tnL 1 HnL 1

	

A
t a

	

(t)= sup

	

c

	

sup

	

c

	

H

	

M( Ht) .
M

n Mn
H

n Mn1.1

Amb aixó acaba la demostracib deis teoremes (0 . 3. 1 . ) i

	

(0. 3 . 2. ) .

E
M(r), EM

sbn espais analíticameni uniformes

	

( AU-spaces ), segons

la terminologia d§Ehrenpreis ( [4],[1 1 .1 -~[45] ) . En el nostre cas

aixó vol dir que existeix una familia IK de funcions continues i

positives a 0;

	

t . q .

	

IF(z)I / k(z)

	

--+> 0

	

quan Iza --; ao

	

, VFEHM(r)

( resp.

	

V Fe
HM

)

	

i

	

V k r.W.

	

i

	

la topologia de HM(r) ( resp .

	

HM )

3 8

Una consegúhncia deis teoremes (0 . 3. 1 . ), (0 . 3. 2. )

	

és que

coincideix amb la definida per les normes

j F~z)I
11 F il k= sup

zE(L k(z)

( [45] ) . En el cas que ens ocupa la famflia K és, pera HM(r)la de

totes les funcions continues positives k!z) que dominen

AM(
Iz1 /a ) exp rllm zi VE> 0, és a dir, les k tals que

(17)

	

-_M(
IZ( )

	

exp

	

rllm zl= O ( k(z))

	

,

~
VE>0, i per a HMla famflia de les k que dominen "M(

Iz-l ) exp rllm zl
e

VE> 0, Vr> 0, és a dir, les k tals que (17) és válid

	

VE> 0, V r> 0

( £451C46] ) .

Dlaquest fet es pot deduir una representació deis elements



de EM(r), EM coma integrals. de Fourier en el sentit funcional . Si

f aEM , f és un funcional lineal continu sobre HM , i existeixen una

constant C > 0

	

i

	

una k que domina

	

totes

	

les

	

;k m(1z1 /¿ )

	

exp rI Im zI t . q.

I( f,F)I 1 C IIFII k

V F E HM . Podem estendre, per Hahn-Banach, aquest funcional a

Ilespai Lk	deles funcions F contínues a (t

	

t . q .

	

IF(z)I / k(z) ----> 0

quan lzl---loo . Com que tot funcional sobre Lk és de la forma

F(z)

	

d/ _(z)

	

rk z

per a una certa mesuraacotada ,^ a (r, arribem a la representació

F(z)
(18)

	

( f, F)=

	

d,tl (z)
k (z)

Així, tota f E EM
determina una k i una~,l,l

	

de manera que (18) va¡

!! F eHM . Si F= T, lis a dir, F(z)= T(ez ), (18) és

V T, i aixó significa que

T(f) =

f =
ez

k(z)

d~ü(z)

en el sentit funcional,

	

Quan T = g x
, trobem la representació de f

39
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(el fet que k domini tota
~M

( ~z I ) exp r 1Im zI i per tant tot

P(Izl) exp r 1 Im zl amb P polinomi, garanteix la convergbncia de

les integrals i permet de derivar sota el signe integral) . Donats

r, 6 > 0

	

és

i per a ixl sr,

Aquesta és la forma general dyuna

	

f e EM,

	

ja que de (19) ,

f(n) (x)

	

_

	

(iz )n exp (ixz)

	

d

	

(z)

k (z)

ek Zi xz)

	

d

	

(z)

exp r Ilm zI c C k (z)

1
n)(x) j :É

	

exp

	

r I Im zi

	

z{sup

	

c
C

	

{{ sup

	

I

	

(zlIf"

	

~ ~~~~

	

l
z

	

k (z)

	

z

=

	

C

	

{

	

{~

	

i n

	

sup

	

=

	

Cl~ l,

	

¿
n
Mn

z

	

(

	

~ z, )
M E

on hem tornat a fer servir (7) .

	

Ara,

	

tenim

IIf(n,11r
!,
C (£) E n Mn

i fEEM . Tot el mateix seria valid per a una féEM (r), només que

en squest cas k dominaria

	

z
M

E



Una representació semblant a la (19) es pot deduir sense

utilitzar que els espais són A. U.

	

Raonant de la mateixa forma, una

f E EM	ésun funcional lineal continu sobre

	

HM .

	

Com que aquest

lis el

	

límit inductiu deis HM (r, E )

és continu

	

V r, V £ .

	

Dé la mateixa forma arribem a veure que

Vr,V£

	

existeix una mesura

	

acotada a

	

0;

	

t . q., per a (x(_ r
r E

exp (ixz)
(19 bis)

	

f(x) IZ I

	

d
r~£

(z)

~M
( £ )expr1Imz`

De la mateixa forma faríem per a

	

EM (r) .

	

Les represen

tacions (19) són forma Gtils i les farem servir alguna vegada .

Unaaltra conseg0bncia de (0 . 3.2) és que els polinomis són

densos a EM (r), EM , perqub els ez	hosón i hem vist que el

,desenvolupament de Taylor de ez és convergent per la topologia de

EM (r), EM (una demostració directa d1aquest fet es troba a [37] ) .

0 .4.- El teorema de Denjoy-Carleman

Mn = n! , EM és Ilespai HJa hem vist abans que quan

de

	

les funcions enteres.

	

Per tant,

	

f£EM

	

i

	

f(n) (0)

	

=

	

0

	

\f n

	

implica

f = 0 . Llany 1912, Hadamard proposh el problema de trobar condi-

cions necessáries i suficients sobre la successió M a fi que

f(n) (0) = 0 impliqui f = 0- . Una classe de funcions diferenciables

4 1



que compleix aixb es diu quasi-analítica . Diferents autors tractaren

el problema (Denjoy, Carleman, Ostrowski, Bang, Mandeljbrojt ) ,

si bé el resultat final es coneix com el teorema de Denjoy-Carleman .

Aquest teot"ema caracteritza quan la classe

42

n >,0

C { Mn}

	

= 1 f a E /.D C, £ > 0

	

t. q .

	

II f(n)11

	

C£n Mn

(que está formada per funcions amb totes les derivades acotades a

R) és quasi-analítica pero; amb petites modificacions técniques, la

mateixa demostració va¡ per

	

a

	

EM.

Observem també que per a EM , la no quasi-analiticitat

equival a Ilexisténcia dyuna funció a EM amb suport compacte, no

idénticament

	

nul" I!a :

	

si

	

f(n1(0)

	

=

	

0 V n

	

i

	

f (c() #

	

0 amb ot> 0, si gui

g la funció que és 0 per a t -10 i

	

igual a -f per a t

	

>~ 0 .

	

É~-s ciar

que g e EM ; la funció

h (t) = g (t lo()

	

g (e(- t) ,

está a

	

EM , ja que EM és una álgebra,

	

h (t) = 0 si tÉ -4 o d !É t

és

	

a

	

dir,

	

spt .

	

h c[-°t,«J

	

i

	

h(o)

	

=

	

9
2

(a()

	

=

	

f2 (d)

	

>

	

0

Enunciem ara el teorema de Denjoy-Carleman ( [2], [30], [39j)

(0.4. 1 . ) Teorema de Denjoy-Carleman.-

	

La classe EM

és quasi-analítica si i només si es comp 'leix una de les condicions

següents, que són equivalents

Mn 4. 1
1

M ñ
n

-_ ep



00

log ~M (t)

(c) dt

1 1 t 2
0
00

log
/MM

(t)

(d)

	

di
2

1 1 t
0

EM queden repartides en tres grups :

equivalentment, segons (0 . 2. 1 . ),

A partir del teorema de Denjoy-Carleman, les classes

1) El grup analític , és a dir, les EM t . q.

	

EM C H ,

	

o

1
n

00

II) El grup quasi-analític ("escrivim q. a.) no - anal-ític, és

a dir, les EM amb Mn tals -que compleixen a) i

M 1
ñ

sup (
n

)
n n!

111) El grup no quasi-analític (escrit n. q . a. ), és a dir,

les EM amb Mn tals que compleixen

M

o una de les equivalents .

Com exemples més característics de cada un deis tres



grups tenim ; ( totes compleixen les hipótesis (1) i (2) )

0

a
1) M = (n!)

	

amb ís I puix (a) duna
n

II) Mn (n log n)nperqub

no está acotati (b) dóna

1
M(

	

n ) n

	

= lognn
n

es diuen les classes de Gevrey.

n logn
que és divergent .

d
III)

	

M
n =

	

(n!)

	

amb m>) puix

	

(a)

	

dóna

Quan E
M

sigui no quasi-analítica, la notació DM

indicará el subespai de E
M

format per les funcions amb suport com-

pacte. La topologia que E
M

indueix a DM és definida per les normes

p

	

(1)

	

=

	

sup

	

r

	

f> 0

	

,

	

T E DM

Donarem ara una demostració del teorema de Denjoy-tyar-

leman en el context del teorema (O. 3. 2 . ), que també necessitarem en

el capítol 2 ;

Que E
M

sigui quasi-analítica, és a dir,

f EEM,

	

ft nl(0)

	

=

	

0

	

Vn

	

-->

	

f

	

=

	

0

	

,

2-
na

Aquestes

( (n) sigui un conjunt total a E
M

equival a que

	

1, pierqui' el dual de

44



EM és EM , al ser reflexiu ( tot FS és reflexiu ) . Com que

(~(n) ) ^(z)=~(n)(x _exp ( ;xz)

el teorema (0.3. 2 . ) ens diu que E
M és quasi-analítica si i només

si

	

els

	

(iz)n formen un conjunt

	

total

	

a HM ,

	

és a dir, si

	

i

	

només

	

si

els pol inomis són- densos a HM
.

Suposem que . EM és q . a.

	

, és a dir, que els pol inomis

són densos a HM. En particular,

¡¡m P.(z) = exp (-iz)
1

a HM per a uns certs polinomis Pi . Fixem una k(z) que domini tota

lz~
M(£

) exp r 1 Im zI ; pasant a una part cofinal, podem suposar que

( només per a aquesta k ), és a dir,

I Pi(z) I = C

	

k(z)

V i

	

i z E C . Considerem ara

	

la fórmula

+00

1

	

y 109 I P.(t)I
109 IPi(z)I

	

2 2 dt
Tr

	

í (x-t) 1- y
z=XJ-iy , y: 0

( que és válida per a tota funció entera de tipus exponencial zero,

veure (51 , [29, o bé el darrer Capítol 6 ) .



és a dir,

46

log

Junt amb Panterior, arribem a

-140

dt
(x-t)2

	

b

+s0

1

	

y log k(t)
= 109 0-

	

dt

	

, z=xl- iy , Y>0
Ti-	(x-t)2 L y2

_o0

(

	

suposem que k(t) >. 1

	

; la integral anterior és en sentit general,

pot prendre_ valor +eo ) . Pasant ara al limit, trobem

+e*

00

'1

	

y log k(1;)
log Iexp(-iz)I6 C L -

TT
f

(x-t)2 L y2
o0

1

	

y log k(t)
y á C 1---

	

2

	

2

	

dt
Ti-	(x-t) l y

_ten
Especificant a x=0 i dividint per y

y log C 6 log

	

k(t)

C

	

2

	

log k(t)
-_--1-

	

2 2 dt Vy>0 .
y

	

TT

	

lo

	

t 4. y
00

2
y

dt , z=xliy , y>0

C

	

1

	

log k(t)
1 is -- L -

	

dt =y

	

-TT

	

(x-t)2 y
i

2

log ~M(t)
Si fos

	

2 dt Goa

	

, podriem construir una funció
j 1 1- t

	

tú
0

	

log k(t)
k(z) que domina

	

AM(i()

	

exp r f im zI `l¢, r i

	

t. q.

	

2

	

2
dt <eo

	

i
£

	

í

	

(x-t) 1- y
0



Ilon- arriba 'a contradicció fent

	

y

Pel recíproc és suficient de demostrar que exp (-iz) és

aproximable per polinomis a

considerem

11 Ft

	

11
Itir,

	

E/Itl

On Ft (z) =

	

F (tz) ,

	

Com que,

	

per a t140,

Ft (z)
sup
z

En efecte :., fixem t E fR ,

	

i

~m((t

E
) ) exp Itr Im zI

__

	

F (t z) j
sup

	

=

	

F
z

	

~M(
( t

	

z!

	

) expItr

	

Im z I

	

r,e

T t
és continua .

	

Aleshores, si Pn (z) -j exp (-iz) , també

Pn (t z) --..~ exp (-itz), és a dir, exp (itz) és apróximable per

polinomis

	

V t .

	

Com que les funcions exp (itz),

	

t e IR, sbn denses

a HM	(exp (itz) _ (~ t )^(z) i evidentment les ót	són,densesa Em1 ),

coneluNque els polinomis són densos a HM .

Així cal . veure que exp (-iz) és límit de polinomis a HM .

La prova que es dóna ara és una el . laboració de la demostració

de Bang ( [2] ) .

	

El desenvolirpament de Taylor

(-iz) n
exp (-iz) =

n>,0 n!



no pot ser convergent a HM ; si ho fos , pel raonament anterior ,

també ho seria

teFR . Llavors , a la representacib (19) podríem commutar per

obtenir

Perb de la mateixa fórmula (19) hom veu que

Aleshores , tindríem que

48

tn

	

)

	

(iz)n

f(t) =Z -

	

d~t(z)
n>0 n!

	

k(z)

(itz) n
exp (itz) =Z

0 n !

dpt(z) = f(n) (0)

t
n

n!
f(n)

	

(0)

f EEM ,

	

t EFR

n>,0

per a qualsevelféEM , t raR

	

és a dir , que qualsevol feEM és enteró,

cosa evidentment absurda ( hi han classes quasi-analítiques que

contenen estrictament H , com

	

la corresponent a M
n
= ( n log n )n ) .

Aixb justifica que cal mirar altres tipus de desenvolupament

de exp (-iz) . Aquests els proporciona la següent generalització de

la fórmula de Taylor , deguda a Bang ( [2], (30] )

Lema . - 11 Si f és una funció de classe Cn a un

	

interval I ,

x0 , . . . . , xne I , aleshores



(20)

(21)

	

exp (-iz)=

f(xo) = ~

	

(-1)j f(j)(xn)
j=0

J

j=0

n-1

	

0

(-1 )J (iz)j

dxJ l.

x,

	

t
(_1) j

	

J f(j)(t)

	

. . . . .

	

dxJ-1 dt
j=o

x
j-1

	

x
j-1

	

fxj-2

	

x1

,a

	

a

(

	

. . . . . . . . i

	

designa el valor 1 pera j= 0,

	

át pera j=1

x
j

	

xj-1

	

x 1

	

x
1

a

	

ti- 1

	

r2

	

Z 1

	

,
i

	

. . . . . . f

	

dr'

	

d~ . . . .

	

dr-2

	

drj-1

xj x
j-1 x2 x 1

en el cas general ) .

Fixem z i apliquem el lema pera f(x)=exp (ixz), x
0
=-1,

x = 0. Tindremn

n

J- z- (-1)J

	

I

	

(iz)J exp (itz) I

	

. . . . . . . I

	

dxJ-1 dt=



Tot rau en triar els xk de manera que

	

Gn --) -0

	

a HM

1A

	

n ~l 1
quan n ----> ea

	

. Definim
/

	

n=
Mn-1

	

Mn , n~~ 1

	

i

	

«n=(1111 / k

	

)-

La hipbtesi és , segons (a) de (0 . 4. 1 . ), que

elecció deis x . és
J

x =-1, x 1 =-1 4.
c(n,,~" 1

	

, x2=-1 L« 5m1 542
), . . .

j
x .= -1 1- an

	

IJ

	

I=1
. . . . . ,

Amb aquesta elecció deis x,
J
está demostrat a [30 pgs 111-11j el següent

Ara,

50

n

del teorema. Perb,

( el cros

(0.4._2,1- Lema_.-

t

x,
J-1

x,J-2

fx
j_ 1

	

Ix
J,-2

	

1.1

C( --n->n>
0. La bona

n
xn = _1 J- <n	~ I	= 0

I=1

n

dxJ = const . ~_ p(J
j=0

n

Amb Pn i

	

Gn definits per (21)

	

i

	

Ilanterior elecció deis x
J
.,

demostrarem que Gn ---~ 0

	

a

	

HM(1, 1) i haurem acabat la demostració

x_

	

t
G

	

(z)

	

J

	

WJ

	

expl Im z l

exp ¡¡m z I

	

j=0

	

' Tv1((z1)
exp'Im z i

n

	

. . . 1

	

dxJ- i dt
"M(~z~

	

x,

	

x, 1x

dxJ-1

	

és positiu per a

	

x .

	

< t~ x, ).
J_1_ J

J-1

	

J-1 1



sup
z

Gn(z)

	

n x .
J

l

	

mj
explim zI

	

j=0
x

j_l

	

J,_1 _1

const.

n

j=0

( on hem utilitzat el lema (0.4 . 2. ) i

	

(7)

	

) . Com que

a? nez 1 per a n gran i

00

~~ Gn I) 1

	

1 !5 const .

	

G_.0( j

	

eJ

	

=
0

0( en

1- o(
n
e

Bang ( [2] ) aplica el desenvolupament (20) directament a

les funcions f e EM. Hem

	

demostrat el teorema dlaquesta forma perqub

aquest mateix métode servirá en un capítol posterior per a obtenir

dxj

per a n gran . Fent n -~ co, veiem que IIGn i¡ 1 . 1

	

--> 0 i ja hem acabat . //

dIuna manera més cómoda propietats de convergéncia del desenvolupament

de Taylor de les f 6 EM	(és mis senzill dlavaluar

	

sup

	

que suprems
z

de funcions i de Ilurs derivades ).





CAPITOL 1

LES CLASSES EM , EM(r) COM A ÁLGEBRES TOPOLÓGIQUES

En aquest capítol tractem g0estions generals entorn de

Ilestructura d1álgebra de Fréchet de EM(r), EM . En el primer

apartat calculem els espectres dfaquestes hlgebres . En el segon

estudiem la g0estib de quan sbn localment multiplicativament con-

vexes, güestió que és important en estudiar qualsevol álgebra de

Fréchet . Finalment, el tercer apartat és dedicat a llestudi de la

inversibilitat, és a dir, de quan hom pot assegurar que

	

f1 E E
M

si f E EM i f no sianul .l a mai . Ntés endavant estudiarem més a fons

cadascun dels tres grups separadament ( el grup analític, el grup

quasi-analític no analític i el grup no quasi-analític).

1 . 1 . -

	

Llespectre de EM(r), EM .

Aci utilitzarem els teoremes (0 . 3 . 1 . ) i (0 . 3 . 2. ) per

calcular Ilespectre de carácters de EM(r), EM (entenent com a

carácter un funcional lineal continu multiplicatiu) . Si volem fer

servir els teoremes (0 . 3. 1 . ) i (0 .-3. 2 . ) cal, primer de tot, expressar

que T és un carácter en termes de T . Com que les funcions ez ,

z fl(, formen un conjunt total, T és un carácter si i només si

T(z4-z1) =T(z) L T(z1) . Ara bé, una funcib entera F que satisfá

53



F (z4-z1) = F(z) F(zi) per a qualssevols

	

z,z1 E O és de la forma

F(z) = exp izw per a un cert w E 0: .

Dlaquesta forma, si volem calcular, per exemple, Spec EM,

hem de buscar w e O t. q. la funcib ew(z) = exp (izw) pertany a HM,

és a dir,

(1)

	

I exp

	

(izw) I

	

=

	

O (Am(01z1)

	

exp O Iim

	

zi ) .

que és el mateix que

A~M(
Iz

II )

5'4

Si w = a - bi i especifiquem (1) a z real, tenim

exp (b t)

	

= O
("'M

(OItl ),

	

t E FR,

exp I-I (Im zI ,

(2)

	

exp (t lbI

	

)

	

= O (%(O t) ) ,

	

t >

	

0

També,

	

(2)

	

implica (1) ;

	

si

	

exp (tIb1 )6 A
"M

(t),

	

t > 0,

	

per

	

a un

	

0,

exp

	

(iwz)
1

	

=

	

exp(-a

	

Im z) I exp

	

b

	

z I : exp

	

I al I Im zi

	

exp

	

I b1

	

1 z1

i se satisfá (1) .

	

AixI, pera

	

w = a - bi,

	

eweHM si i només si (2)

és cert .

	

Peró si b compleix (2), aleshores tot altre Tmbé ho

compleix .

	

Aixó vol dir que Spec E
M és

	

FR o

	

(t i que Spec EM = O

si i només si (2) és cert amb

	

b =

	

1 ,

	

és a dir, si i només si



(3)

	

exp t

	

=

	

O (~m(O t)

	

),

La funció

	

exp t és

	

la ill
N

	

de la successib

	

Nn = n! ,

	

i diacord amb

el teorema (0 . 2 . 1 . ) , (3) és equivalent a

sup
n

L o0

i a la inclusió EMC H = E.N .

	

Per tant,

t > 0 .

(1, 1 . 1 . ) Proposició.-

	

Spec EM és R2 o 0; .

	

Spec EM = O

si i només si la classe EM és analítica.

De la mateixa forma podem calcular Spec EM(r) . Ara

busquem w E C

	

t. q .

(4)

	

Iexp (izw)I

	

= O

	

AM(Olzl ) exp r Ilm zl )

Si w 112 és un dlaquests, igual que abans, arribem a (3),

EM(r) C EN(r) = H (Nn = n!) i Spec EM(r) = 0 . Si w = a E Il; també

ho satisfá i (al > r, escrivim (4) pera z=-it i arribem a

ó

exp a t

	

=

	

O (/ M(Oltl

	

)

	

exp r 1 ti ),

	

t E 11; ,

exp ()al t)

	

=

	

0 (Am(0t)

	

exp

	

r t),

	

t > 0

	

,



és a dir,

exp(faj - r ) t)

	

= O(

	

M(O t),

	

t >

	

0

	

,

i continuem exactament igual que abans.

(1 . 1 . 2. ) Proposicib . -

	

Spec EM(r) és

	

Kr S C .

Spec EM(r) = C si i només si la classe EM(r) és analíticaj/

Reunim les dues proposicions anteriors en un

(1 . 1 .3 . ) Teorema .-

	

En el cas analític,

	

Spec EM =

= Spec EM(r) = C . En altre cas, Spec EM(r) = Kr i

Spec EM = R2 . //

Fixem-nos que, en particular, , EM i EM(r) són simultá-

niament analítiques o no . En aquest cas, és ciar com un w e C

actua com a carácter : tota funció f de la classe extén a C com a

funció entera, a la qual continuo anomenant f i w(f) =f (w) . Com

que totes les classes contenen x, també és ciar que la topologia

de Gelfand és, en tots els casos, la topologia usual . El teorema

és un exemple més que llespectre diuna álgebra de funcions (en

principi, de variable real) retroba el domini natural de definició

de les funcions de Pálgebra. El mis significatiu és aquesta mena

de salt brusc que hi ha en Ilespectre : de 1R a C .

	

Per exemple,

no podem esperar trobar, amó la definició (3) Cap 0, classes de

funcions que tinguin bandes Ilm z1!j S com a domini natural de

definició.



1,

	

2,

	

-

	

I .

	

a

	

I, ti i . -c .crrrvr:xjtnt,

I-109,1 diri (4ur : urt:r .'tl~lcair :r A I<)c_ .rlrrtr,rtl cortvc:xa í: :~ lucalrru:rtt

rnultiplicativ :urierrt convexa (breument,

	

1, m, -convexa),

	

Si la leva

topologia pot f" ssc:r definida per una família de sc:minormes

	

(qi) t . q .

qi (ab) !!!:- qi (a) qi (b) per a tot i,

	

a, ti E A, (voure [34],

	

[36] o f5Gj) .

El fet que una álgebra I, c,

	

sigui 1 . m, -convexa és forpa important,

ja que per a aquestes hi ha desenvolupada una teoria general paraldela

a la de les álgebres de Banach .

	

El prof>Ósit draquest apartat Las de

caracteritzar, en termes de la successib M,

	

quan s6n I -, m, -convexes

les álgebres EM, EM(r),

	

El resultat obtingut és el següent

(1, 2, 1 . ) Teorema,-

	

S6n equivalente ele enunciats següents :

(a)

	

EM(r) és I, m . -convexa,

	

br r > 0

(b)

	

EM és I, m . -convexa .

(c)

	

hi ha constante A, B, K) 0 tale qué

~M(mt)5 A Bm >m(Kt)m ,

	

t >0 ,

	

m E N ,

M1/n
n

(d)

	

la successib

	

Bn =

	

n?

	

és quasi-creixent,

	

és a

dir,

	

hi ha

	

K>0

	

t, q.

	

B

	

!~- K B

	

per a m !s n

	

,m n

Mn	1 ~n
(e)

	

la successib

	

A =(

	

)

	

és

	

quasi-creixent ,n n!

(f)

	

si

	

f£EM(r)

	

i

	

~

	

és entera,

	

o f E EM(r) .

Demostraci6, -

(a)

	

=>

	

(b), És inmediat ja que Eff és el

	

11mil projectiu

57
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deis EM(r) .

defineix

	

la topologia de

	

EM	i

	

t . q.

	

gn(f9) t qn(f) qn(g) V f,g E EM.

Donada pr,E ,

	

hi ha

	

n, A t . q.

Per aquest n, hi ha

	

B> 0

	

i una seminorma

	

pSA
t. q .

Alesioores,

(b) => (c) .

	

5igui (qn) un sistema de seminormes que

Pr,£(f)
!!jI A qn(f) ,

	

f & EM

qn(f) !i B

	

pSA (f),

	

f

	

E EM .

p
r,E

	

(f i . . . . fm ) ---5

	

A

	

qn(f1 . . . . . fm )-< A

	

gn(f 1 ) . . . . gn(fm)

A B

	

ps l (f 1 ) . . . . . Ps S (fm) '

i, en particular,

P r,¿

	

~ABm

	

P

	

, mmr,b

	

s,

Per a f = et i E = 1 , aixb dóna

que és (5) .

~1v1(m t) á A

	

Bm%1(t A) m

(c) =) (d) .

	

Per la fórmula (7) del Cap. 0



Fixem m. i prenem n>m ; suposem primer que min, és a dir, n = ms .

t .Com que t = s - , la relació (5) dónas

on hem suposat sense pbrdua de general itat que

	

B >1

	

i on hem fet

servir que sin . Prenem ara arrels n-simes

Ara,

B = 1
n n tsup \

	

,
1 n

.
/~

	

n E N
t>0

	

m(t)

xm(t) 5 A Bs /1M(K t/s )s c A BnxM(Kt/s)s ,

/1M(t)1/nc A
1 /n

BXM(Kt/s) s/ 25 C ~(K t/s) 1/m

P
C K

	

m

	

t >0

	

XM(K t/s)1 m

	

CK

	

Bm

novament per (?) del Cap, 0.

	

Per tant,

	

BmC K Bn	si mI n .

	

En

el cas general fem servir un truquet inspirat en [4'31 : posem

m s c n cm(sll ) i observem (veure apartát 0. 2. ) que n a
n

	

és creixent .

Aleshores,

Bn ms t70
l
~M(t)1

n >

	

P' C 1ms

	

t>0. . m(K t/s) 1 m

Bn>i Bms

	

i-

	

Bm

	

. >/
n

	

CK

	

m(sl l)

	

2 CK



i Bm 6 2CK Bn	per a m1n.

(d) =>(e) . És suficient dladonar-se que

	

Bn / An = ( n!)
1/n

/ n

té un límit finit diferent de zero ( per la fórmula de Stirling ) i per

tant queda acotat superiorment i inferior per nombres positius .

(e) t?(f) . El purit de sortida és la fórmula de Faa di Bruno

sobre les derivades dIuna composicib ( veure [2] ) :

(6)

	

( ~of)ln!(x)=G- k, (r(f(x))
111)(x) ) , . . . . .

ftr) (x) r

J

A (6), ~ recorre el conjunt de r-p les

	

Jl =( ~11 . . . . . , J r ), Ji¡, reN

tals que

	

1 12 124.3 131_ . . . . . Lr ~
r
=n i

	

,m _ ~ 1 ~ . . . . . .1 Jr .

Les k
z
sbn constants que tan sois depenen de

	

.

Suposem que f E EM(r) i

	

~EH. Fixem £> 0. Tindrem

(7)

	

I
f(ni (x)I 6

	

PrF (f)

	

£n Mn

	

( xjtr

	

,

	

nE N .,

Com que f(K
r

) és compacte, a cada I>0 I i correspon C(S)>0 t . q,

(8)

	

11~(f(x)), !t- C(á)

	

Y/~A !

	

,

	

Ixisr

Posant

	

(7)

	

i

	

(8) a (6)

	

i

	

sustituint M

	

per A
n

n1 , hom arriba an n

»of)Inl (x) 1 ` ~k,, C(1) 1,/`"! pr r, (f)

60

J

r 1
r (f) ~,

	

r M
r

P

	

=
r,E

	

r

= C(I) 8 nZ

	

kJ (Spr £ (f)

	

! ( A l	11)J! . . . . . ( Ar r!)Jr

	

x1 £r,

	

n EN .
J



Ara utilitzem la hipbtesi A ~ K A

	

per a món i escollim 5

	

1 .
m

	

n

	

- PrrE (f)

(
+

f)(nl(x)I~C(EK)-
An
2 k0	1!)J1. . . . .(r!)Jr ,Ixj¿r, neN .

J

Veurem ara com

Paplicaci6

k,,,M !

	

(1 !)

	

1 . . . . . . (r!)

	

r

J

creix amb n ( veure ~2] ) . Especialitzant (6) a f(x)=x/ 1-x, ~= f i x=0

hom troba que aquesta suma va¡ exactament 2n-1 n! . Ara, finalment

M
1 (~of)(n1(x)I

	

C (SK)n

	

n

	

2n-1

	

n! =
2 (2SK)

n Mn r
n!

per

	

a

	

Ixl4 r,

	

n E N, és a dir, ~of E EM(r).

(f) =>(a). Pel teorema 13 . 8 de [50) , una álgebra de Fréchet

A és I . m.-convexa si i només si per a cada a eA i cada funci6

entera

	

4)(z)=0 cnzn , la série

	

0 crean	ésconvergent a A cap

a un element de A, anomenat ~(a) . En el nostre cas, donada f E EM(r),

f

és lineal i té gráfica tancada, ja que si

	

~ a H i ~nof --> g

a EM(r) és g=~of. Per tant és continua i la convergéncia de n~ cnzn

cap a ~ s+aplica en convergéncia, a EM(r), de n cnfn cap a 0.
6 1



Aixf hem acabat-la demostració del teorema (1 .2.1 .)//.

Cal observar que les condicions del teorema (1 . 2 . 1 . ) sbn

bones en el sentit que si una succesib M les compleix, també les

compleix una successib equivalent que defineixi la mateixa classe ;

aixb és fácil de veure mitjangant (d) ó (e).

	

Com a darrer comentar¡,

no coneixem explícitament cap sistema de seminormes (qn) que defi-

neixin

	

la

	

topologia

	

i

	

t. q.

	

gn(fg) !c- qn(f)

	

qn(g) .

LIGnica classe EM que és analítica i ¡ .m.-convexa és H,

la corresponent a Mn	= n! (tota EM que sigui I . m. -convexa ha de

contenir H ja que H hi opera per composiciti i x r.EM; si es vol,

també perqub

	

A
n

está acotada inferiorment si és quasi-creixent) .
'

Dins les quasi-analítiques, no analítiques, la classe corresponent -

a Mn =

	

(n log n)n

	

és també

	

I.m.-convexa (utilitzant el

	

criteri

	

(d)

del teorema (1 .2.1J). Dins les no quasi-analítiques, les classes

de Gevrey corresponents a Mn =

	

(n!)

	

, w> 1,

	

són també I. m. -convexes

(aplicant el

	

criteri

	

(d)

	

a

	

la successib equivalent

	

n
nof

).

Una altra observació és que tot aquestt apartat romandria

válid sense la hipbtesi (2) del cap . 0 (amb la mateixa definicib de

EM) . Dins aquesta categoria hom té les segúents proposicions .

successib Mi t. q.

	

EMG

	

EMi ,

	

EMi és I , m . -convexa i que és la

mínima amb aquestes propietats .

(1 . 2 . 2. )

	

Propósicio. -

	

Per a tota successib M hi ha una



Demostraci6.-

	

A posteriori, /l,

	

compleix

~m ,(t) 1

	

C/1M(D t)

Suposef que totes les constants s6n 1 . Aleshores

!~ m(t)
n

>,

	

ml(t)n >,~MI (n t) ,

\
equivalentment, ~M(

t
n

	

)n ; ^Mi (t) .

	

Motivats per aix,

	

definim,

h (t)

	

=

	

inf

n;1

Es evident que

	

h(t)_¿ ^m
(t) ; també

%m f (n t) :!A 8n~MI(K t)n

h(m t)

	

=

	

inf

	

~M(mn

	

)
n

	

inf

	

~M( n t ) n-

	

inf

	

~M(k
)mk

	

=

	

h(t)m.
n=:nk

	

k>, 1
n>,1

	

k>, 1

n
Definim MI n	=

	

sup

	

t

	

;

	

és immediat que (Mi n)

	

és logarítmicament

h(t) :! Í4(t)

	

és

convexa (ja no diem que es compleixi

	

(2) del Cap. 0 ) . Com que

Mi n; sup

t

t n
Mn ,

i EM c EMI

	

.

	

Que EMi (as. I . m. -convexa ho demostrarí em

	

igual que

en el pas (c)

	

(d) del teorema (1 . 2. 1 . ) .

	

Suposem ara que EM c EMii
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i que EMii és I . m.-convexa .

	

Aixó vol dir que

Ara,

i EMi C EMii // .

ím y1 (t) 5C /M(D t.)

	

i

	

AMI 1(n
t) S

	

A Bn	" M11(K t)n .

"'M(n»C-n~i~(Dn)n>i
A-1

C-n B-n ~Mii ( DK )

Aleshores, tindrem

"'M(n)n

	

A

	

"Mii(B)

h(t) ), A "Mis( t

	

)S

per a

	

t

	

gran, i redefinint A, E3, per a tot t

	

.

	

Ara,

1
Per a

	

t

	

qran podem suposar,

	

fent més gros D,

	

queC L B_

per a t qran, on A i B s6n unes certes constante . Aixó significa

n

	

(
t

~n
MI

	

_t

	

A

	

su,

	

t

	

=

	

A Bn sup

	

B

	

= ASnMIn ,
tC-, )

	

m
t

-j-

)

(1 . 2.3.) Proposici6 .-

	

Si

	

EM
conté una EMI ¡ .m. -convexa

(que Las el mateix que dir que contingui H), aleshores en conté una de

máxima .
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h(t) és finit car la hipbtesi que EM conté H implica que

~_(t)

	

= O

	

(exp O t),

	

per (0. 2 . 1 . ) .

	

Es immediat que .h(t» ~M(t) ;

també

1 [

	

1 m

h(m t)

	

=

	

sup

	

~m(n m t ) n

	

= sup

	

~m(n m t ) n m

	

=

	

h(t)m ,

n n

n
i tal com abans,

	

MI

	

=

	

sup

	

t

	

dóna

	

Iloc a una E
Mi

que és
n

	

t

	

h(t)

1 . m. -convexa i que,

	

com que h(t) >,
~~�1(t),

sfinclou a

	

EM.

	

Si EMii

n'és una altra, és

Demostració. - Seguim el mbtode anterior .

	

Definim

h(t)

	

=

	

sup

	

~m(n t) n
n

xm(t) _< C nmi1(D t)

1 _1

	

1 1 1

~m(n t) n~

	

Cn

	

"miy (D n t) n£

	

Cn

	

An	B

	

"MII(K D t) ;j» A "MII(B t),

que implica h(t)!5 A "MII(Bt) i tal com abans,

6s a dir,

	

EM11 c EM, //.

Mis 1

sup (
n)n

c cp
Mi
n

AMii(n t) ~ A Bn AMI ,(K t) n .



la série

aleshores an

Nota. -

	

Totes les classes n. q. a. contenen H. En efecte

Mn-1

Mn

és convergent i el terme general decreixent d'acord amb (1) Cap . 0 ;

acotat i aixb vol dir que

	

H CEM .

1

n Mn-1 /

	

Mn	tendeix a zero ;

	

I lavors, també (a 1 . . , an
ñ
)

tendeix a zero.

	

Perb al . . . an	=

	

n!

	

i per tant ( n?

	

)

	

n

	

roman
M

	

Mn

	

n

1 .3 .- Les classes invertibles .

Direii, que `M

	

c5 invertí� ic si- ocmprc que fe EM

f(x) í

	

0

	

V x també f-1 E EM .

	

El problema que ara tractem és el

de caracteritzar, en termes de la successib M, quan és invertible

EM .

	

Aquest mateix problema se' I plantejb Rudin ( [43] )

	

per a les

classes clbsiques de Denjoy-Carleman (parcialment, a [32] ), i

obtingué una resposta completa tan sois pel cas no quasi-analític

(també HSrmander en el cas general, veure [20] ) .

	

Ací obtindrem

una condicib necessária i suficient independentment de tota hipbtesi

sobre quasi-analiticitat .

Una condicib suficient és fbcilment dedutble deis apartats

anteriors. Si EM és localment m-convexa i Spec EM = 1R, la

teoria general d'álgebres ¡ .m . -corivexes (veure (34] , (36] o (501

	

)
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assegura que EM és invertible (en una álgebra l . m.-convexa, un

element és invertible si i només si la seva transformada de

Gelfand no slanul .la mai). Així, la condicib següent és suficient :

1
M

(9) "La successib An=(

	

-n+,-)n és quasi-creixent i no acotada superiormente
n!

Es un fet curiós que la demostració directa d1aixb (una vegada se

sap quina és la hipbtesi escaient) no és trivial ; en certa forma, la

situació és la mateixa que la del teorema de Wiener sobre la inver-

sibilitat diuna funció f expressable sota la forma f(t) =z a eint
n

amb 2la
n
i' op ,

	

teorema que és demostrat rhpidament amb Ilauxili

n

de la teoria dlálgebres de Banach . A partir dura veurem que la

condicib (9) és també necessária .

(1 . 3 . 1 . ) Proposició.-

	

Si EM as invertible, aleshores

Spec EM = FR .

Demostració.- La demostració és estándard : sigui

xe Spec E
M

i definim

	

zo =~ (x).

	

Si zo no fos real,

	

pera un costat

tindriem que x - z

	

és invertible,

	

mentres que per Pa¡ tre X (x-z )=0.0

	

0

Per tant zo és real . Veurem que 1 (f) = f(zo) . Considerem la

relació

1

f(x) - f(z
0

)

	

_

	

(x -z0 )

	

fl(z
0
L t (x - z

0
)) d t .

0



1

La funci6

	

g(x) : í

	

P(zó t(x-z oll

	

d t

	

és a EM ja que

0

68

g(n) (x) = I

	

ftn4_1) (zoht(x-zo ll tn d t

0

119
tn1

ll r
«!K

	

II

f(n11)
(I
rh Iz

	

I

	

i

	

ft E EM .

	

Aplicant

	

x a

	

la

	

relaci6
n

f - f(z0) = (x-zo) g hom troba que X(f) = f(z o). //

(1 . 3 . 2. ) Proposicib .-

	

Si EM es invertible, aleshores

EM	ésI . m. -convexa .

Demostraci6.- Veurem que es certa (5) per a unes

certes constents A, B, K > 0 .

	

Considerem la subálgebra

	

B EM de

que consta de les funcions acotades de EM ( [36] ).

	

Hi posem la

topologia definida per

	

les p
r,£

	

i

	

la norma

	

11 fII FR	=

	

sup If(x)I
eE

x ElR

És inmediat que B EM 6s una álgebra de Fréchet. Ara, el fet que

EM sigui invertible significa que les funcions invertibles de B EM

s6n exactament aquelles acotades inferiorment .

	

Peró si f está

acotada inferiorment, és a dir, If(x)I>, m > 0,

	

Vx E IR

	

i jif =gJF<m/2,

aleshores

	

19(x)1 . m/2 > 0

	

i g és invertible .

	

Aixi, el conjunt

dlelements invertibles de B EM 6s obert i, segons el teorema 13. 17

de 1501 ,

	

BEM és I . m.-convexa.

	

Seguint el mateix argument que

a

	

(b)

	

(c) del teorema (1 . 2. 1 . ), conclullm que per a cada r,£ hi ha

una seminorma q , que és una de les ps .t

	

o b6

	

~~

	

~~ FR,

	

t . q.



Perb per a f = et , G(f) = 1 _< ps á (e t) i per tant, mentres apliquem

la relació anterior a f = et podem suposar que q = ps

	

. Per tant,

que, al ser

p

	

(fm) «!5 A Bm q(f) mr, F_

pr,E (emt) !5 A Bm

	

ps b (et)m'

pr	(et)

	

=

	

XM(f) ,

	

ja és (5) . //

Com a resum de Ilapartat

(1 .3 . 3 . ) Teorema.-

	

E
M

és invertible si i només si és

¡ .m .-convexa i Spec E., = FR, ó equivalentment, si i només si laM

successió A

	

Mn
(

	

)
1/n

-

	

és quasi-creixent i no acotada superior-
n!

ment . //
Es ciar que un enunciat análeg ás cert també per a

E
M(r).

	

Fins i tot la demostracib de la proposició , (1 . 3 . 2. ) seria

més fácil en aquest cas ja que si EM(r) és invertible, els inver

tibles ja formen un obert de EM(r) i no. cal considerar cap subálgebra;

després es segueix igual .

Així dins el grup analític, cap E
M

és invertible . Fora

del grup analític, és a dir, quan Spec EM = FR, les invertibles

coincideixen amb les¡.m.-convexas.Per exemple, les clases

n

	

O(
corresponents a Mn = (n log n)

	

i Mn = (n !)

	

sbn invertibles (« ;>1) .

En el grup no analític, si una E
M

no és I .m.-convexa,

hi haurb al -menys una funcib que no és invertible tot i que no



slanul "la mai a Hi , Ilespectre . En aquests casos queda el problema

dlesbrinar quina condició cal afegir a f(x) í 0 V x a fi que f sigui

invertible . La condició no sembla de fácil enunciat i desconeixem

la resposta a aquest problema . Tampoc coneixem, pero, cap exemple

no excessivament artificiós de successió M la qual don¡ Iloc a una

tal classe .

En el grup analític, en canvi, la situació será radicalment

diferent . En aquest cas, bé que EM no sigui ¡ .m . -convexa, si f(z)í 0

V z EQ, és a dir, si f no slanul-la a llespectre, f és invertible .



CAPITOL 2

EL GRUP QUASI-ANALITIC

Comencem aquest capítol tractant el problema natural

en el cas quasi-analític i que podríem dir-ne de sintesi espectral

de Ilaplicació

	

fa--~ ( f(n) (0)) . Es el problema de com es recupera

f de la successió

	

( f(n) (0)) ( güestió ja tractada a [2] ) ; natural-

ment, aixb significará estudiar el desenvolupament de Taylor de f.

Després estudiem els ideals tancats de EM i com que ací Spec EM= í12

ho fem en el cas natural que les funcions invertibles siguin les

que no slanul "Ian mal, és a dir, en el

	

cas que
*EM

sigui

	

invertible .

2. 1 .- La "sintesi espectral" en el cas quasi-analític .

Comí (f(n)(0)) determina f ? . En el cas M = n! la respostan

és immediata: la série de Taylor de f en el punt 0 és sumable \1 t i

grau n-1

f(n)(0)
n

f(t)=Z t
n>,0 n!

Fins i tot la convergéncia dyaquesta série ho és per la topologia de H.

Qué podem dir en el cas general ?

Hem vist a Ilapartat 0.4 . que hi ha polinomis Pn(z) de



n-1

	

0

P (z)=~

	

C.

	

(iz)~, ( C
J
, n

j=o J

	

, xj xj-1

tala que Pn(z) -jexp (iz) a HM i aleshores Pn(tz) -> exp (itz) a HM

V t£Ri .A la representació(19) del Capítol 0 commutem i trobem

P (tz)

	

1

	

(iz)j
f(t)= lim ,

	

n

	

du1(z)= lim ~ C n t~

	

d~.t(z) _
n

	

k(z)

	

n

	

j=0

	

j,

	

J

	

k(z)

= lim Z C.

	

ti ftj1(0) .
n

	

j=0

	

J, n

Escrivint C,

	

=D, /j! , slinterpreta més suggestivament Panterior:

n-1 (j)(0)i
(1)

	

f(t) = lim<

	

t~ Dj,n

	

Vf EEM
,

	

Vt .
n j=0 j

1
.

Així les constants D .

	

són una mena de "correctora universalsI'
,I, n

72

_n-1 f(j)(0)

f(t) - Z	tJ

	

D,,n
j=o j! ~

de les shries de Taylor de les f EEM . Es ciar que no sbn úniques ,

puix si multipliquem D,

	

per queicom que amb n tendeixi a 1 obtenim
~,n

altres constants amb la mateixa propietat .

Veurem ara que la convergéncia de (1) és uniforme sobre

compactes . Com que

exp(itz) - Pn(tz)
dAA(z) ,

k (z)

és suficient de veure que Pn(tz) tendeix a exp(itz) a HM , uniformement



per a t dins un compacte . Amb les notacions de (0 . 4) , hem de veure

que

	

Yt (Pn )

	

T t (e) uniformement per a

	

Ifis , on e designa

	

la

funcib exp (iz) ; com que P -)
n

	

e , aixó será cert si la família

~l(l t

	

, l tl~ sy és equicontínua . HM és tonel-lat

	

(és un L F ) i per

tant aixó és el mateix que veure si ~ T t
(F) ,

	

t~-E sl Ca, acotat a

HM , per a cada F E HM . Ara,

IIyt(F)11 ilFllr,¿Itl

t¡ti

amb t . Així ,

fn(t) =

IG(z)I
sup

	

decreix amb r i creix
zE(r

	

xM( LZ~) exp rllm z)

llyt(F)11 ` 11Fllr
s ,E s per a lti-z s

Tota F fa finit el terme de la dreta per a alguns r E > 0 ; aleshores

Panterior demostra que

	

{ Tt(F) ,

	

1 tl 1 s1

	

és acotat a

	

HM(r , E)

	

i

per tant a HM

	

1

Un argument similar demostraria el mateix per a cadascuna

de les derivades , de manera que (1) és convergéncia uniforme sobre

compactes de la funcib i derivades , és a dir , convergéncia a E .

La pregunta natural és si també és convergéncia per la topologia

de EM . Posem

f(j)(0)

	

P (tz)
t~ D . =

	

n

	

d (z) .
j !

	

.

	

J, n

	

k(z)



Per a F E HM avaluem la seva acció sobre fn , com a element de Eme ;

i en particular

(.Í) ._ .Sustituint

	

T- - (u) per

trobem

n-1 f(j)(0)
(F,fn)=

	

Dj,n (F, t')
j=0 ji

En el Capítol 0 s1ha vist que Tt(z)= T ( t H(it) exp (itz) ). Reiterant

(2)

	

T (n)(z)= T ( tt--j(it)n exp (itz)

	

)

	

,

T(n) (0)= T ( ti---~(it)n )

Aixó vol

	

dir que

	

(F,tj )= (-i) J F (J) (0).

	

Aleshores,

F (z)
(F, f )_

	

n

	

d

	

( z)= (F , f)n

	

k(z)

	

n

D.

	

(-i)J F(J) (o).~, n

0;

amb

n-1 F(j)(0)

	

n-1
F
n
(z)=Z

	

zJ D.

	

~F(j)(0) zj C
J
.

j=0

	

j !

	

J,n= j=0

	

, n

Tant a EM com a HM, per a una successió és el mateix

dir convergéncia débil que convergéncia per la topologia inicial ([25] ) .
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Suposem que volem veure que fn --> f

	

a EM V f E EM; Panterior

observació i (3) demostren que aixh equival a veure que F -,~
n

	

F

a.HM	VFeHM :Aixi (1) és convergéncia per EM si i només si

Fn	,F

	

VF e HM. Quan F(z)= exp (iz), Fn és Pn de manera que

sabem que és cert en aquest cas . Aixó també suggereix que mirem

de demostrar-ho igual que per a aquest cas .

Per tant apliquem la fórmula (20) del Capitol 0 a F(-tz)

com a funció de t, amb els mateixos xk. Arribem a

n-1

	

0
F(z)=.Z (-1 )j (-z) j F(j)(0)

jj=0

	

. .

4-?-.
(-1 ) jj

	

(-z)j F(j)(-tz)

	

. . . .

	

dxj-1

	

dt

	

= Fn(z) L Hn(z) .
j=0

	

x,

	

x_

	

x,

	

.ixJ-1

	

J-1 ~-2 1

El primer terme de Pexpressió de la dreta ¿, s Fn(z) i hem de veure

quan Hn--~ 0 a HM . Avaluem FG)(z) ; de (2),

per a uns certs C, r, F . Afegim ara una hipótesi : EM	és I, m. -convexa .

Aixó vol dir ( Cap. 1) que existeixen D, s,~ t . q. pr,f (fg)S D 2ps 1 (f)ps á (g)

Vf, g e EM. Aleshores,

i redefinint C,

j j-1

1 F(j) (z )i

	

5 C p
r,b

( tl- i(it)J exp (itz) )

	

,

I F(j)(z)I c CDji- 1

	

Ps 90�+00) Ps l (ez)

	

,
r

IF (j)(z)`GCj	( b( ) exp sIIm zl
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Ara, tenint en compte que -1 `t c 0

	

a la fórmula de dalt, tenim

~M(I?1 ) exp sllm zi Z- (CIz1) J

	

. . . . /

	

dxJ

	

G
j=0

	

Jx,

J

	

x

	

x
-1 j-1 1

L

	

~ (bI) exp s Ilm z) nM( CIzi)

	

Mj
M

	

.Jj=0 x-1

const .

76

H (z)I i-Z

	

z IJ

	

CJ /t

	

( (-~exp si Im zi

	

. . . .

	

dxJ-1 dt
n

	

j=0 x .

	

M 5

	

x .

	

ix

J-1

	

J-1 1

n

I )

	

( CIZI) exp sllm zi

	

o(ñ eJ
M M

	

j=0

~m( AIZI) ~M( BIZI) = O(~ m ( CIzI) ) .

	

ii

per a une certs

	

£ , s i tot n , és a dir
n

HnII s

	

!j const. 2- o( J

	

eJ
,£ j=0

per a unes certes constante ,C,s i per a tot n, on hem fet servir

el lema (0.4.2.) i la relacib (7) del Capítol 0 . Es necessária una

altra hipótesi :

1 ' per ' a cada parel I

	

de constants A,8 ) 0 hi

	

ha C>0 t. q .

Amb aquesta hipótesi, és
n

Hn(z)I~const .
~M( ~zl ) exp sllm zi Z an ej

j=0



Ara fent ús del fet «n--j0 dedul*rn com a Ilapartat 0.4 . que lIHnil s F

tendeix a zero i per tant que Hn --10 a HM

Com a resum d1aquest apartat ( algun aspecte és a [2] )

(2 . 1 . 1 .) Teorema .-

	

Si EM és quasi-analítica, existeixen

constante D .

	

, j=0, . . . . . n-1

	

tals que
J, n

_n-1 f(j) (0)
f(t)= 1im Z

	

ti D,

	

,
n

	

j-0

	

j !

	

J, n

per a qualsevol f E EM , V t . La convergéncia ho és per la topologia

de E ( uniforme sobre compactes de la funció i derivades) . Si EM
és I . m.-convexa i es satisfá la hipbtesi (5), també és convergéncia

per la topologia de EM
El carácter de"correctors universalsIl pels desenvolupaments

de Taylor de les f E EM que el

	

teorema dóna a

	

les D,

	

tamb6 elJ, n

tenen per

	

a les FE HM, com ho demostra el fet que Fn --i F a HM

1 la definició (4) de F . Així, les constante D .

	

, que nomésn

	

J, n

depenen de la successió M, eón "correctors universals" per a E

	

i H

La condició (5) és equivalent a

M 1

sup ( 2 )n 00
n Mn-

En efecte: (5) és equivalent a ~M(t) 5 A ~ M(
Bt)

	

i per (7) del Cap. 0,

.

	

( BO
2n

	

2n

	

t2n

	

2n

	

tn

	

2
M2n = sup

	

_L A B

	

sup

	

2

	

= AB

	

( sup

	

) _
t>o í(Bt)

	

t>o

	

i1 M (t)

	

t>o Ut)

M M'



Recfprocament, si M2ñ
C2n M

2
n

invertible .
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AM(t)= sup

	

2

	

:5 sup

	

~m(Ct)
n

	

Mn	n

	

M2n

Mitjancant - (6) hom veu que Mn= ( n log n)n

	

está a

	

les

condicions de

	

(2. 1 . 1 . ) . En efecte,

M2n

	

1

	

n

	

( 2n log 2n)2

	

4 ( log 21log n )2
/

2Mñ

	

(n log n)

	

log2 n

coman acotat .

En el capitol següent veurem la versió del teorema

(2 . 1 . 1 . ) en el cas analftic .

2 2 _ Estudi deis ídea lls de F en ál

	

quasi-analftic. .-

	

_M

Veurem que en el cas quasi-analftic invertible Pestructura

deis ideals de EM és del tot semblant a la de H ( veure [16],(17] ) .

En aquest cas, segons (1 . 3. 2 . ), EM és l . m. -convexa . Tota la feina

consisteix a veure que va¡ el mateix procediment que per a H, Un

exemple de classe a la qual slapliquen els resultats d1aquest apartat

és

	

la corresponent a Mn= ( n log n)
n

.

Els zeros dIuna funció f E EM , fí 0, formen

	

un

	

conjunt

sense punts dlacumulació . En efecte, si f(xn )= 0 i xn>x, es

f(x)= 0 ; pecó com que entre xn	i

	

xn4- 1

	

hi

	

ha un punt yn on

f'(yn )= 0

	

i

	

yn-) x, també

	

és ff(x) = 0. Inductivament

	

hom veu



que
f(n)(x)

= 0

	

i

	

com

	

que E
M

	és

	

q. a., f

	

= 0.

Donat un ideal I de EM, h(I) indica els zeros de I,

h(I)

	

=

	

{x ¿IR/ f(x)

	

=

	

0

	

VfE 11

	

,

i dlacord amb Ilobservació anterior, o bé és un conjunt finit o bé

és una successió (xn),

	

on cada terme el considerem escrit tantes

vegades com

	

la seva multiplicitat a h(1),

	

i

	

Ixj ---+ 00
n

hom treu

de g

De la teoria general dlálgebres 1 . m. -convexes ( [36] ),

(2, 2 . 1 . )

	

Teorema. -

	

Suposem que EM és q. a .

	

i

	

inver-

tible . Aleshores, un ideal 1 de EM bs dens si i només si h(I) = 95 . //

Donat un ideal I, hom considera

kh(I)

	

={ f e EM/f(x)

	

=

	

0

	

Vx E h(1) 1

(si x surt n vegades a h(1), f s1hi ha d1anul "lar n vegades, és a dir,

f(x) = . . . .=f(n-1) (x) = 0 ) . Per tant, k h(I) consta de les funcions

que slanul "len allá on totes les de I slanul "len. Doncs bé, veurem

que k h(1) iguala Ivadherbncia de 1 : Í = k h (7) , Per fer-ho,

ens basarem en el teorema (1 . 4. 1 . ) (que és un cas particular), en

Pobservació següent i el lema que la segueix .

Si f EEM	i

	

f(a)

	

=

	

CL podem parlar de la funció

	

f(x) com
x-a

a ,tin element g de EM t. q.

	

f(x) = (x-a) g (x).

	

Per exemple,

	

Ilexpressib
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ho demostra, tal com en la demostració de la proposició (1 . 3. 1 . ) .

M

sigui I un ideal de EM i a e R que apareixi a h(1) amb multiplicitat n.

Si fe¡ i f sianul "la a a k>,n vegades, les funcions (de EM)

pertanyen a I .

Ara, la identitat

t

g(x)

	

=
J

	

ft(a4.t (x-a»

	

d t

0

(2. 2. 2._ Lema .-_

	

Suposem que E

	

és q. a .

	

i

	

invertible

f(x)
J = 0, ---, k-n,

Demostració.- Va¡ la mateixa demostració que en el cas

de H i en general,

	

de les álgebres de Hadamard (veure [9] : [471 ) ;

és suficient de fer-ho en el cas k = nJ- 1 i veure que f(x)/x-ael

Com que la multiplicitat de a dins h(I) és n i

	

no

	

n4-1, hi ha g E I

t . q .

g(x)

	

=

	

(x-a) n

	

h(x)

	

amb

	

h(a)

	

í

	

0 .

h(a)

	

f(x)

	

=

	

f(x)

	

h(a) - h(x)

	

4. g(x)

	

f(x)

x-a

	

x-a

	

(x-a)nll

demostra que

	

h(a)

	

f(x)

	

E I

	

i

	

com que h(a) Y

	

0,

	

f(x)

	

E

	

1 ~~.
x-a

	

x-a



(2 . 2.3 . ) Teorema.-

	

Si E
M és q . a .

	

i

	

invertible ,

	

per a

tot ideal I de EM,

	

I = k h(I) . En particular, tot ideal tancat está

caracteritzat pels

	

seus zeros, contant multiplicitats . Qualsevol

c,onjunt discret pot aparéixer .

Demostració. -

	

Ut i I i tzarem (2 . 2.1 .. )

	

i

	

(2. 2.2 . ) (Pobserva-

cié que (2 . 2. 1 . ) implica (2 . 2. 3. ) és deguda a Rubel, veure [22] i

261, ~7], 281 ) . Sigui fek h(I) . Considerem

= 1 gEEM/f gel í .

If bs un ideal de EM i conté I . Veurem que h(I?) = o`j ; aixb

implicará, segons (2 . 2. 1 . ) que If és dens . Si gn E If i gn-i 1,

aleshores

	

f = 1 . f = lim

	

g
n

, f

	

i

	

gn. f E I

	

demostren

	

que

	

f E: 1
n

Suposem que h(If) í Qí i sigui

	

a E h(If).

	

En particular,

a 4- h(1) .

	

Sigui n

	

la multiplicitat de

	

a

	

dins h(I),

	

p

	

la que té dins

h(If) i suposem que f slanul "la a

	

a

	

amb multiplicitat

	

m>, n

	

.

	

Sigui

g E I
f

tal que sfanul "la exactament

	

p vegades a a.

	

Aleshores

f9E I i slanul "la a a plm vegades . Aplicant el lema (2.2.2 . ), les

funcions

pertanyen a 1 .

	

Com que m>, n,

	

en particular

	

f9

	

E 1 .

	

Aixb vol
(x-a)1`

dir que

fg
,

	

j

	

=

	

0,---,

	

plm - n ,

(x-a)i

(que Las un element de EM ja que g sfanul "la p



vegades a

	

a) és a I f .

	

Com que aC-h(1 f)

	

arribem a poder dir que

slanul .l a a a més de p vegades i hem arribat a una contradicció .

Aixó acaba la demostració de la primera part .

	

Per a la segona ,

només cal fixar-se que donat un conjunt discret podem triar una

funció entera que el tingui com a conjunt de zeros i aleshores

Ivideal engendrat per aquesta funció serveix

La relació entre ideals principals i tancats és també la

mateixa que en el cas de H

(2 .2.4.)

	

Lema.-

	

Suposem que EM és q. a . i

	

inver-

tibie; siguin f, he EM t . q. tot zero de f és un zero de h (contant

multiplicitats) .

	

Aleshores, hi ha 9EEM t . q.

	

h = gf

zeros de f a Kr .

	

Posem f (x)

	

=

	

Tf

	

(x-a
i

)

	

91
(x)

	

amb 9 1 E EM
i=1

9 1
(x)

	

í

	

0

	

si

	

x E Kr.

	

Com que

	

EM(r)

	

és

	

invertible (teorema (1 . 3. 3 . ),

82

Demostració.-

	

Fix un interval

	

Kr , siguin

	

a1 ,---an els
fl

EM(r) .

	

Per hipbtesi,

n
h(x)

	

=

	

7T

	

(x-ai )

	

92 (x) r

i=1

amb 92E EM de manera que,

	

a Kr

h (x)

	

=

	

92(x)

	

91(x)-1

h
és a EM(r), és a dir, - E EM ~~.

f

9



(2 . 2 .5 . )

	

Teorema. -

	

Si E
M

és q . a .

	

i

	

invertible

	

,

els ideals tancats i els principals coincideixen .

Demostració.- Vegem primer, que tot principal és tancat :

s i f gn

	

n > h

	

a

	

EM,

	

és

	

f gn
-~ h

	

a

	

E

	

i

	

tot zero de f és un zero
n

de h amb multiplicitat no inferior .

	

Segons el lema (2.2.4.), hi ha

g E EM
	t. q .

	

h

	

=

	

fg

	

i aixi

	

Pideal principal engendrat per

	

f

	

és

t ancat .

Vegem ara que tot tancat és principal : donat un ideal

tancat

	

I és

	

I

	

=

	

k h(I),

	

segons el

	

teorema (2 . 2 . 3. ) .

	

Com que H cE
M

podem triar una funció f E H c E
M

que tingui com a zeros exactament

h(I) (amb les mateixes multiplicitats) . Aleshores segons el lema,

k h(1) = (f) i acabem// .

Nota.- Seria interessant de donar una versió d1aquests

resultats en el cas quasi-analític general sense la hipbtesi de

invertibilitat.





CAPITOL 3

EL GRUP ANALITIC

En-aquest

	

capítol

	

tractem el

	

cas

	

analític

	

E M(r),EM C H,

és a dir, el cas que tota f de EM(r), E M s'extén a una funció

entera . Recordem que numericament aixó vol dir que (veure (0 .2 .'1 .))

(1)

	

sup

	

(~n)1~

	

oo ,

	

o

	

equivalentment,

	

exp

	

t=O(~M(Ot) .

Es clar que 1'extensió de f és

f(z) _ z5

	

f( n )(0) z n
n ;0 n :

Sego ns

	

la

	

representació

	

(19)

	

del

	

Cap .

	

0

exp(ixw)
k (w)

(on

	

k(w)

	

domina

	

totes

	

les

	

~M( ¡w i )

	

exp

	

r

	

i jmwl

acotada) . Es, fix z, i utilitzant (1)

exp

	

(izw) 1

	

expizj

	

iwI

	

=

	

0

	

(Í~M(Ojw1

	

)

és una mesura

i

	

per

	

tant

	

k(w)

	

domina

	

exp(izw)

	

.

	

Per

	

tant,

	

la

	

següent

	

expre-

ssió té sentit i representa també 1'extensió de f



(an) amó

	

anE C

	

tals que

f(z) -

	

exp (izw)

k(w)

C

La representació (2) será Gtil després.

Com és costum en Ilestudi dlespais de funcions enteres,

primer de tot estudiem si EM pot ésser descrit en termes de la

successib de coeficients del desenvolupament de Taylor. Si

f E E
M(r), EM,

	

la successib (f tnl (0))

	

pertany a Ilespai de successions

lan1 6
C(E) En

	

Mn

d/M (w)

per a cada f) 0 i una certa constant C(E ) ) 0, espai que, en analogia

als EM(r) designem per EM(0) .

	

El que fem primer (apartat 3. 2. ) és

trobar una condició necessária i suficient per á que sigui cert el

reclíproc.

	

A partir d1aquest punt es suposa tal .condició.

Després, slesbrina cóm són les funcions representades per

(2), én el sentit de veure quines consegüéncies té per a arguments

complexes

	

la original condició (3) del Capítol 0

	

(que és una condició

només sobre Ileix real) .

	

Ací arribem a una licomplexificaci6ll de la

condició esmentada,

	

i al fet

	

EM(r)

	

=

	

EM.

En aquest punt, i amb una hipbtesi suplementária, hom

veu que EM pot ser descrita en termes de la funció característica

M(r, f) = sup~ If(z)I ; Iz1 = rl . De fet, apareixen álgebres de

8

,

6



funcions enteres de tipus minimal asociades a un pes ; á la literatura

hi han estudiades nombroses higebres de funcions enteres de, tipus

normal asociades a un pes (veure [9), [19], [22], [23], [24], [26], [27),

[281, [41], [47] ) . A partir dIaquest fet, la feina no és altra que la

de generalitzar els mbtodes i resultats al cas minimal . Els punts

que són tocats són : la güesti6 deis invertibles, Ilestudi deis ideals

i la caracteritzacib deis sistemes finits de generadors (diversos

aspectes de Ilestudi deis ideals són també, en el cas minimal, a [28] ) .

amb a

	

E C

	

t. q .n

3 .1 .- Llespai de successions EM(0)

SIha definit

	

llespai EM(0) com el de les successions (an)

Fréchet amb les seminormes

I ani

	

!É
C(£)

	

En	M n

n

ani

	

1/n
pera totE> 0

	

i una C(E) 7 0, és a dir,

	

lim (

	

) -

	

= 0 .

	

Aquest
n M

n

apartat és dedicat a establir uns quants resultats referents a

Pestructura de EM(0) i el seu dual que necessitarem en aquest

capítol i en el capítol 6.

Es immediat de comprovar que EM(0) és un espai de

lan
pe (a)

	

=

	

sup

	

E) 0 ,

	

a

	

=

	

(an)
n

£nm



a
Per al tra banda,

	

(an) t-~ (M) identifica EM(0) amb h(ao) de manera
n

que el seu

	

o(-dual (veure [25] )

	

consta de les successions b = (bn)

t. q.
1

sup (

	

b ¡ M )n

	

oo
n n

També és fácil de veure que la topologia definida per les pF iguala

la topología normal ( [25] ).

	

Per tant, Ilespai Y de successions quasi

nul .les és dens a EM(0) i el dual de EM(0) coincideix amb el o(-dual,

és a dir,

(4)

	

a

	

=

	

(an) 1--D 15 an bn
n

és la forma general dIun funcional

	

lineal continu a EM(0),

	

amb b = (bn)

tals que compleixin (3).

La transformada de Fourier T dIuna Tc-EM(0) és definida,

a fi que la transformada de Fourier de Páplicació adjunta de

f 1

	

# (f tnl (0)) de EN, a EM(0) esdevingui una in-lusib,

	

per

Tenint en compte (4),

T (z)

	

=

	

T((inzn)) ,

	

z E

T (z) _~
bn(iz)n

n>,0

amb (bn) complint (3), és Ilexpressió general de T . si

c

	

=

	

sup

	

(lb
n

I M
n

) i /n

n '
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i com que Mm i XM
són del mateix ordre,

(5)

	

I F(z)I

	

=

	

O ("M( O 1z1 )

Recíprocament, si F és una funció entera que compleix (5) i

n
F(z)

	

=Z. bn (iz) ,

	

per les desigualtats de Cauchy tindrem
n>0

M(t, F)

	

Í~(ct)
l b

n
I

	

inf

	

~const.

	

inf

	

=

	

const

	

cn	M
n
-1 ,

t>0 tn	t>0 tn

i b = (bn ) compleix (3), Així , si HM(0) és Ilespai de les F

que satifan (5), hem vist que

	

T1-> T estableix una bijecció

entre el dual de EM(0) i HM(0) .

Per a cada E > 0,

	

Ilespai

	

HM(0,F ) de les funcions enteres F t . q.

IF(z)I

	

=

	

O ( XM( Iz1 ) )

és un espai de Banach amb norma

I F(Z)I
IIFIIC = sup

Z

	

~ cIZ1
M

LF es pot veure igual que en (0 . 3. 1 . ) ;

a

F = T satisfá

HM(0) és la unió d1aquests espais de Banach i hi podem considerar

doncs la topologia inductiva.

	

Que T 1---y T és un isomorfisme

topologic entre el dual fort de EM(0) i HM(0) amb aquesta topologia

La identificació (a) H (n

	

entre E (0) i h(oo) ésn
Mn

M



topolbgica i demostra que EM(0) és un espai de Schwartz .

	

Per.

tant, segons [33] , la topologia forta és una topologia LF. Aixi ,

Ti-i T

	

és una bijecció entre dos espais LF de funcions .

	

Es

immediat de comprovar que les dues topologies són més fines que

la tópologia de la convergéncia puntual,¡ el teorema general de

la gráfica tancada de

	

[15 pg. 148 demostra que

	

T ?-~ T Las un

isomorfisme topológic . Resumint

90

(3 . 1 . 1 . )

	

Teorema. - ,

	

EM(0) és un espai de Fréchet-

Schwartz ; la transformació de Fourier és un isomorfisme

topolagic entre el dual fort de EM(0) i Ilespai HM(0) de les

funcions enteres F que satisfan (5), aquest últim amb la topologia

inductiva.

3.2.- La imatge puntual .

Podriem mirar de caracteritzar aquelles successions

que són la successió de derivades al zero diuna funció de EM ;

aquestesformen un subespai de EM(0) . En Iloc d'aixb, el que

farem en aquest apartat és trobar una condició necessária i suficient

per a que aquest subespai sigui tot EM(0), és a dir, per a que

Itaplicació

r o : EM -

	

>

	

EM(0)

f

	

F--- ;>

	

(f(n)(0) )

sigui exhaustiva, (aquest mateix problema és resolt per al grup



quasi-analític no analítici peraigrup no quasi-analític en el CapStol

6 ) .

	

Farem servir un métode originalment pensat per al cas n. q. a.

peró que també funciona en la present situació . Ara ens interessa

el cas analític peró cal dir que tot aquest apartat és vblid en el

cas quasi-analític general (de fet, al tractar el cas quasi-analític

no analític en el Cap. 6 emprarem aquest apartat) .

Evidentment, r o és continua i injectiva i , per tant, dir

que r
0
és

	

exhaustiva as el mateix que dir que r
0

és un isomorfieme

topolbgic, pel teorema de Ilaplicació oberta . Com que ambdós són

reflexius (els dos són FS), aixb és el mateix qué dir que Paplicaci6

adjunta r t
0

la inclusió

rot

	

: EM(0)

	

---> E
M

( que és una injecc!ó ja que Im ro és dens a EM(0) al contenir

	

),

sigui un isomorfieme topolbgic. Si apliquem la transformació de

Fourier a r
t

, utilitzant els teoremes (0 . 3 . 2. ) i (3 . 1 . 1 . ), trobem
o

HM(0) r

	

1 HM

Quedem doncs que, cal trobar una condici6 necessária i suficient per

a que HM

	

= H
m

.
(0) com a espais vectorials topolbgics .

	

Recordem

que HM és llespai de les F enteres t . q.

IF(z)I =

	

0

	

(~lM( ~~~ )

	

exp r (Im z(

	

)

	

,



per a uns certs r, E i HM(0) el de les F que satisfan aixó mateix

perb amb r = 0 (tots dos amb la topologia inductiva) .

A la vista dlaquestes descripcions, veiem que una condicib

suficient 6s que am absorbeixi exponencials en el sentit . que

(6)

	

m(t)

	

exp t

	

=

	

O

	

( ~m(O t)

	

)

	

,

	

t > 0

92

Ara veurem que (6) és també necessária .

(3.2.1 .) Teorema.- Si EM Las quasi-analítica, una condicib

necessária i suficient per a que

r o : EM -) EM(0)

sigui exhaustiva és que ^M
absorbeixi exponencials, en el sentit de

(6)

Demostracib.- Ens falta veure que 6s necessária . Suposem

doncs que HM = HM(0) com a espais vectorials topol6gics . En parti-

cular,

HM

	

d

	

HM(0)

hs continua, és a dir (per definicib de topologia inductiva)

HM(r,E ) t

	

) HM(0)

bs continua Vr,

	

`f E > 0 .

	

Per un

	

teorema de Grothendieck

( [15, pq .

	

1491,

	

hi ha ~> 0

	

t . q.

	

H
nn(r,E )

	

<a H
1v1(0,

3 )

	

i



C > 0 t. q.

HM(r,E) C--i HM(0,5 )

és continua (com a espais de Banach). Per tant, si r és exhaus-
o

tiva tindrem

"Per a cada paren r, ,E existeix un 1>0 i una constant

IF(z)I

	

IF(z)I
(7)

	

sup

	

!5 C sup

z

	

~M ( b ,)

	

í11v1(~~I)
exp r Ilm z)

per a tota funcib entera F que fagi finit el membre de la dreta. 1 1

Considerem F(z) = exp (-iz)/ M
(-iz) . Llacotacib

IF(z)I = exp Im z
l/MM(-iz)I

5 exp 1Im ZJIMM(Iz1 )i exp Ilm zI 2 XM(21~),

ens diu que (7) per a £ = 1/2, r = 1 i aquesta F té el membre de

la dreta mis petit que 2 . Per tant

I F(z))

per a uns certs ~ ,

	

C, és a dir

sup

	

15 C
z

	

ñ

	

( l
á

IM )

exp

	

Im z

	

( jmm(-iz) I

	

!r=

	

C

	

~M( IZ1 ) ,

	

vz .

Si especifiquem a z = it, arribem'a

exp t A(t)

	

= 0

	

( ~m(Ot)) ,

	

t > 0 ,

i

	

aixó

	

implica

	

(6)

	

ja que

	

~M -e elm
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(veure

	

[1 11, pg .

	

478)
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(3 . 2. 2 . ) Criteri per a que A, absorbeixi exponencials.-

si

A M absorbeix exponencials .

/_ M (t)

	

2 n
n>,1

Mnl 1

ordre, podem treballar amb
/mm

su,

	

= C 4 00 ,

n

	

(n1_1) M
n

Demostracib.- Com que ~
M i ou m s6n funcions del mateix

n-1
t

Mn	n>,0

	

MnL1 C n>,0 Mn
(n4- 1)

	

tn

	

>,

	

Z

	

tn

	

= C

	

,MM(t)

és a dir,

	

(Iog,u M(t) )1

	

-,

	

d > 0 .

	

Ara,

	

si

	

Oe- t «i-- s

s

log ~kM(s) - log /1.1M(t) _

	

(log
/ M(u) 1 d u >> d (s-t)

t

i fent s = 2t, trobem que

	

log MM(2t) - Iog At M(t) >, d t, que és el

mateix que (exp d t) AM(t) ~5: ,1IIM(2t) //.

3 .3 .

	

EM(r),

	

EM	coma classes de funcions enteres. -

A partir dlara, suposarem que es compleix (6) (els exemples

a
més caracter"istics com M

	

= (nl)

	

amb o( 6 1

	

la satisfan, doncs com-
n

pleixen (8)) . Llavors EM = EM(0) . i HM = HM(0) ; també, les k de la



répresentacíó (19) Cap . 0 o (2) són, tant en el cas de EM(r)

com en el de EM,

	

les funcions que dominen

	

~M( IÉ I )

	

per a -tot

0 . Com a consegüéncia,

	

EM = EM(r) ~,tr>,0 i estem tractant

un Gnic espai : el de les funcions enteres expressables sota la

forma (2) amb k(w) dominant

	

^M( Iwl )

	

~ E > 0

	

.

	

De (2),

ftnl(z) _

	

(iw)n exp (izw)

k (w)
C

1 ftnt(z)I

	

sup
w

IwIn
exp (Iwi Iz1 )

k (w)

	

.

Ara, k domina totes les nM( IWI ) exp r (wI (perqué les exponencials

siabsorbeixen a ~M i k

	

domina totes les ~ m(IM/E) ) . . Si

exp

	

r 1 wI

	

`

	

C (E, r)

	

k (w)

	

,

tindrem,

	

per a Iz1 !É r , (igual que després de la representacib (19)

de¡

	

Cap.

	

0 )

f1 n1 (z)
I

	

ur~~

	

c(i, r ) sup
w

d,et (w) ,

Iw

	

C(E, r) E
n

	

Mn~

(per (7) del Cap. 0 ). Aixb és una mena de complexificació de la

condició (3)

	

Cap. 0 .

	

Així ,

(3, 3. 1 . ) Proposició . -

	

Si ~M absorbeix exponencials,

EM = EM(r) V r>, 0 i és Ilespai de les funcions enteres f(z) t. q.



V r,

	

Va

	

3C(r, E)

	

t . q .

(o equivalentment,

	

el de les

	

f EH

	

t . q.

	

(flnt (0) )

	

e EM(0).

En el cas general, segons (0 . 1 . 1 . ), en els acotats de

EM
coincideixen la topologia indul'da per EM i la indurda per E.

Aci tenim la segUent (no repetim més la hipbtesi '( .6))

96

1ftn1(z)1
g C(r,E) ¿n M

	

pera lzl!~-r ,
n

3. 3.2.) Proposici6 . -

	

En els acotats de E
M

coincideixen

(la de la convergéncia

e EM,

	

la convergéncia de

la topologia indul'da per EM i la indul'da per H

uniforme sobre els compactes) . Per a f

f(z)

	

-2

	

flnl (0)

	

zn

n1

cap a f ho és per la topologia de E
M

.

Demostraci6 - Vegem lo primer, La inclusi6

és continua perqué la seva gráfica és tancada : si . fn -, f a E
M

i

fn ---~> g a H

	

és

	

f =

	

g sobre R i per . tant, com que les dues

s6n enteres, f = g .

	

Aixb i el fet que EM sigui de Monte¡ demostren

la primera afirmaci6 de la proposici6 .

Vegem la segona . Del fet que

ro : E
M

--~ EM(0)



sigui un isomorfisme topolb9ic hom veu que les sumes parcials de
tn)f

	

(0) zn formen un conjunt acotat a EM (perqué les seves
n!

ro-imatges el formen a

	

EM(0)

	

)

	

i aleshores la segona afirmaci6

és consegUéncia de la primera (o també utilitzant una propietat de

la topologia normal, veure [25, pg . 414 ) //.

Nota.-

	

Va¡ a dir que la mateixa proposició seria válida

per a Ilespai HM = HM(0), i en general, per a tot espai de funcions

enteres definit per condicions radials de creixenS:a, com és el cas

de HM(0). Fins ara, perb, EM no ho está de definit per condicions

radials ; precisament en llapartat segUent donem una condicib a fí

que aixi sigui .

3 .4 . Nova descripció de E.-

En aquest apartat introdulm una hipótesi que implica (6) 1

que permet de descriure EM com a un espai de funcions enteres

amb condiciona radials de creixenga . La hipótesi és la següent

(9)

	

"La successi6

	

mn = n! / Mn las logarítmicament convexa."

Novament, els exemples més característica compleixen (9)

si Mn = (n!)

	

amb a11 1 ,

	

mn = (n!) 1

	

a és logarítmicament convexa.

Igual que en 0.2. feiem per a Mn, tindrem

	

que la succesi6
l /nmn

	

. és creixent, és a dir,

1
( n !

	

(

	

! 1
)n

	

(n4_ l )

	

)ni_ l

Mn

	

Mn1` 1
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Dlaquesta, elevant a' nll

i ara (1) ens diu que (8) ~'-s certa, i per (3.2.2 .), també (6). Aixó

ens assegura que els apartats anteriors valen amb (9) .

l/nSi mn

	

es acotada,

	

juntament amb (1) implica que (Mn )

és equivalent a (n!) i per tant EM. = H . Com que no volem estudiar

H, suposarem que
mn1/n --1 cO . Així podem considerar per a t>0

1
Mnl 1

	

c (Mn ) n

n!
(n4-1) Mn

n
sup t , ~.1m(t)
n m~

	

n
n

(3.4 . 1, ) Proposició.-

	

Amb la hipótesi (9), o b6

	

EM és

H o bé és Ilespai de les funcions enteres t. q.

(10)

	

M(r,f) = O (,tA m(er) )

per a tot £

	

0 , amb la topologia definida per les normes

98

IIfk
M(r, f)

sup
r ~um(Er)

Demostració.-

	

Si

	

f EEM,

	

com que
110

(0)IEC(E)b
n
Mn , és

_ nM
If(Z)I

	

C(E) ~

	

£

	

n

	

IzI n

	

= C(f) ,UM(EIZI) .
n>, 0

	

n!



Dlaquesta starriba a (10) . Recíprocament, si f satisfb (10), com que

podem sustituir /1A m per 1 m al ser funcions del mateix ordre, les

desigualtats de Cauchy i (7) del Capítol 0 aplicada a m
n

( ací Las on

intervé la hipbtesi (9) ) donen

1f(n) (0))

	

M( r;f)

	

am(F r)
~5 inf

	

n

	

c C(£) inf

	

nn! r r

	

r r

(Er)

	

M
= C(E) £ n

	

inf

	

m

	

= C(E) £ n m -1

	

= C(E) £ n

	

n

r

	

(F r)n

	

n

	

n !

Las

	

a dir,

	

I f(nl(0)I 5

	

C(E)

	

EnMn

	

. -Aixb

	

significa que

	

( finl(0))

	

EEM(0)
i

i per (3 . 3. 1 . ) que f EEM . Llafirmacib sobre la topologia de EM	és

conseg0bncia del fet que la definida per les

	

11 fll£	és dé Fréchet i

més fina que la de la convergéncia puntual (les desigualtats anteriors

ho demostren directament) . ~~

Amb aquesta nova descripcib de EM es pot veure clarament

la güalitat dlálgebra de EM, tot utilitzant la relacib

Mk

	

M_

	

-

	

M
k
M

I

	

k1- I
/

	

m(r)
2
= (~

	

rk ) (G-

	

I

	

r l )_~

	

r

k

	

k!

	

I

	

I!

	

k, l

	

k! I!

n Mk MI
`

	

Mn
rn
Z

	

n!*
= M (2r) .

n n!

	

khl=n k! I

	

/!

Tot el que fins ara hem dit és bo per a la classe corres-

ponent a Mn = 1 o en general al cas sup

	

M1/ nc co

	

, que haviem
n
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nsegregat" al Capítol 0. Ací, mn= n! ,wtm(r)= exp r i EM	és Pálgebra

de les funcions enteres de tipus exponencial minimal .

Exemple .- Analitzem el cas

	

M = (n!)

	

amb 0- d61 . Ara,
n

m =(n!)
1_ot

	

és logarítmicament convexa i no acotada. En aquest cas,
n n

t

ordre que

100

(t)= sup

	

,
m

	

-ot
n --(n!) 1

i com que (n!)1

	

a

	

i

	

nn(1-«)

	

sbn equivalents,

	

1m(t) és del mateix

sup

	

= ( sup

	

)
n

	

n n
n

	

n

3 .5. Els invertibles de EM
.

tn

	

( t1/

	

1-a )n
1-et

Llexpressib de dins el parhntesi de la dreta és, del mateix ordre que

exp t

	

i per tant també ho és

	

~m
(t) . ConcIulYn aixi que en aquest

r-ac

	

lil Ác riel,

	

mgtóix nrr_Ire nu- exp t 1/ i per tánt, ut_ilitzant_
MI -

(.3.4 . 1 . ), EM és Iiblgebra de les funcions enteres diordre més petit o

igual de

	

1/3 = ( 1-ot)

	

i tipus minimal.

En aquest apartat encetem Ilestudi de E
M

com a álgebra .

Concretament, volem saber quins elements sbn invertibles.

Suposem que f és una funció holomorfa al disc tancat de

radi R, sense zeros i tal que f(0)=1 ; posem

m(r,f)= inf

	

(f(z)j
jzj= r

M(r, f)= sup

	

(f(z)
1 zk r



Aleshores tenim la desigualtat ( [5] pg. 3 ) :

Si apliquem aixb a una funció entera sense zeros amb f(0)= 1, fent

R= 2r trobem

és a dir, que m(r, f) ;, M(2r, f)_2 .

	

En el cas general, considerant f/ f(0)

-1

	

-1
i tenint en compte que M(r, f

	

)= m(r, f)

	

, hom arriba a

(12)

2r
log m(r, f) >i	-

	

log M(R, f)
R-r

Lema. - Si f és una funció entera sense zeros, hom té

log m(r,f) > -2 log M(2r,f)

	

,

M(r, f 1 ) `

	

If(0) I

	

3 M(2r, f)2 .
//

El lema ja permet de donar una caracterització deis inverti-

bles:

(3 .5. 1 . ) Proposició .- Una f EEM	és invertible si i només

si f(z)V 0

	

Vz E(r. Llaplicació f 1-T f 1

	

és una operació contínua

en el conjunt deis invertibles .

Demostració.- La primera afirmació és consegüéncia -de
(11) i (12), tenint en compte (3.4. 1 . ) . Vegem la segona : si U és el

conjunt format pels invertibles, és U=n un
on

Un= ~ f E EM/ f(z)Y 0

	

pera Iz1in

La topologia de EM és més fina que la indurda per H i com a

consegüéncia Un és obert . Aleshores U as un Gb-conjunt i segons un

resultat contingut a

	

501, f F--') f1 és contínua.//



només era possible quan Pálgebra era l . m.-convexa.

3 .6 . Ideals principals de EM .

(13)

	

log If(z» > - H(q) log M(2eR,f)

Fixem-nos que la situació ¿as radilcament diferent que en

el cas Spec EM = F2 . En aquel l cas, el que a la proposició denuncia

Necessitarem el teorema següent, degut a Levin ( [291, pg .21) :

Teorema. -

	

Sigui f(z) holomorfa a

	

1 zj52eR ( R > 0) amb

f(0)= 1, i sigui

	

0zjj.3e/ 2

	

donat . Aleshores, a

	

lzl6R i fora dluna

familia de cercles la suma deis _diámetres deis quals és j! 81R, tenim

on H(I )= 21- log ( 3e/ 21) . //

(3 . 6. 1 . ) Proposició .- Si f 1 , f2
EEM

i h= f 1 / f2	és entera,

Demostració. - Suposem primer que f2(z)= z-a. Aleshores

M(r,h) 6 M(r,f1 ) per a r gran i acabem . Així en el cas general podem

suposar, en iterant el cas anterior, que f2(0)í 0 i per tant que f2(0)= 1 .

Donat r>0, apliquem el teorema anterior per a f2 , 1
e_11

16 i R= 2r, de

forma que podem assegurar que - (13) és cert V Izls2r fora diuna

familia de cercles ; com que la suma deis diámetres dyaquests cercles

és

	

81 RS r , podem assegurar que existeix un R 1 tal que rcR lc 2r

i (13) és válid pera jzj= R 1 , és a dir, m(R1 , f2»,M( 4er,f2 )-c . Ara,

102

M(r, h) r5 M(R 1 , h)= sup

	

h(z) i M(R 1 ,f 1 ), m(R 1 , f2 )-1

lzl-R 1

M(R 1 ,f 1 ) M(4er,f2)c -, M(4er,f1 ) M(4er,f2)c .



Es M(4er,f1 )~IIf1 IIf

	

m(4er£) i M(4er,f2)~(If2 Qf
/,m m(4er£)c. Per

(11), i suposant c11 natural parell, Mm(4er£ )cl
sl ~lAm(CrF-) . Es a dir,

hi ha

	

C, c t. q .

	

!f£ > 0,

	

/

M(r, h)_t IIf1 (1E (If2 IF /MM(Cr£)

	

,

i aixó demostra que h E EM. //

De fet, hem demostrat que

per a unes certes constants c,C. Si, donats g,f ho apliquem a f 1 = 9f

i f2= f, tindrem que

tancats. //

I hI CÉ If 1
I~

IIf2"f

{I911C~ 09f11 (,f (I£

Aquesta desigualtat demostra que 91---3 gf és un isomorfisme topológic

entre EM i la imatge ( és clarament injectiva) i , en particular, que

la imatge és tancada. En altres paraules,

(3 . 6 . 2. ) Teorema. -

	

Els ideals principals de

	

EM	s6n

3 . 7 . - Estudi dels ideals tancats de EM .

Mitjangant la descripció (3 . 4 . 1 . ) de EM hom veu que

Pélgebra EM és de la classe d'álgebres estudiades a

	

[281 . A [28]

stestudien les álgebres de funcions enteres de tipus minimal respecte

un pes M(r) que compleixi que per a tot paren a,b>0 hi ha una c>0

tal que M(ar) M(br) _< M(cr) . En el nostre cas, Las clar que aixó és

assegurat per (11) . Posant, com a Ilapartat 2 .2., per a un ideal I

10 3



i un conjunt discret Z,

h(I)=~ ZEC / f(z)=0 `1 f£ 11

	

, k(Z)=1 f e EM/f(z)=0 VzC- Z
J

	,

(on cada z el considerem escrit tantes vegades com la seva multi-

plicitat), el principal resultat de Ilesmentat article és:

(3 . 7. 1 . ) Teorema. -

	

Un ideal I de EM és dens si i només

si h(I)= C( . Per a tot ideal I de EM, IYadherbncia de I és kh(I) . En

particular, tot ideal tancat está caracteritzat pels seus zeros ( contant

multiplicitats) . //

Es podria deduir la segona part de la primera tal com á

Ilapartat 2 .2 . . Una altra observació és que hom pot arribar a aquest

mateix teorema utilitzant els métodes que a [47] . són desenvolupats

per a les bigebres de Hadamard, fent servir resultats de (411 (técnica

deis productes infinits, veure també 191) .

La güestib natural a considerar ara és esbrinar quins

conjunts ai'llats poden aparbixer com a h(I) per a un cert ideal tancat

I . Comencem pel cas que aquest ideal sigui principal i aixf doncs

ara estudiarem quins conjunts . arllats sün el conjunt de zeros dyuna

f e EM . La tasca és només generalitzar el que a [41] és desenvolupat

per a álgebres de tipus normal .

Primer de tot, fixem-nos que si f E EM no solament és

M(r, f) = O (

	

Mm(£ r))

	

,

	

.

per a tot £> 0, sinó que

M(r,f)=' o (r1 m(d r))

	

~

per a tot E > 0. Aixb és degut a que (11) implica .que /Am(É r)=
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= o ( /Mm(2b r)) . Posant m(r)= log
/ m(r), podem dir dones que f E EM

si i només si per a tot F > 0 hi ha r(E ) > 0

	

tal que

(14)

	

log M(r,f) -£ m(F r)

	

per a r>, r(E ) .

(1 1)

	

sfescriu

	

ara

	

2m(r) : m(2r) ; de fet,

	

m(r) 1m(t) ~ m(r1_ t), V r, t .

Sigui Z una successió (zn) de nombres complexes no nuls

( poden haver-n1h i de repetits) t . q.

	

I im Izr= oo . Per a cada r>0,

n(r)

	

és

	

el

	

nombre

	

de

	

zn

	

t. q .

	

I z
ni

:s r

	

i

r
n(t)

	

r
N(r)= f

	

dt

	

=

	

log

_3 r(E ) t . q.

Per a 1<=],2,3, . . .

	

i

	

r >O, hom defineix

1

	

1

k

	

~z j~r

	

z
n n

)k

(15)

	

N(r) el:

	

m(Er)

	

per a

	

r>, r(E) ,

i es diu que Las m-equilibrada si hi ha una successió de complexes

(an)

	

amb

	

la propietat que

	

V£ > 0

	

3 r(E)

	

t, q.

Es diu que la successió Z té m-densitat zero

	

si Vf> 0

(16)

	

I ak 1 S(r, k) I c

	

m~_

	

Vk,

	

r >, r(6) .
r

Amb aquestes definicions, hom té
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(3.7 .2.) Teorema.- Una successió Z és la successió

de zeros dIuna funció f <e EM si i només si té m-densitat zero i és

m-equilibrada.

Demostració . -

	

Suposem que

	

Z és la successió de zeros

de f E EM.

	

Suposem també que f(0)

	

=

	

1

	

i que

	

f(z)

	

=

	

exp (Z ak zk)
k

a : un entorn Izl c r
0

	

de

	

0.

	

(r
o

	=

	

min

	

Iz
n

I

	

) .

	

La fórmula de

	

Jensen
n

dóna

N(r) =

	

1

	

log (f(r e l6)l d 9 ,
2 lT

)
0

i ara, per (14),

	

Z té m-densitat zero . Per a

	

r > 0,

	

sigui

fr (z)

	

f(z)_n

2 Tf

1z n1cr

fr és

	

una

	

funció

	

entera,

	

fr(0)

	

=

	

1

	

.

	

fr(z)

	

j

	

0

	

per

	

a

	

jzl j- r .

	

Per

tant,

	

hi

	

ha

	

una funció holomorfa

	

a

	

Izl_<r

	

t. q .

	

gr
(0)

	

=

	

0

	

i

exp gr (z) = fr(z) per a M.,r .

	

Per a cada n, i per alzjir o, tenim

de manera que, per a 1zlcr0 , és

log

	

1

	

=Z- ( z

	

)k
,

1 - z/z

	

k>,1

	

k

	

z
n

	

n

gr(z)

	

_

	

(ak 1

	

S(r,k) ) zk
k>,1



Si

	

Izl

	

=

	

2r

	

i

	

Izn11

	

r

`f,r (z)Ic If(z),

	

per a tzj = 2r , i així Ifr(z)j1M(2r,f) per a

Izl = 2r .

	

Pel principi del mbdul méxim,

Aleshores

C:Iaci, per una acotació dels coeficíents de la série de Taylor diuna

funció holomorfa en termes dfuna cota per a la part real (veure X14]

pg.337), tenim

Ifr
(z)` <

	

M(2r,f)

	

per

	

a

	

1z1 < 2r

Re gr(z)

	

=

	

log Ifr(z)1 :!!c-

	

log M(2r, f)

	

per a (z1G r

per a

	

r>~ r(E)

	

i

	

k>1 ,

Donat E > 0, per (14) és log M(r,f) c m(£r) per a, r>, r(E) .

	

llavors,

a

	

L S r k)

	

2m(2£ r)

	

m (4f_ r)
` k

	

k

	

kr

	

r

és a dir, Z és m-equilibrada.

és

	

1 z/ znI > 2

	

i 1 1 - z 1>~ 1

	

.

	

Per tant,
z
n

I ak 4 .

	

S(r, k) I z;

	

2

	

log

	

M(2r, f)

	

k>, 1
r

Suposem ara que tenim una successió Z = (zn) m-equili-

brada i que té m-densitat zero :

	

per a £ > 0 ,

	

hi ha

	

r(£) > 0 t . q .

	

per

a r>, r(i) (15) i (16) sbn certes ; (16) demostra que la série

-

	

(a

	

L S(r, k) )

	

zk	és

	

convergent per a 1 z Ic r

	

s i

	

r

	

es gran.
k ;>,, 1

	

k
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perqub

(17)

La série2 S(r,k) z k	ésconvergent per a Izl~ r

	

i

	

per a tot

	

r,
k>,1

	

0

108

S(r,k) zk (zl

	

)k
k_(-~

_

	

1--

	

k (z

	

.
k

	

k

	

1z~sr

	

n

	

1 zicr

	

k

	

n

Per tant, Z1

	

ak zk és convergent per a 1z1 e- r o .

	

Sigui

	

g(z) la
i

seva suma i definim f(z) = exp g(z) . Veurem ara que f, que de

moment tan sois és definida per a jzltr0 , pot Lsser perllongada com

a funció entera .

funció entera f t . q.

Per

	

a

	

r

	

gran,

	

definim,

	

per a

	

1 z I c r,

(18)

	

gr(z) _ 2_ (ak
L S(r,k))zk

k

Si f-r (z)

	

= exp gr(z), considerem

fr (z)

(zn 1

	

!É

	

r

k

z )
T-
n

Aquesta

	

és una funció holomorfa a

	

1 zl c r.

	

Comparant (17) i (18),

veiem que
gr

(z)

	

=

	

g(z) - 2-

	

lo

	

(1 -

	

z( z <r

	

g

	

Z )pera

	

z

	

t ro .

	

Per
'

	

n
tant, coincideix amb f (z)

	

per a Jzlz.ro .

	

Per tant, hi ha una

f (z) = fr(z) Ti

	

(1 - z)

	

per a

	

jzjzr ,
zn l' r

	

n

f (z)

	

=

	

exp (Z. ak zk )

	

pera

	

1 zI c r0
k



Lo primer demóstra que (zn) és la successió de zeros de f, doncs

fr (z) í 0 v izIcr . Veurem ara que f E EM i acabarem ; fixem £ > 0

i sigui r(£) comí a (15) . Per a r> r(F) i lzl= r ,

Ig (z)I~Z la 4. S(2r,k)1 rk . 2--

	

m(2Er) rk =m(2fir) .2r

	

k ~~ 1

	

k

	

k >, 1

	

(2r)k

Pera

	

Iz1 < r,

	

f(z)

	

= f2r (z)

	

_n

	

(1 -Z)

	

i

	

així
I zn1 b 2r

	

n

que és el mateix que

Com que

	

I znl it: 2r,

m (3£ r)

	

.

Resumint, per a r> r(¿) ,

f(z)I

	

exp m(2 £ r)

	

(1 h
iz
r I )

I z 16 2r

	

nn

log

	

M(r, f) t<

	

m(2 E r)

	

1

	

~._

	

log (1 4-

	

r

	

) per

	

a

	

r > r(F) .
( znI 1 2r

	

I znI

r

r 2r r 3r1 1 (zn( < lznl 1 Iznl = Iznl

	

i

3,109 (1 .

	

) c --- -

	

109

	

109
3r

	

= N(3r) _r
I z

	

I z z1 znI
c2rn~

	

I zni
c 2rnI

	

( z
n
l< 3r n"



log M(r,f) s_ m(2f r) L m(3E r) :5 m(5£ r)

i aixi f r= EM . //

Direm que una successi6 Z = (z
n

)

	

és m-admissible si és

m-equilibrada i té m-densitat zero. Així els ideals principals s6n

tots del_ tipus

	

k(Z) amb Z m-admissible .

Direm que una successi6 Z és relativament m-admissible

si hi ha una supersuccessi6 ZI D Z que sigui m-admissible . Aleshores,

tot ideal tancat és del tipus k(Z) amb Z relativament m-admissible .

Tot ideal tancat será principal quan els dos conceptes

siguin el mateix, és a dir, quan les propietats (15) i (16) siguin

heredithries per a subsuccessions . La (15) sempre ho és mentre que

la

	

(16)

	

X10

	

i

	

ié

	

que VeüiC

	

aillú

	

la

	

~ia~1 i~úiCiv

	

aigil

	

deis `n '

Una observeci6 és que mentre (15) és una condici6 bona,

intrinseca (16) no ho és . Igual que en el cas de tipus normal ( (4t] )

podriem donar condiciona equivalents a (16) que fossin intrinseques .

En Iloc d'aixb estudiarem un cas concret,

	

el de

	

Mn = (n!)

	

amb o1< 1 .

a
3.8 . El cas M =(n!)

	

amb O¿a<1 .-
n

Ja sabem que en aquest cas E és Pálgebra de les
M

funciona enteres d'ordre <~ _

	

(1 _cf)_
1

i

	

tipus minimal .

	

Podem pensar

doncs que m(r) = r(1



( 3. 8. 1 .) Proposició . -

	

Si

	

m(r) = r~ ,

	

una successib Z

té m-densitat zero si i només si n(r) = o (rA )

Demostració. -

	

Donat £ > 0 ,

	

és

	

N(r) 2r ( F r) 4 per

	

a

r ;~, r(f),

	

és a dir,

	

N(r)

	

=

	

ó

	

(r'5 ) .

	

Com que

er

N(er)>,

i r

també

	

n(r) = ó (r(1 ) .

Reciprocament,

	

suposem que n(r)

	

=

	

o (r13 ) .

	

Domat F > 0,

és n(r) t £ r(1	per a

	

r

	

>, r(E) .

	

Aleshores,

r

	

r

N(r)

	

=

	

N(r(£) ) 4-

	

t-¡

	

n(t) d t 5 N ( r(E) )

	

t" E

	

th-1

	

dt =

= N(r(£)) 4- E

	

-1

	

r~

és a dir, per a r>, r(E)

N(r) r-13 <

	

N(r(E)) r-A

	

A- £ ~ - 1

	

-E /3 -1 (r(E) r-1 )13 .

Fent r

	

:> oo , arribem a

n(t)
t

er

d t

	

>,

	

n(r)

r

I¡m.. sup

	

N(r) r

	

c E

	

,

r ---> o0

1 com 5 és arbitrar¡,

	

N(r)

	

= 0 (rR ) . //

dt
t

n(r) ,



Estudiem ara la condició de r"-equilibri . Com ja és

clássic, hom troba una diferéncia essencial entre el cas A E Z

	

i

el

	

cas 1 y Z.

	

(teoremas de Lindeltlf (2, 9. 5 . ) i (2 . 10 . 3. ) de (5J ) .

(3, 8. 2. ) Proposició.-

	

Si ~i

	

Z,

	

tota successió de r(3-

densitat zero és r/9-equilibrada (i per tant, rt~- admissible) .

(19)

	

I ak 1.

	

S(r, k) 1 `

	

E

	

rt - k

	

per

	

a

	

r - r(E) ,

	

k >, 1

	

.

Fixem-nos que (19) implica

	

que per a ¡3< k ak es necessariament

Corimencém dones per veure que aquesta série és efectivament conver-

gent . Donat £>O , per hipbtesi, és n(r)s E r/3 per a r >r(E) .

Aleshores, si r 2 > r 1 > r(£) ,

~ r2(20)

	

~S(r2,k) _
,
S(r 12 k)I

	

=

	

k

	

~.__.

	

(zl

	

)k <
k

	

d
k

t)

	

._
ir 1<(znl :E r 2	n

	

r

	

t
1

1 n(r 2) n(r 1 )

k k k
r2 r 1

r

L

	

2

	

t
¡-(khl)

	

d t

	

r
1; -k 1

	

r
(;-k

	

1
f ~

	

~ ~ (

	

)

	

( 1 ~

	

)
2 1 {13-k~

r
1

Demostració, -

	

Cal trobar ak	t, q,

ak =

	

-

	

¡¡m

	

S(r, k)

	

=

	

-

	

1
k

	

Z_ (

	

1
i)k

r-~oo

	

n>,1 n

h k
tk(tl

	

d t ~c

	

(r2" -k 4. r113
-k)

Com que ~ - k < 0, veiem que la série compleix el criteri de Cauchy .



Dlaquesta forma podem definir

(S (r, k) - S (r1,k)1 .c

I ak 1- S (r, k) 1 1

Si r>, r(¿) ,

ak - - k - ( z
n >,1

	

n

Per a k4,d

	

definim ak = - S (2, k)

	

(de fet veurem que no tenen

trascendbncia) . Amb aquesta elecció del ak demostrem ara (19) .

Fixem £ > 0 i sigui r(F) t . q .

	

n(r)!jfi rA per a r>, r(d) . Si k>/9,

~ak 4.S (r,k )'

	

= lim

	

IS (r, k) - S (r',k)I
r 1--jep

Ara bé;com a (20) i utilitzant que (1 J-
1

	

)

	

C al ésser

	

Z ,

Vegem ara els k ,<,A . Com a (20) ,

r 1g-k ) (1

	

4.

	

1

	

)
:j:
C E

(r,4
-k

(/S-k1

r-

n(r) n(2) n(t)
rk

f-

	

2k

	

tk4` 1
2

dt

r

i fent rl

	

trobem que 1ak 4- S (r, k) 1 :

	

CF

	

t3 -k per a r>, r(¿)

i k > P que és (16) .

r(E)

a
k	4. S (r, k)

1
_< E

ro-k

	

4. n(2)

	

4-

	

k(t)1

	

dt

	

1-

	

M
(t)

1

	

dt
j2

	

r(£1
t	)

	

t

F

	

r(3-k 4- n(2) 4-

	

~)

	

dt 4- b

	

1

	

(
r4 -k 1" r(£)O-k)

	

s
2 t

	

Ip-k1



£ lp-k t- 2E

	

1

	

rP-k 8- n(2) 8- D(¿ )
í ,S -k

Si fem r ---9 va ,

	

com

	

que ara ,9 -k ; 0, trobem que

k-/4
¡¡m

	

sup

	

( ak	1-S (r, k) 1

	

r

	

` C

	

E
r--> oo

per a ke/3 i com que E és qualsévol, trobem (19) . ~~

Per tant en el cas que /3 4 Z , és el mateix dir que Z

és r~i-admissible que dir que té r/I-densitat zero . Com que aixó

Gltim és hereditari per a subsuccessions tenim

els ideals principals i els tancats coincideixen i tots són del tipus

k(Z), on Z és una successió tal que n(r)= o (r/3 .) .//

(3.8.4.) Proposició . - Si /SeZ, una successió de r,4-

densitat zero és

	

r,-admissibié si

	

i roiiié5 si

	

la scrie

	

Ú
n n

és convergent .

a -1
(3 .

	

8.

	

3) Teorema. -

	

Si

	

Mn= (n!)

	

amb «< 1

	

i

	

11 =(1-Ql)

	

c

	

Z,

Demostració. - Suposem que existeixen

	

ak	t . q.

1ak LS(r,k)I :5 £ r (3 -k

	

per a r>,r(E),Vk>,1 .

1

	

1
Per a k=p aixó significa que

	

ag =- Hm

	

S(r, 8 )=

	

~- ( zn )~r-; ap

i així la condiciü és necessária . Vegem que és suficient. Definim

kak= -
kZ (Z )

n~1

	

n
per a k >, (*3 ,

( per a k>~~ , hom demostraria la convergéncia de la sbrie tal com

a la proposició (3 . 8. 2. )) i

114



ak = _ S(2, k)

	

per a k </4 .

Donat £>0, igual que abans , veuriem pels k¡ ~4 que

' ak
4-

	

S(r,k) I jr b r tS -k

	

per

	

a

	

r>, r(¿).

Per a k=/3, aixb mateix és cert per a r>,r' (£), per definicib de aA

Aixf també és cert (19) i acabem la demostració de la proposició . //

Veiem doncs que en el casg6Z ja no és cert que les

successions r~9 -admissibles siguin les de r4-densitat zero . Com a

consegübncia, la propietat de r 12-admissibilitat ja no és hereditária,

les relativament r/9 -admissibles no són r/O-admissibles i no tots els

ideals tancats són principals . Perb en canvi, hom pot caracteritzar
i

les successions relativament r19 -admissibles .

(3 . 8 . 5. ) Proposició . -

	

Si /3 E Z, una successib és relati-

vament r 14-admissible si i només si té r/9-densitat zero, n(r)= o (r,, ).

Demostració. - Hem de veure només la suficibncia, és a

dir, utilitzant (3.8 .4.) , que si Z té rA-densitat zero podem afegir-hi

termes de manera que la sbrie de terme general z n	siguiconvergent

'
conservant n(r)= o(r/3) . Una manera de fer-ho és afegint els w

_ 1

	

z
n

amb w13 =-1 ; la nova n(r) és el doble de Panterior i

b

1 z , lir

	

n

	

1 z~! r

	

zn

	

(z

	

c r

	

wzn
n

	

n('

Emprant (3.8 .4 .) i (3.8 .5.) tenim



aleshores tot ideal tancat 6s del tipus k(Z) on Z és una successió

tal que n(r)= o (r /3 ) . Els ideals principals sbn aquells que la correspo-

nent successió compleix a més a més que 15- z - A és convergent j/

minimal), /3 = 1

	

i n(r)= o (r)

	

és

	

equivalent a dir

	

que n z
n-1

	

1

	

0

( [5] psi. 5) . Aquest és el cas estudiat a [38] . Cal dir que els teoremes

(3 .8.3 .) 1 (3 .8.6 .) semblen ésser coneguts perb que no hem reeixit

a trobar-los enunciats a la literatura .

Després de Ilapartat anterior, veiem que la güestib deis

ideals és forga subtil . Hom diu que un pes m(r) és regular quan va¡

(3 .8.5 . ), és a dir, quan les successions relativament m-admissibles

són les que tenen m-densitat zero ( veure (41)). Aixb significará que

la condicib que descriu els zeros deis ideals és radial . Els criteris

que en el cas de tipus normal existeixen per a que m(r) sigui regular

( [41] ) poden ser generalitzáts. Per exemple, aquest és el cas deis

pesos que sbn lentament creixents.

Hom diu que un pes m(r) és lentament creixent si m(2r) e

C m(r)

	

per a una cerca constant C. Hom pot veure que aquesta

definició és equivalent al fet que hi hagin po ca Z

	

i constants A, B t . q.

(21)

( [41] lema 3.73.

116
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(3.8 .6.) Teorema . - Si Mn= (n!) amó Osad i /3 =(1-a!) le Z

nn
Nota . - En el cas o( = 0 ( funcions de tipus exponencial

3. 9. - El - cas-que m(r) .s_igui

	

lentament creixent .

0o

r

dt
Am(Br)

k rk
per a k,> p

	

,
0



(3 . 9 . 1 .) Proposicib . - Si m(r)

	

és lentament creixent,

m(r) és regular .

Demostració.- Suposem que Z= ( zn) té m-densitat zero ,

és a dir, N(r) s m(E r) per a r> r(5). Hem diafegir-hi termes fins

fer-la m-admissible . Sigui

	

R1
.

	

.

	

p l E Z

	

t, q .

	

2

	

> 2C

	

i p2 = max( po r P 1 ) .

Així, per a k,p2 tenim que va¡ (21) i

m(2n)

	

.

	

Cnm(1)

	

C
(22)

	

2nk

	

2nk

	

- Ek )n m(1) --~ 0

Definim ZI =

la successi6

i aixi ja té m-densitat zero . Ara cal trobar ak de manera que valgui

(16) . Per a k !sp2

	

definim ak= - S(2, k) . Per a k ;> p2 , veurem que

n( SI(2 ,k)) és de Cauchy( les

	

es refereixen a ZI ) .

n1(2n)

	

n? (2m)
c

	

L

	

4-2nk
2
mk

Z

	

on w= exp(2 7T i/ p 2 L 1 ) i W-k

	

Z designa

Veurem que ZI és m-admissible . Tenim

'N :, (r ) = ( p2 1-

	

1

	

) N(r)

1Si(2n~k)-S(2mrk)Ick

2
m

dnf(t)

k
t

2n

dt

Per a r gran

	

nl(r): Nf(er)= (p J- 1) N(er) :5 (p2t- 1) m(¿ er). Aixf, per a

n gran,

	

nf (2n) 6 (p21- 1) m(fi e2n) . (p21- 1) Cn m(£ e) .

	

Per tant,

	

per a

n, m

	

grans



Cn Cm

~Si(2n,k)-S'(2m,k) !5(p -1)
2

4

	

m(E e)

	

L
2nk

2
mk

m
2 (p 211) m(E et)

2n

Aleshores (22) i el fet que la integral de (21) sigui convergent de-

mostren que (5 1 (2
n 1 k» és de Cauchy . Aixó ens permet de definir

k

Peró

Comprobem ara (16) : fixem F> 0 i

	

sigui

	

r(E) com a (15) . Per

	

a k` p2
,

ak4-5'(r,k)= k

P2
1

	

7

	

( 1 )k -7rk 0W -- .Gz
2`1znkér

n r=0

2(

1
.)k

e I z 1 .r

	

z1n n

Per tant, només cal comprovar (16) per a k y p2. En aquest cas,

(akLSl(r,k)~ _- lim

	

I SI(r r k)-Si(2
n
~k)I

n

ni(r)

	

ni (2
n

)

	

ni (t)
ISI(r,k)-Si(2n,k)I~

	

k

	

~

	

nk

	

4-

	

k4.1
dt

r 2

	

t

Aleshores per a r>, r(£ ) i n gran

r

2
n

n

	

(P21 1) m(£ er)

	

(P2
4.

1) Cn m(fi e)
ISI (r, k)-SI (2

	

,k)1 e

	

k

	

4-

	

nkr

	

2



J- (p21 1)

2
n

L(p 211)(£e)k

m( £ et)

	

(p l. 1) m( £ er)

r

	

n
e2 e

M(U)

kT1
u

£er

du ,

1
i suposant

	

£ < e_ ,
Eé2 n

(p 1 1 ) m( E er)

	

m(u)

u
klSi (r,k)_Sf(2n~k)Iz

	

2

	

rk

	

1- (p2
4- 1) m(E e) ( ^k )nJ{p2J_1

	

1 du

Fent

	

ara n -)oo ,

	

i

	

ut i I i tzant

	

(21) trobem

	

Eer
ao

(p21-1) m(b er)

	

m(u)
Iak4-S1(r,k)<<

	

k

	

1 p24.1)

	

k1-1 du!

	

r

	

)
u

Eer

m( I: er)

	

Am(£ eBr)

3. 10 . -

	

Generadors de E
M

.

(P21 1) Cn m(, e)
1

!C- (P211)

	

k

	

l

	

k

	

, k>p2	r>,r(E),.
r

	

kr

i aquesta ja implica (16),(grbcies a que

	

N m(r)S m(Nr)

	

) .

(3. 9. 2.) Proposici6 . -

	

Si m(r) és lentament creixent,

tot ideal de E
M

és del tipus k(Z) on Z és una successi6 amb

m-densitat zero, és a dir, tal que val (15) . //

Diem que f1, . . ., fn EE
M

s6n generadors si Pideal

(f i , . . .,fn) que engendren és tot Em * En aquest apartat donem una

condici6 necessbria i suficient per a que f1, . . .
,fn

siguin generadors,

generalitzant resultats de

	

191, [231 , [241 . Necessitarem uns resultats

previs que també tenen interés de per sí .



positiva h(r) t . q. per a tot fi > 0 ,

existeix f E EM, amb coeficiente de Taylor >, 0, de manera que

Demostracib.- Está inspirada en una semblant de (13]

Degut al fet que ~,m
m(E r)2 :JL1m(2&r),

	

no solament és

h(r) = O gm(£r)) V£>0, sinó que també h(r) = o ~mm(Er)) V£> 0.

Llavors per a cada

	

n>1 ,

	

podem triar dn>, 1

	

t, q.

Podem suposar també que

	

dn4-1
>

	

dn .

	

Sabem que

_
r
k

,~
per a una certa constant

	

C>1 .

	

Com que / m(r) =Z m

	

uniforme-
k k

ment sobre compactes, i canviant C per 2C, hi ha un p 1 e N de

forma que

(3 . 10 . 1~ Proposició .-

	

Donada una funció continua

b 1, --, b

	

de forma que .
pn

h (r)

	

=

	

O (~um(er)) ,

	

r > 0,

h(r)

	

íf

	

M (r, f)

	

.

h(r)`/
m(ñ)

	

Per a

	

r >, dn

h(r)j5 C~,Mm(r) ,

p 1

Definim bk =

	

m.

	

per a

	

k
¿p1

,
k

k
h(r) ~ C Z m

	

per

	

a

	

r--.d2
k=0 k

Suposem, inductivament, que hem determinat p 1 --, p nE N i definit els



Llavors,

	

per a r>, dnh1

_pn

	

pn
h(r) .-/um( n ) -

	

m ( nl1
)k

	

m (n4-11

	

kc

	

Z- bk r

	

h
k=0

	

k

	

k>p
n

	

k

	

k=0

Per la mateixa haó anterior,

	

hi ha

	

pn11 E N

	

de forma que

tenim

k>p k
n

Pn
h(r) :SZ

	

bk rk ,
k=0

bk
>~

	

k

	

k= pnmk.n

n

r :s dnh 1

h(r)~~	bk rk 4_ ~

	

m

	

(
n1
r

	

)k

	

d

	

c r

	

d
k= 0

	

k=p

	

4-1

	

k

	

1

	

'

	

n4. 1'

	

n1 2

Definim bk =

	

.

	

k

	

per a pnc k tÉ pnJ-1 . Dyaquesta forma
mk(nl 1)

determinem una successib (pn ) t. q .

	

si

	

bk =

	

k per a

	

Pn_1c k

	

Pn,
mkn

h (r) 1Z bk rk

	

Z bk rk
k=0 k=0

t 1
k

	

fkl
(o)	k

	

bkk

	

k _

	

1
La funció f(z) _

	

b

	

z

	

¿-s de EM perqué

	

(

	

M

	

)

	

_( M

	

)

	

ñ
k=0

k

	

k

	

k

pera pn_1' k < pn,

	

tendeix a zero,

	

Lis a dir, (f

	

(0» E EM(0) i

	

per

(3. 3. 1 . )

	

aixb és suficient per a que

	

f f.EM .

	

Finalment,



degut al fet que

	

bk>, 0

	

!l k%

	

Aixó acaba

	

la demostració de

	

la

proposició .

bk .
rk	=

	

f(r)

	

=

	

M(r, f)

	

,
k=0

(3.10 .2.) Coro¡-lari .- Donada h(r) com a (3 .9.l .),

existeix una funció T convexa en log r (i per tant, subharmbnica com

a funció de

	

z

	

)

	

t . q.

exp ~(r)

	

=

	

O

	

(~m(£ r) )

	

VE> 0

	

,

Demostració.- Es suficient de definir i(r) = log M(r,f)

on f és la de la proposició (3 . 9. 1 . ) .

	

(r) és convexa en log r pel

teorema dels tres cercles de Hadamard. ~~

(3 . 10 . 3. )

	

Lema.-

	

Si (M
n

)

	

és una successió iogarítmicament

convexa i

	

Mnl/n -~ oo

	

,

	

les funcions "~ M / .M

	

definides al capítol

	

O

compleixen les desigualtats

(23)

	

ÁM(s a- t)c A
m(2s) ~(2t),/MM(s1 t )'

	

2 MM(4s»~,,,kÁM(4t) .

Demostració. - La segona es consegüéncia de la primera

perqué A,vl(t)1PM(t) ` 2 IM(2t) .

	

Demostrem doncs la primera ; per

a tot n, utilitzant (4) del Capitol O, tenim

_n

	

n

(st,-t) n = 2- (k), sk t n-k s ~m(S) ~M(t)Z (k) Mk Mn-k
k=0

	

k=0

M(s) ^M(t) Mn

122

n

(k)
k=0

h(r) g exp Y (r))

= "M(s) k(t) Mn 2n



Aquesta desigualtat demostra que ^M
(2t )

	

nM(s) k(t)

	

que és el

mateix que (23) , //

(3 . 10 . 4. )

	

Proposició. -

	

Per a una funció entera f, són

equivalents

(a) f E EM

(b)

	

per a tot £> 0,

	

(f
(z),2

t:lz

	

d m(z)4&o (d m la mesura
~m (

de Lebesque)

(c)

	

existeix una funció Y (z) >, 0

	

subharmbnica t . q.

(i)

	

exp Y (z)

	

=

	

O
(/km

(£ (z( ))

	

VE > 0

Tindrem,

Demostració_ -

1f (w)1 2

' B
~mw1)-

j

	

1 f(z)12

C

(c)

	

(b) és inmediat

(b)

	

(a) . Fixem z i sigui B la bola de centre z i radi a .

I f(z)I

	

~5

	

-íLT

	

f

	

( f(w) I

	

d m(w)

	

_

B

dm (w)

C (E )

	

J m(f (w1)

	

d m(w)

iB

exp

	

(- Y (z))

	

dm (z) c *a .

B

dm(w)~r
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Per el lema (3 . 10 . 3;) aplicat a la successió logaritmicament convexa

m n ,

	

és pm(EIwl)6~,Mm(E1-EIzl

	

) :! 2,A m(4£)~km(4Elz1) .

	

Aixf,

¡f(z)I-' C(£) (2.,M m(4£)/4m(4Elz1 ) )2` Cl (-) .,M
m

(4£Izl ),

	

i f EEM .

Posem h(z) = (1 1 zp ) g (z) -I

	

1,

	

on

	

p E N

	

és gran, _que també és a

	

EM.

Definim

	

Y (Z)

	

=

	

log h«zj) ; (i) és cert ja que

	

h E E
M

.

	

També ,

(a)

	

==>

	

(c) .

	

Si

	

f E EM ,

	

també

	

f2 E EM.

	

Si

	

f2(z) =G- bnzn,

la funció g(z) _

	

bnl

	

zn	també és de E
M

(perqub

	

(Ib 1 ) E EM(0)) .
n

If(z)I2
exp (-f(z)) =

	

z

	

g (Izl) `	1

per a tot £ > 0 ,

n

h(lz()

	

h(Izl)

	

1 4. (ZIP

és integrable si

	

p

	

és prou gran . Finalment, Y(z) = log h(Izl) _

= log M(IzI, h) és una funció convexa en log Iz1 (teorema deis tres

cercles de Hadamard) i per tant és subharmbnica . ~~

(3 . 10 .5 . ) Teorema.-

	

Siguin f 1 --, fn E E
M

i

	

I

	

Pideal que

engendrem, Aleshores, I = E
M

si i només si no slanul .len simulti3nia-

ment en cap punt i

(24)

	

(2-

	

¡f i(z)I )-1

	

=

	

O (/4m(FIZI) )
j=1

Demostració. -

	

La condició és necessária :

	

si

f 1 9 1 4.

	

--- L

	

fngn =

	

1,

	

com

	

que

	

19
j
(z) I c 11 g

j
11

	

/~kÁ m(ílzi) ,

	

tenim



que implica (24) .

a(6LpL1 i 1 = (i y --y¡ )Eh .q

	

1 p p

1 jilz- If .(z)I I9 .(z)I ~ C(F-)JU (E(zl)

	

If .(z)I
j = 1

	

J

	

J

	

m

	

j = 1 J

Per demostrar que la condicib és suficient seguirem el

métode de 191 , (24] . Sigui W Ilespai de les funcions f mesurables

definides a C ,

	

avalors complexes que satisfan (c) de (3 . 10 . 4.) ; per

0
a

	

q > o ,

	

sigui

	

L: = Lq	llespai de les formes diferencials de tipus

(O, q)

	

a

	

C

	

amb coeficients a _ W,

	

és a dir,

	

les w

	

t. q.

	

IwI

	

satisfá

(c)

	

de

	

(3. 10 . 4 . )

	

(si

	

w

	

=L

	

wJ dz, Jcreixent,

	

IWI2

	

= Z ~wJ l2 ) .

	

Pera
J.

cada p EN, sigui p el conjunt de totes les p-pies

	

I = (i 1 ,--i p) amb
i

p6 n i Lq el conjunt de totes les aplicacions antisimétriques

de r

	

en L

	

Per a cada ac-L p	i I E

	

, 0((1) E L . . Lloperador
p q

	

q p

	

q

defineix un operador. no acotat

per (~o() (I) _

	

(q(I)) (en el sentit de les distribucions) . El seu

domini

	

consta

	

de

	

les

	

«ELp

	

t . q.

	

(q(I))

	

E

	

Lq

	

1

	

v t E )
p

.

Definim P: Lp 1

	

p--~
q

de la manera segUent : per a

n

(Pq) (1)

	

=2-

	

f
i

o( (¡ 1 ,-_, i p, j)

2Definim també

	

Po(=

	

0

	

si o(EL
q .

	

Es

	

ciar que

	

P

	

=

	

2

	

=

	

0;

	

per a



p 1-1

	

,

P

	

_
o( el-

q

	

,

	

I E ~

	

,

	

com

	

que

	

f . = 0

	

al

	

ser

	

f
J
,

	

entera,

	

tenim
J

_

	

(

	

fj ot(¡
1
,--, i s~j)

	

(Pat) (1)

	

P«) (I)
i=1

Per tant, tenim un complexe doble (el complexe de Koszul) .

equival a demostrar

	

Ilexisténcia de WEL
1

	

t.q .

	

P«=

	

1,

	

íio(=

	

0 .
n

	

o

En efecte :

	

P«= Z-

	

f «(j)

	

on ot(j)

	

és una (o, o)

	

forma amb
j = 1

	

j

coeficients de W, és a dir, una funci6 de Wf JI« = 0 significa que

cada «(j)

	

és entera i

	

(3 . 10 . 4) ens diu que

	

EM	=

	

H r1W .

El IPma ;Pgt)ent és a í191 ; i és una modificaci6 del

teorema 4.4. 2 .

	

de [18]

Lema 1 . -

	

Sigui 13 una forma de tipus

	

(0, q J- 1)

	

amb

coeficients mesurables

	

, Ú(3= 0

	

i Ysubharmbnica t . q.

Aleshores,

	

hi ha una forma o( de tipus (0, q) tal que 3ot =p

	

i

(25)

n
-

	

_

	

_n -
(P J at) (I)

	

_~

	

f
J
.

	

i 5pj)

	

='

	

fJ.

	

)oc(i 1
,--, i

	

j
1

	

Sj=1

	

j=1

ELq 1_ 1

	

tal

	

que ap=

	

0 .
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Amb aquestes definicions, el fet a demostrar, I = E1v1'

fa
Iffi

2

I«
12

exp (-Y) (14- IzI2
)_2

d m(z)c J IPI 2 exp (-T) d m // .

Lema 2. -

	

Llequaci6 j1d =A Sé una soluci6 giLp per a cada
q



Demostraciá. - Es suficient de fer el cas p=0. Aleshores

el

	

lema

	

1

	

anterior ens dóna una ct tal

	

que

	

la funció

	

Id 1 compleix

	

(i i)

de (c) de (3 . 10.4 . ) .amb la funció s . h. V(z)=f(z)4-2 log(11-Iz1?) . Ara, per (11),

és

	

O(
/

,I,lm(£ Izi)) ~0 perqué expY ho és i el polinomi també.

Lema 3.- Si o( E LID

	

i

	

Pa=0, existeix /3E Lg4-1 tal que

Phi=

	

. A mis a més, íi/S ELPI,~

	

si J a =0.

X11: > 0. Posem

exp Y = exp T

	

( 14.Izl2 )2

Demostració. -

	

Per a

	

I E í_,

	

definiml-1 ,

n

	

pl-1

(I)=
(
2-1f(z)2

) -1

	

(_1)s4-1-k

	

f i

	

a(I)

	

,

_1 J

	

k_1

	

k
k

on Ik és l=(i1i, . . .,ip11) amb i k elimina- t. Si w és el sumatori de la

dreta, utilitzant que of(Ik) E Lq , que fj EEM i (3 .10.4.) veuriem que

w E Lq ,

	

és

	

a

	

dir,

IWI2 exp

	

(- y,)

	

c

	

oo

n

h(r)= sup (Z

	

Ifj(z)I )-1
I zl=r

	

j=1
n

. 0;
per a una certa funció subharmónica

	

y 1

	

t. q.

	

exp T 1 (z)= 0(/14,(E IzI))

de

	

manena . que

	

I /S ( I 2' = (

	

ifj
(z) ~ .

2

	

)_2

	

I wl 2 c

	

const.

	

h(IzI )4 IW I2 .
. j=1

La hipótesi (24) significa que h(r) compleix les condicións de (3 . 10 . 2. )

i així existeix una funció subharmónica

	

1 2(z) t . q .

	

h(1z1) :5 T2(z)

	

i

exp

	

T 2(z)= O(JIAm(£ Iz1)) V£> 0.

	

Si Y = Y 1 1 4
T2

	

, t}' és subharmónica,

exp Y (z)= O(/I,r,
m (filz/))

	

grácies a (11)

	

i
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éLp4-1 tal que
q

Si r>l o

A(l)( 2 exp (-ti') j! const. j 1 wi 2 exp (-
~1)

« °a .

Aixh demostra que /3 E Lp"

	

. Es senzi l l de veure que P/3 = ~.

Su osem que

	

2

	

2p

	

q

	

Úa(=0. Si

	

~f1 =~fS(z)~ , utilitzant el lema 2.4 . de 2411

=~((3(l))= ':>

	

(-1)`1-k á (

	

'k )^ ~ (Ik)

k=1

	

~f~

pll

	

_n
sJ- 1-k

	

1

k-1

	

J=1 J J 1k 1k J

	

k

Els coeficiente de (á6)(1) eón doncs ele de ol(I k), que estan a w,

multipl icats per expressions

n

fI -1

	

f .

	

f . Zf .

	

- f

	

-.
J=1

	

J

	

J

	

1
k

	

ik

	

J

és com abans O(exp Y (z)) amb exp Y = O(JIAm (F- 1zi)) VE> 0.

També

	

ho

	

eón

	

1 f
J
. 1

	

i

	

I ó f i I

	

perqué

	

f? E Em

	

si

	

f EEm ,

	

Apiicant

	

(í 1

reiteradament, hom veu que ele coeficiente de (J(3)(I) eón O(expy(z))

amb exp ~(z)=O(~,¡1 m(E Izl)) VE> O, és a dir,

	

3/3

	

E Lq`

Lema 4.-

	

Per a cada o<eLp

	

tal que )d = P a = 0, hi ha

áA ::O i PA =ot,

Demostració . - Es un argument de tipus homolhgic ( [19] ) .

s>n és trivial . Per inducció, pel lema 3, hi ha :-P
~-t

q

t . q.

	

PA=a i

	

D/1 ELq4-1 ; com que

	

J31s=0 i PJ,4_

	

P/3 =Ja( =e,

la hipbtesi dlinducciü aplicada a J/b permet de trobar /3 0' a Lpl-

n

	

e' p12tal que

	

P~ = a R

	

i

	

3/á

	

=0. Pel

	

lema 2, existeix /3

	

ELq	de
n

forma que
úR�~=

/3 . Definim 13 =/S' - P/3" . Ara,

128

_ ~(3 -~PP 0,
-P

J~m -~f3 1 - P/3lt - .0

	

i P/3 =
PP,

=el .ll
Aquest lema, per a y,=1 , p=q=0 demostra el teorema (3.10.5.) .//



CAPITOL 4

EL GRUP NO QUASI-ANALITIC

4 . 0. -

	

Introducci6.

El principal resultat d1aquest capítol és el teorema de

la síntesi espectral , que demostrem amb hipótesis escaients. Aclarirem

ara que entenem per síntesi espectral .

Suposem que EM és invertible, o equivalentment, segons

(1 .3.3 .), que Em és ¡ .m.-convexa. La no quasi-analiticitat significa

que Iiálgebra és regular . Aleshores, per teoria general (veure [36] ),

t i ndrem :

" Per a tot conjunt tancat

	

Fc IR existeix un mínim ideal

N(F), anomenat Pideal de nulitats de F , que té a F com a conjunt de

zeros . N(F) és format per les funcions nul-les en un entorn de F. La

seva adheréncia N F), Pideal tancat de nulitats, és el mínim ideal

tancat que té a F com a conjunt de zeros. 1 '

Un altre fet general és que existeixen a EM particions de

la unitat en el sentit habitual ( veure [6] ) i com a conseg0bncia hom

té que si f EEM pertany localment a un ideal tancat I, en el sentit que

per a tot x hi ha un entorn Ux i una gx e 1 tal que f= gx a Ux ,

aleshores f E I ( [6]

	

,

	

[36] ) . Es a dir, si N(x) és Pideal de nulitats

del punt x , hom té :

129



(1)

	

I = ni 4- N(x)
x

130

(4 . 0. 1 . )

	

Teorema. -

	

Per a tot ideal tancat I de EM ,

si és certa, per a tot ideal I de EM, la relació

de EM planes a x,

	

, és a dir, f(n)(x) = O,Vn . .

(de fet Aquest resultat només depen de Ilexisténcia de particions de

la unitat, i utilitzant (0.1 .1 .) podriem veure que va¡ en el cas gene-

ral sense la hipótesi de 1, m,convexitat).

El Aroblema de la síntesi espectral consisteix en veure

Aquest és un problema plantejable en qualsevol álgebra A I .m-convexa

regular ; utilitzant que

	

I t- J = A si 1, J slin ideals tancats sense

zeros en comú ([36]), veiem que tant a (4.0. 1 .) com a (1) és suficient

de considerar els

	

xE h(I) (acl no contem multiplicitats) .

	

Llavors,

	

és

fácil . de veure utilitzant (4 . 0. 1 . ),

	

que (1) és- sempre cert si

	

h(I) és

un conjunt discret.

Hom només coneix retativament pocs exemples dihigebres

'Lm-convexes regulars on va¡ la síntesi espectral . Llexemple més

' conegut és el de

	

E , demostrat per Whitney ([49)) . Una demostració

simplificada es troba a [31] . En el nostre cas, comencem per identi-

ficar N(x) ,

(4.0.2.)Proposició.- N(x) és Ilideal de les funcions



Demostració. - Es evident que

	

N(x)

	

está format per

funcions, planes a x. Reciprocament, i fent-ho només per a x = 0,

si f(n) (0) = 0, definim

f(x -

	

1 /n) per

	

a

	

1/n 5 x

	

,

fn(x)

	

=

	

0

	

per

	

a

	

1, x1 6 1 /n,

f(x'1 1 /n) per

	

a

	

x&

	

- 1/n

	

.

fn E EM	jaque

	

pr	(fn) c

	

pr 11 E
(f) ;

	

aixb mateix demostra que (fn)

és un conjunt acotat a EM .

	

Com que fn --j f a

	

E, per (0. 1 . 1 . )

deduitn que fn -> f a EM i així f E N(x) . //

1

Per tant, demostrar (1) significa veure que si una funció

f E EMté a tot punt

	

x

	

el mateix desenvolupament de Taylor que una

funció de I (podriem dir que pertany puntualment a I ) , aleshores

f E I .

	

Expressat dlaquesta forma, és un problema plantejable en el

cas general, sense cap hipótesi de I . m-convexitat .

	

Aixb és el que

farem en aquest capftol

	

:

	

donada

	

E. .

	

n. q . a .

	

estudiar quan

	

és que

per a tot ideal tancat ,

(2)

	

I

	

= n I 1 P (x) ,
x

on P(x)_ és Pideal de les funcions planes a x .

El métode que seguirem és inspirat en la demostració que

Malgrange fa del teorema de Whitney ([31]) . Quan hom intenta trobar

una generalització adegüada del lema central 1 .4 . p . 22 de [31],



(veure mis endavant), hom veu que intervenen, en linies generals,

dues funcions de d > 0, una que decreix rápidament i una altra que

creix rápidament .

plana a

	

a

	

com decreix

	

f(k) (x)

	

quan

	

1 x - a I

	

=

	

d

	

tendeix a zero .

de la

creix

- La primera is la funció que controla,

	

per a una

	

f EEM

- La segona is la funció que controla, per a particions

unitat (Y :) subordinades a un recobriment ®, i fixe £ , com

132

k EN
t E FR

qun el diámPtrP

	

d

	

deis coniunts de 8 es fa petit .

Hom veu tambi que is necessari que la primera "compensi" a la

segona . Comengarem per veure que is el millor que podem dir de

la primera funció ; despris, la feina será veure que podem sempre

construir particions de la unitat de forma que (3) no escapi deis

Illimits imposats" per la primera funció.

4.1 .

	

Com decreix f si is plana a un punt a ?

A la nota posterior a (1 . 2. 3 . ) hem vist que si EM is

n. q. a.

	

la successió

	

N

	

=

	

Mn

	

bs t . q.

	

N1	oo

	

.

	

Aleshores
n ñi

	

n

Las finit, per a tot t> 0 .

zl`Y;(k)(t>~

k
Mk

sup
n

nt
Ñ
n



Utilitzant la fórmula integral pel rest d'ordre m dfuna

fEE en un punt a, tindrem, per a una funcib f plana a a, i per a

tot

	

m ,

1

(4)

	

f(x)

	

_

	

(x - a)MI-
1

Fixem r,F

	

i considerem Ix1 , ¡al 5r . Aleshores

I If(m~
1 ) ~ I

	m11
If(x)I É

	

Ix-afml t

	

r

	

~

	

Ix-al.

	

p

	

¿m
4-1

re
N1m~1

,- ,

i utilitzant (2) del Cap. 0 ,

plana :

0

m!

	

m!

(1 -t
)m

	

f(m1-1 ) (alt (x-a) ) d tm!

(£ H
Ix-al)m

MmIf(x)I <_

	

AE pr,g
(f) Ix-al

Aixb és cert

	

Vm

	

i per tant

m!

=

	

A£ p'

	

(f) Ix-al

	

-1

	

(1/E H Ix-a1 )r,F

	

N

IntrodulYn ara la primera hipbtesi .

(E H ~x-aI)m M
If(x)I1 A £

	

pr E

	

(f) Ix-al inf

	

m

	

=
, m m!

m!= A£ p

	

(f) Ix-al (sup .

	

1)r,F
m

	

(E HIx-al)m Mm

per a IxIjajt r .

	

De

	

la mateixa forma,

	

per a

	

f(k) que també és

(f(k)(x)I

	

4

	

AE

	

p

	

(f(k)) Ix-al il~.	(1/£H lx-al),

	

jxj,(al !ir .
r,é



la hipótesi (4),

"existeix una constant D>0 t . q .

	

Mkhn
c DkLn Mk Mn 11

Per exemple, Mn = (n!)

	

compleix (5) amb

	

D = 2

	

; per a

kln kln
veure-ho, només cal elevar a o( la desigualtat ( k ) c 2

	

. Amb

sup
n

t

	

Mk Ek

	

pr BE (f)

Així hem arribat a

(I f(k4.n) II
n M

n

k
c

	

Mk £

	

sup
n

Il f(k4-n)11 r Dk-1 n

kl_n
Mnl-k

1f(k) (x)I É

	

A¿

	

Mk Ek

	

pr

	

BE(f)

	

Ix-al

	

-1

	

(IIE H Ix-al )

	

.

(4 . 1 . 1 . ) Proposició.-

	

Suposem que es compleix (5)

Aleshores,

	

existeixen constants A,B,H > 0 t. q .

	

si

	

f és plana a

	

a,

hom té

(6)

	

If(k)(x)I t AE Pr BE (f) E k Mk jx-aj XN
i

( 1 Iá H jx-aj) ,

V k,

	

per

	

a

	

Ixljjal5r

Quan x -3+ a,

	

XN(1/E H Ix-al)

	

tendeix a ao

	

AN
1
(1/e H I x-a) )

a zero i així (6) controla el decreixement de f(k) . ( a [31 slobtenen

millors estimacions, en casos particulars, per altres mbtodes) .

G



A (6) veiem que
^N

1

	

1(d- ) és essencialment, la primera

funció que buscávem . Així la se ona no,

	

g

	

pot creixer més que í(d 1 ) .

4.2.- El problema de les parti cions de la unitat .

Per fer més senzilles les coses només considerarem

particions de la unitat molt especials : seran subordinades als recobriments

format pels intervals Kn
d

= [(n-1) d, (n~l) d]

	

i toles les funcions

seran trasladades dIuna funció fixa amb suport a Ko d . Es a dir,

donada una

	

TE DM	t. q.

~(x) 1- T(x-d) = 1

	

Oixsd , supt T C [-d,d] ,

definim

	

Tn(x)

	

Y (x-nd) .

	

Es clar que supt

	

I n C Kn d ; per a

	

x a

la mitad dreta de Kn,d només no sfanul "len
Tn,d i

	

1n441, d

Tn. d(x) 1

	

T nl1 . d(x)

	

Y(x-n d) 1- T(x-nd-d)

	

1

Per tant, dlaquesta forma obtenim realment una partició de la unitat

(no cal que les funcions siguin positives) . Tenim també, per a aquest x

(k
d (x)

	

_

	

~(k) (x-n d) L (
P
(k) (x-n d-d) ,

n

i per tant (3), per a aquestes particions de la unitat, és dominat per

2

	

sup

	

k

	

= 2
pd~E

	

(~ )
k Mk

Posant

	

~(x)

	

= Y (x/d) amb

	

supt Y G (-1, 1] ho reduTM al



cas d = 1 , i la quántitat a controlar és ara

Aleshores,

119 (k) 11d

	

¡ ,y (k11, 1

=
pd

	

su,

	

k

	

= sup

	

= p1 E d(w),F (~Q)

	

sk

	

F

	

Mk

	

k

	

(E d)kMk

	

,

Diacord amó e.l que s1ha exposat a la introduccib, hem de

veure que és posible de trobar T t . q.

(7)

	

TEDM,

	

supt TC[-1, 11

	

T(t) 4. T(t-1) = 1

	

O£-t! t

i de manera que p 1,£d(1) no creixi essencialment mis de pressa que

Ara bé, considerem T com a (7) .

	

Com que 1 és plana a

-1, per la fórmula (4) aplicada a Y, a = -1 i n-1, és

~7(x)~~(xl1)n II~ (n) 11 1

	

¡1

	

(1_t
)
r_

1 dt = (x11)n Í
1
1Í(n){i1

JO (n-1) !

	

n!

Com que T(0) = 1, trobem 1
1 1 (n) l

i¡ 1 > és
n!

a dir II~(n) II1 > n! .

~p(n)

	

n !

p1	d(T)
= sup I~I n II1

>/ sup

	

n

	

= XN(F -1 d 1 )
n

	

(df.)

	

Mn
	n

	

(d E)

	

Mn

Aquesta relació ens mostra com es dispara p i Ed (if)

	

quan
,

d es fa petit . Al mateix temps ens fa veure que el nostre problema

és en certa forma un problema dfoptimització puix mentres que per un

costat necessitem que

	

p1 Ed(T) no creixi mis rápidament que íN(d_
1
)

s

pel altre hem vist ' que no pot

	

créixer mis a poc a poc.

	

En altres
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paraules, si hem vist que

inf

	

P1 ,£d(Y) >"~(E -1 d
-1 )

	

,

comp1 int (7)

hem de veure també que va¡ essencialment la desigualtat contrbria.

En Papartat següent traduikn (7) en termes de la transformada de

Fourier de ~ .

4. 3. - Caracterització de DM i de (7).

Si TEDM , la seva transformada de Fourier, com a element

de EM, és la funció entera

(8)

	

lP(z)

	

=

~L eo

T (t) exp

	

( itz) d t

-00

( 4. 3. 1 . )

	

Teorema . -

	

Una funció entera

	

F

	

és la transfor-

mada de Fourier dyuna 9 E DM,

	

amb suport dins

	

[-r, r]

	

si i només si

(a) 1F(z)I = O( exp r Iz1),

	

z E(r

(b) IF(M)I = O
(jMl

( II )) V£>0, x eFR .

Demostració. -

	

És estándard .

	

Integrant per parts (8) hom

veu que

	

9(n) (z) = (-iz)n tP (z) .

	

Si

	

supt Tc[-r, ri

r

Iz1 n l~ (z)j= I ~(n)(z) 1'

	

11'
(n)

(t)j

	

exp (-t ¡m z) dt «e

	

p£ (,)En Mn 2r exp r

	

Imzl.
i -r

Per tant, per a z ~ 0
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I IQ (z)I 5

	

C(E)

	

exp r 1 Im z I

	

inf
n

que implica (a) i (b) . Reciprocament, suposem que F satisfá (a) i (b) ;

(b)

	

implica que

	

la restriccib de

	

F

	

al

	

eix real és de

	

L2 (R)(pensem

l
per exemple que

	

1M (Ix()

	

domina

	

1 1 (x1
2 ) .

	

Per un deis teoremes de

Paley-Wiener (veure [421), aixó i (a) impliquen que

la cotransformada de Fourier de

	

F

	

1
FIR

,

	

és una funció amb suport

a [-r, r] ;

	

(b) demostra també que

	

xnF(x)

	

és integrable

	

Vn,

	

de forma

que

	

T E D.

	

Ara,

T(n)( t )

	

27T I

	

(-'x)1'1
F(x) exp (-itx) d x,

Per

	

a tot E > 0

	

hi

	

ha b > 0

	

tal

	

que

	

(1J-x2) 1m(~)

	

,(

	

) . Ara,

	

per

	

b

11~(n) I1 r =É

	

C(j)

= C(j) 1r
n
Mn

( t ) =

	

2Tf

)4.00

F(x)

	

exp (-itx) dx ,

-00

II
~(n) 11

r g

	

C

	

sup ~x,n F(x)

	

(11_x2)
x

sup
x

- 00

Ix~
n (11-x2 ) 6 C(I)

x M( 1x) )
b

(utilitzant (7) del Cap. O), és a dir, T EDM .//

n
E
Mn = C(E) exprIlmzl l ( kz( ),

Iz1

sup
x

( x(
n

AM(i~i )

Aquest teorema és analeg al de D, on la condicib (b) es



sustitueix per

	

IF(x)I =0 ( 1 L Ix1m )

	

V mGN. Val a dir que hom

podria donar una demostració del Teorema de Denjoy-Carleman

utilitzant (4.3 . 1 .) ( (42] ho fa per a les classes clássiques) .

Ara volem traduir la condició (7) . Suposem que

	

Y E D i

que suptlec[-] , 11

	

. Té una transformada de Fourier complexa

definida per (8). Per altra banda podem pensar T com a funció

periódica i en la seva transformada discreta, que en aquest cas seria

per a n~ o.//

To(n)= 2 f-~(t)

	

eilt nt

	

dt
1

que

	

y (t )=

	

~5- , 'Q0(n)

	

e-i Tfnt

	

és
n EZ

T0(0)=
¿ . Aixb i Ilobservació anterior porten a la

Veiem que la relació entre ambdues és que

	

~( Tf n)= 2
To(n)

. Com

To(n) ( 1~(-1)n ) e-iTfnt

nEZ

de manera que

	

T(t) LT(t-1) = 1 per a Os t :51 ( o com a funció periódica

V t) és equivalent al fet que To(n)= 0 per a n par diferent de zero i

(4 . 3 . 2. ) Proposició .-

	

Sigui TED

	

amb suptTC(-1, 11 i F=

Llavors,T(t) 4-T(t-1)= 1

	

per a O :s t£1

	

si

	

i només si F(0)=1

	

1 F(2Tfn)=0

4. 4. - Construcció de les particions de la unitat .

Introduirem ara la hipbtesi que ens permetrá de construir

les particions de la unitat que necessitem, o el que és el mateix, les



complint (7) adequades.

Es defineix ( veure [30] ) , si mn= Mn/mn-1 per a n>,1,

n(r)=nombre de mn que són s r .

Aleshores tenim

r
n

(6)

	

~~ A

	

XM(r)= sup

	

, el suprem siagafa a n= n(r) . "
n Mn

n n-1
Aixb és consegOéncia del fet que

	

r

	

r

	

= r m-1

	

¿!s

	

1M / M

	

n

	

g

	

per
n n-1

a n`n(r) i >1 per a n>n(r) . La hipótesi de no quasi-analiticitat

Z

	

mn 14
0o

	

implica (

	

;30J

	

)

	

que
n

(9)

	

n(r) = o (r) .

Doncs bé, la hipótesi que necessitem és

(10)

	

11 existeix C : 0 tal que

( és a dir, és una hipótesi sobre la velocitat amb la qual decreixen

els rests de Z, m 1 ) .
n n

cas, m

	

=n« i

	

si

	

n

	

rc (n4-1)
ot

és n(r)= n ; aleshores n(r) és

	

,

	

Ilevatn
1/K

de constants, n(r)= r

	

. Per altre costat, pel criteri integral,

a( ,(n4-1) es, Ilevat de constants,
n1-0(

, de manera que
non

	

n>n(r)
0

1/o( 1-d

	

1/of - 1és del mateix ordre que ( r

	

)

	

= r

	

, que és del mateix

ordre que n(r)/r .
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M n(r)n

	

~, C

	

.
n

n;n(r) Mn~l r

La successió M

	

= (n!)

	

amb or > 1

	

satisfá (10) ; en aquest
n

M
n

Mnf" 1



(4.4 . 1 . ) Lema. - Suposem certa (10) i fixem f>0 ; per a

cada r > 0 posem

	

dr(E)=
1 6 C n(r) I8 r .

	

Per

	

a cada r > 0, hi

	

ha una

successió

	

( P(r) ) de nombres positius tals que :
n

per (10)

P (r)

(a) n G
n

	

Pn11

i en general sigui pkEN

	

t . q.

°Zn

n >, pk

	

Qnl l

4

P
(b)

	

lim (

	

n

	

)n = 0.
n Mn

(c)

	

P(r) t

	

~N(
1/ KE dr (F) )

	

en dr(b)n	M n .

on K és una constant independent de r,l:

i n n
Demostració . -

	

Sigui

	

Qn=dr(E )

	

E

	

Mn de manera que,

Q

	

1

	

M

	

C n(r)

	

-

	

1
n

	

Z n

n>,n(r)

	

Qn4-1

	

E dr(E)

	

n?n(r)

	

Mn11

	

r£dr(E)

	

16

Posem p,= n(r) ; després sigui p2 EN t . q.

Q

	

1zn L 3
n>,p2

	

Qn4-1

	

4 2 2

Podem suposar que (pk) és creixent . Si
pk!

n, pk4-l , definim Pñr)=k
n
Qn ,



de manera que

i es compleix (b) . També,

Per a ncp 1 = n(r) definim P ( r ) = (8 n(r))n . Així,

i amb la dlabans, tenim (a) . Ara,

perqub Pñr)s
Qn per a n>n(r) . Així,

_< max

	

=
n<n(r) Mn Mn(r)

on hem suposat sense pbrdua de generalitat que C> i i hem utilitzat (8).
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P (r)

	

1

(

	

n

	

)n =

	

E dr (£) k-1

	

si

	

pkSc n .e pkl1
Mn

Pñr) -~ rkll

	

Pñr)

	

pkLl-1
Qn

_~ k
n >> p 1P

	

k ;, l

	

n=k

	

P

	

k>, 1

	

pk

	

Cn4-1

Qn

Qn4.1

6
k31

	

42M-1

(r)

1

8

sup

	

= max

n Qn nfn(r) Qn

P r)

	

( 8 n(r))n

	

rnn
sup

	

-e max

	

= max

	

<
n

	

Qn	n<n(r)

	

dr(£)n 1;
n
Mn	n .<n(r)

	

(2C)n Mn



Ara,

que és (c). //

P (r)

	

rn(r)

	

16 C n(r)

	

1
sup

	

n

	

<

	

= (

	

)n(r)

	

c
n

	

Qn

	

Mn(r)

	

£ dr(e )

	

Mn(r)

(16 C n)n

	

1

	

(16 C 3) n

	

n!

	

1
sup

	

n

	

<sup

	

= ^N

	

r( 1/ K¿d(E) )
n

	

(£ dr(£ ))

	

Mn	n

	

(£dr(¿»" Mn

(4 . 4. 2. ) Lema. - Suposem certa (10), fixem £>0 i per a cada

r>0 sigui

	

dr(E) com a (4.4 . 1 . ) .

	

Per a cada r >0 existeix

	

TGDM t. q.

on C, K eón constante independents de r,£ .

(a) supt

	

~r C[-1,11

(b) 1r (t)1" 1r(t-1)= 1

	

pera O<t!61

(c) pl1 £d (a)( T )-
C XN( 1/ KEdr (£) ) .

' r

on ^k= Pkr) / Pkr) per a k>,1 . Es

per a IzI_1 i per tant

sin (z/2)

	

sin(z/8)

	

sin~z
(

	

)2
Ti

z/2 z/8 k=1 ~kz

Demostracib. -

	

Per a cada r>0 sigui P(r) la successib deln

lema (4 .4 . 1 . ) . Definim ( la construccib que segueix és en part inspirada

en [42] )



Com que

	

< x k-eco per (a) de (4.4. 1 . ), la série
k

(12)
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sin ikz
1-

	

Ic B
^k Izl

	

per a Izlg 1/ %k
~kz

convergeix uniformement sobre tot compacte . Aixó significa que el

producte de (11) convergeixx i que Fr és una funció entera . A més

a

	

més,

	

uti litzant

	

la desigualtat

	

I sin z / z I s exp ( zI i

	

(a)

	

de

	

(4. 4 . 1 . ), és

ao

Fr (z)Itexp ( )21 ) ( exp Lz' )2

k=1

= exp ( 2 J-4i

	

n
k

) 1zj ;exp Iz1
k=1

exp

és a dir, F satisfá (a) de (4 . 3 . 1 . ) .

Es evident que Fr(0)=1 i que Fr(2Tfn)=0 per a n#0 . Per a

x real,

	

sin xlsjx1

	

i

	

sin xI :i 1

	

. Per tant,

sin (x/8)

	

sin(x/8)
)2

	

( A . . . . n )-1 =

	

P(r)

	

(

	

)2/8 1 k n
x/8

(b) de (4 . 3. 1 . ). Per tant, Fr =
yr

	

amb

sin(x/8) 2 n sin lt kx
I xn Fr(x) I ~5Ix,n

	

(

	

)

	

Ti

	

1
x/8 k=1 ~kx

Ara utHitzant (b) de (4.4 . 1 . ) veiem que Fr satisfá també la condició



+00

F(x) exp (-itx) dx

_ 40

i supt

	

Ir
[-1, 1] .

	

Així ja tenim (a).

	

Com que Fr (0)=1

	

i Fr(2TTn)=0
per

	

a ní 0,

	

(4. 3 . 2 . ) ens diu que

	

Tr

	

satisfá (b) .

	

Ara,

4co

i amb (12),

és a dir,

(13)

lP( r) (t)

	

2T1'

	

.

	

J

	

(_,x)n F(x)

	

exp
(-itx)

	

dx

	

,

s i n(x/8)

-00

Si ara uti1itzem (c) de (4 . 4 . l . ),

271'

	

Pnr) I (

	

)2 dx = C
Pnr)

x/8

IITrn) Il, c ` %(I/K£dr(E))Fn dr (E)n Mn

p 1

	

£ d

	

(£ )( rr )-` C

	

%(1/KEdr (i))
' r

que és (c). //
Aixb ja és el que ens haviem proposat a la fi de P apartat

4.2. . Desfent el camí, i fixant-nos que per (19) i la definició de

d (E ), dr(E) tendeix a zero quan r loo , podem enunciar :
r

(4 . 4. 3. ) Teorema. -

	

Suposem certa (10) . Fixem E > 0. Per a

cada d>0 és posible de trobar una partició de la unitat ( ~pn, d ) per'

funcions

	

¡ n, d ( no necessariament positives) de DM subordinada al

recobriment format pels intervals Kn d=l(n-1)d,(nht)dl i de manera que
r

l i ñ d)(t)I j5

	

C

	

xN(1/KÉ d)

	

Fk
Mk

n '

pera tot t, tot k 6N, on C

	

i K són constants independents de d, F

	

. //
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inspirats en [31] . Abans cal demostrar un lema, sempre amb les

hip6tesi (5), (10) .

és a dir,

	

per

	

a tot x hi

	

ha 9x
e I

	

tal

	

que

	

f-9x

	

és plana a

	

x .

	

Fixem

r,£

	

i

	

sigui

	

LCKr

	

t . q.

(14)

4 .5.- El teorema de la sintesi espectral.

Demostrarem ara el teorema de la sintesi espectral,

(4 . 5 . 1 . )

	

Lema.-

	

Sigui I un ideal de EM i

	

f E n IL P(x),
x

sup

	

prs BE (f-9x)
x E L

(aquesta B és

	

la de (4. 1 . 1 . )) .

	

Aleshores, per

	

a tot S> 0

	

existeix

gel

	

i ~eEM que va¡ 1 en un obert que conté L i tal que

pr,b (1 f-9) !5 'b

Demostracib. -

	

Com que

	

f-9a
és plana a

	

a

	

tenim (6) .

Empran (14) tindrem, per a Ixi s r

(15)

	

1(f-9a)(k)(x)1 :!5 C(F-)ók Mk Ix-al
1 N1

(1/¿ H fx-al),

on C(E) és independent del punt a EL .

Per a cada

	

d> 0 sigui (~n d)

	

una partici6 com a (4 . 4. 3. )

subordinada a{Kn, d
i
.

	

Posem

	

P =

	

n E Z/ Kn, d rl L

	

com que

LCKr , Pés un conjunt finit . Per a cada nGP, sigui anreKn d (1 L .

Definim,

	

posant

	

gn =

	

gan
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de manera que g E I ; L no talla

	

U

	

Kn d que és un tancat, i
n~p ,

va¡ 1 al complementar¡ d1aquest tancat . Aixó demostra que

va¡ 1 en un entorn obert de L . Avaluem ara

	

p

	

4f-g)
r,F

Per a jx¡cr, meN

4f_9
=
7-

	

l n d(f _9n)
n&P

14 f_9)(m)(x)1 ~É :-5

	

I (`n, d(f-9n) ) (m)(x) I
n6P '

_m

( k) ) tnkd ()I

	

I(f-9n)(m-k)(x)1
nr.P k=0

Ara,

	

per a cada n,

	

i degut a la presbncia de

	

Yn,
d ,

	

només conten
1

els

	

x

	

t . q.

	

I x-an ( !j 2 d

	

.

	

Uti1itzant

	

(15)

	

amb

	

a = a
n

	

i

	

el

	

fet Ix-anI~ 2d,

arribem a

(m)

	

1

	

m

	

m

	

m-k

	

~

	

t~(k)
I4 f-9)

	

(x)I

	

C(F_) d %lÑ

	

(1/2 s Hd) 'Z

	

( k) g

	

M
m_k ~--Iln,d(M)Ik--0

	

ncP

Podem pensar que

	

la

	

H

	

de (15) i

	

la

	

K

	

de (13) són ta Is que

	

21-1 =K,

perqub sinb emprariem (15) amb

	

EK/2H

	

es I loc de £. i aleshores ara

estariem avaluant

	

p
r,cg

(~ f-g) per a una certa constant

	

c,

	

cosa que

no afecta el resultat final . Aceptat aixb, si ara utilitzem (13) es

produéix la Hcancelació 1 1 que esmentávem a la introducció .

l4f-9)(m)(x)I

	

C(£) d Z (k) Em-kmm-k £ k Mk - c(E) d E
mM

m
2m .

I

	

k=0

Aixó val qualsevol

	

que sigui ixI É r,

	

mEN.

	

Per tant



(16)

Així per a cada d>0 hem construit ~

	

i g 6 I tal que (16) val amb

C(í) independent de d .

	

Per tant, a fi de cloure la demostració

del lema ¿as suficient de prendre d prou petit. //
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pr . 2E (~ f-g)

	

!~-

	

C(É)

	

d .

(4. 5 . 2 . )

	

Teorema (de la sintesi espectral . -

	

Per a tot

ideal tancat 1 de EM,

I

	

=

	

n

	

1 1 P(x)

	

,
x

on P(x) és llideal de les funcions planes a x . Es a dir, si una

funció f pertany puntualment a 1 en el sentit que el seu desenvolu-

pament de Taylor en tot punt coincideix amb el dIuna funció de I,

aleshores fEt .

existeix gEl tal que
pr,f

(f-g)fa . Definim per a p>,po,

Bp = ~ x/ l x l£ r

	

i

	

Pr

	

BE/2 (f-9x)¿P 1

trarem per induccib Ilenunciat segUent,

	

per a

	

p>, po

Demostració.- Per a cada x sigui g El tal que f-
x

	

gx

és plana a x . Volem veure que freí (la inclusib contrária es evident) .

Com que I és tancat, és suficient de veure que donats

	

r,E , á,

on B

	

és la de (4 . 1 . 1 . ) i

	

po	ésel primer t . q.

	

B
P

	

í 0 .

	

Demos-
0

Hp :

	

"donat S> 0,

	

existeixen

	

t E EM	i

	

gp E 1

	

tals que

~p

	

=

	

1

	

en un obert Up

	

que conté

	

Bp

	

i

	

pr £ (~P f-g
p)S S .

	

Amés

a més,

	

~
P
(x) = 1

	

s i

	

~p-1(x) = 1,

	

per

	

a

	

p>p
0



Suposem-ho per a

	

p-1 ; donat S) 0 existeixen

	

Ip-1 e EM	i

	

9P-1
E I

tals que

Per a

	

p = po és el

	

lema (4 . 5. 1 . ) puix

	

pr

	

Bf Ipr

	

Bb/2r

4p-1 =1 en un obert UP_1 D BP_1

	

i

P

	

4 f-g

	

) ,.5 9/2 .
r,F P- 1 P- 1

Sigui

	

L

	

=

	

B
P
rlsupt (1_PY'-1 ) .

	

La funcib (14P-1) f

pertany a ri 14.P(x) i (14p-1
) f-(1--p~-1) gx = (1-Op-1) (f-gx) és

també plana a x . Com que

pr,B£ ( (1_IP-1 )
f_(1-

~p-1 ) gx) :5 Pr,Bi/2(
(1_Op-1) f) pr,B£/2(f-gx)'

roman acabat per a

	

x6 L1 c B
P

,

	

estem sota les condicions del

	

lema

(4.5. 1 .)

	

de mañera que existeix

	

gbl

	

i

	

~EEM	queva¡

	

1

	

en un

entorn obert U de Lf tal que

pr,E (0 (1-~P-1)
f_9)~ 1/2

Definim

	

t ,9P
per

	

1-~
P

	_

	

(1-l) (1-~P-1)

	

i

	

g
P
=94.

gP-1
;

	

és ciar que
P

= 1 a Pobert U (puix

	

= 1 a U) i també que +
P
= 1 fora de

P

supt (1-~p_1 ) ; per tant ~p= 1 a la unió dfaquests dos oberts, que és

un entorn de

	

B
P

.

	

Així,

	

4
P
= 1

	

a un obert que conté

	

B
P

.

	

També

P
r,£

	

P(V-9P) = PrE ( qP- 1
4- `Y (1-~P- 1

) ) f - 9 - 9,

	

p-1

.!5
Pr,G (4P- 1 f - gP-1 ) 4- PrrE (~( 1 -~p_1)

f - 9) cl.



Que

	

4
P
(x) = 1

	

si

	

4P,
1

	

P
(x) = 1 és consegüéncia de la definicib de t .-

tral .

Dlaquesta forma

	

H
p és

	

cert

	

V p>,p
o '

	

Aleshores,

	

será

K C l! u --- vU

	

per a une certs p ,--,p > p . Siguir

	

P 1

	

Pm	1

	

m

	

o

p = max (p 1 -- pm) ;

	

com que tot

	

x6 Kr	estáa un dels

	

UP
i
, és

Pi
(x) = 1

	

per a un

	

i

	

i aleshores també

	

(x)

	

=

	

1 .

	

Aixb vol dir
P

que

	

4p

	

=

	

1

	

a

	

Kr

	

i

	

per

	

tant

pr .£ (f-gp)

	

pr,E 4P f-gP,
5 9

és a dir,

	

g
P

¿,s la que buscávem,

	

per a aquest p.

	

//

Per exemple, a les classes de Gevrey va¡ la síntesi espec-

GS CóSiüüi . de posar .

	

IX
= 1. _'P (x).

	

, dir-ne la comnonent

�primaria de I al .punt x . Al darrer apartat del Capítol 6 veurem

com eón les componente primáries ' dIun ideal i precisarem el

teorema de la síntesi espectral, en el cae que EM sigui 1 . m-convexa.



CAPÍTOL 5

LA SINTESI ESPECTRAL A LA CLASSE DE LES FUNCIONS

PERIODIQUES EN MITJANA.

5. 0. -

	

Introducció.

Hom diu que una funció

	

f EE Las periódica en mitjana si

satisfá al menys una equació de convolució homogénia

T*f = 0 ,

on T E El,

	

és a dir,

	

T és una distribució amb suport compacte .

	

Dos

1
exemples dlequacions com la (1) són : (a) T = P(D) , un operador

diferencial amb coeficients constants ;

	

aleshores

	

T*f =

	

0 és el

mateix que

	

P(D) f

	

=

	

0 ;

	

(b)

	

T

	

= ~
p
-

	

i aleshores

	

(1) significa

que f(xlp)-f(x) = 0 Vx, és a dir, f és periódica amb període p .

En ambdüs exemples hi ha teoremes clássics de* represen-

tació de les solucions de (1) . Al primer, per a cada «EC

	

tal que

P(W) = 0 hi ha un polinomi C.(x) de grau més petit que la multipli-

citat de o! a

	

P

	

i

	

t . q.

(2)

	

f(x) =

	

-~:>

	

C«(x)

	

e-ixa

P(q) = 0

El segon és el cas dé les séries de Fourier

_4. C°

	

2Tf n i
f(x) =Z

	

Cn e

	

p
_ae



La shrie a (3) és convergcnt a llespai

	

E .

	

F ixem-nc» que c"1s clon

exemples tenen en come dues coses

(a) tota solucib de (1) stexpressa coro a límit en un cort

sentit de combinacions lineals de monomis exponencials , és a dir,

expressions del tipus xm exp (ixa), que són també soluciona de (1).

(b) les fregUéncies d1aquests monomis exponencials,

soluciona de (1), són els zeros de T ,

	

la transformada de Fourier

de T.

L. Schwartz ([44]) generalitzá aixó al cas que T fos

qualsevulla . Així, si f satisfá una equació com la (1),f és Iímit

de combinacions lineals de monomis exponencials

ix«
(4)

	

f(x)

	

_

	

.. G~._

	

%a(x) e-
T (q) = 0

i les fregbbncies a (4) de f ? . Per exemple, si

quines fregOéncies serveixen ? . El natural fóra que fossin les

comuna, és a dir,

	

aquella a{ t. q.

	

T1 («) _ --- = ñ (ot )

	

= 0 .

	

En

particular, quan no hi hagi zeros en come f tindria que ser 0.

Aquest és el teorema de la síntesi espectral demostrat per Schwartz

(441)

Una g0estió natural que es presenta és: com depenen els coeficients

T 1rv f = T2* f = ------- =n

	

f = 0 ,



Teorema de la síntesi espectral .

	

Si

	

f E E

	

satisfá

Ti.* f

	

=

	

0,

	

i

	

= 1,

	

---,

	

n

aleshores f = 0

a EM

Aleshores,

i ~ o( I Ti (a() = 0 i =1 y _-- y nl = o,

El propasit dlaquest capítol és demostrar aixó mateix per

El cas periódic

	

es pot tractar directament, doncs en

aquest cas hom té una fórmula pels cn de (31 Fent-ho només per a

p = 2TT, a fi que (3) sigui convergéncia per EM , per a una f EEM

periódica, ¿es suficient segons (0 . 1 . 1 . ) que

1 .0

cn i

	

Pr ¿ (einx) t op

_ Qo

per a tot r,F (és a dir que les sumes parcials de (3) formin un

conjunt acotat a EM) . Integrant per parts, és immediat que

2 Tf

	

2 Tf
1
2lT

	

f(mx) einx dx _

	

(-in)'

	

f(x)

	

einx dx = (-in)m c-W

	

J

	

n .

0

	

0

c
n

( nm -' II f(m) II 2 Tr
!5 P2 Tf 5

	

(f) bm Mms

cnl :5 p2lT
'
5 (f) inf

m

Mm

nm

Donats r, £

	

,

	

hi

	

ha

	

5 > 0

	

t. q .

	

t 2 XM(!-) :5 C?

	

(~)

	

per a una

certa constant

	

C > 0 .

	

llavors,



4- on

	

4-40

-inx
Icnt

pr,E

(e)

	

-~Icnl
AM(£

)

	

6

-00
J- <%O 4. do

p2-rr b
_

	

(f) ,-> Xnn 1 (b) ~l (~) ~

	

C

	

p2Tr,á (f)~ 2 ~~
'

	

n- c0

	

_ 00

El problema es pot plantejar dIuna forma més general

pel teorema de Hahn-Banach, i la definici6 de convoluci6, (1) és

equivalent al fet que el subespai tancat V. generat per les trasladades

de f és propi i T EV .

	

Un subespai tancat propi de EM invariant

per traslacions nlhi direm una varietat , V . Els problemes a resoldre

s6n : a) Hi ha al menys una exponencial en tota varietat V ? . b)

Estb .tota varietat determinada pels polinomis exponencials que conté ? .

Es a dir,

	

si

	

f e V,

	

és

	

Ifmit de polinomis .exponencials de

	

V ?. c)

Relacionar els polinomis exponencials de V amb els zeros de les

funcions enteres T,

	

amb T e V .

Seguirem un métode que redueix aquestes g0estions a

g0estions sobre els ideals de EM , quan EM sigui una álgebra de

convoluci6 (veure [12], [47]). Primer hem de veure quan EM és una

álgebra de convoluci6 .

fEEM
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5. 1 . - 1-(álgebra de convoluci6 EM .

Recordem la representaci6 (19) del Cap. 0, per a una

exp(ixz)
k (z)



A (5),/4 és una mesura, acotada i k(z) domina totes les 1 ( Izl )exp . r1lmzl,
é

Més en general, és V T E EM ,

T(f)

	

=

	

T (Z)

	

d,,m (z)
k (z)

Per a

	

f EEM	i. TE EM,

	

es defineix Ilur convolució per

(6)

	

(T* f) (x)

	

=

(T* f) (x)

	

= T (Y !--+ f (x-y)) .

Tic f és doncs una funcib .

	

El que farem ara, que és veure que

T* f és diferenciable i estudiar quan

	

T*fEEM, es pot fer directament

tal com es fa en el cas clássic, pero ací ho farem utilitzant (5).

Tenim

f(x-Y) = J

	

d%& (z)
k(z)

Ara fem actuar T sobre la variable y i obtenim

ja

(T* f)(.n )(x)

	

=

exp (ixz) exp (-iyz)

k(z)

exp (ixz) T (-z)
d/4 (Z)

La integral de (6) té sentit doncs T e HM.

	

Com que les potencies

Iz1n

	

són absorbibles

	

als

	

~

	

((zl
)

	

i

	

k

	

domina tota lM

	

E

	

^M( IÉ II ) exP r

	

Imzh

podem diferenciar sota el signe integral,

	

T.* f és diferenciable i

exp(ixz) (iz)n T(-z)

	

el

	

(Z)

k(z)



Estudiem ara quan

	

Ttf CEM .

	

Si

	

IT(z)I

	

C Á
M(~g

i
)exp rjlmzj ,

tenim per a IXI4 s,

,zh 1M('61 ) exp (r4-s) Ilmz1
I (TZf)(n)(x) Is

	

C

	

l~11 sup
z

	

k(z)

és a dir, TSCf rc EM .

i 9 = Tilf .

	

Resumint,

(7)

	

ÁM(A t) ~m(B t)

	

=

	

o (ÁM(ot) ) ,

	

V A, B > o

	

.

9(x) = lim T (y 6-D fn (x-y» .
n

9(x) = T(y t---y f(x-y) ) = (Ttf) (x)

Suposem que es compleix la propietat (5) del Cap. 2, és a dir,

AJeshores,k domina totes les

	

XM( )z1 ) ~M(z) exp r'Imz1 i aix(

n
(TZf)(n)(x)~ g C(5,s)

	

sup

	

~IZI

	

= C(E,s) E nM , len, IXss
z

M(I£~)

	

n

LTaplicació lineal f% b TXcf és continua perqué té grhfi a

tancada "

	

si fn ---> f

	

a

	

EM i

	

TSt fn ----> g

	

a

	

EM,

	

per a un x fixe

és

Com que evidentment Iloperació de trasladar és continua a EM, les

aplicacions y b--+ fn(x-y) tendeixen quan n -yoo a Paplicacib

y b--->

	

f(x-y)

	

per la topologia de

	

EM.

	

Llavors



(5 . 1 . l .) Proposicib . -

	

Si es compleix la condició (7),

~
(que és equivalent a "

2

lv1
(t) = O( %M(O0) , t > 0 ), per a cada

T EEM

	

T*f EEM
	VfEEM	i

	

f "b---> T*f és continua . //

Recordem (Cap. 2) que la condició (7) és equivalent a

sup (-

	

n1/~ 00 . Per a les classes corresponents am = nan,

n
~

	

2a(M
Zn 1 /n

	

(~)

	

e(

de manera que (5 . 1 . 1 . ) és cert per a aquestes classes

	

( de fet,

x M(t)

	

=

	

exp t 1/d ) A Ilapartat 2. 1 . vam veure que és cert per a (nlogn)n.

v
Fixem

	

T1 E EM .

	

Per a

	

f EEM,

	

posem f(x)

	

= f(-x) .

	

Es
v

immediat que f Hf és una operacib continua a EM ; aleshores,

*Vv
segons (5 . 1 . 1 . ),

	

també f I--) (T 1 *f)

	

és continua .

	

Aquesta tindrá

una trasposta continua
EM

-j
EM

. A la imatge dIuna T2 E EM per

aquesta trasposta nThi diem T2 *T 1 .

	

Aixi,

(T2*T 1 ) (f)

	

=

	

T2( (T 1 x f) ) ,

	

Vf EEM .

Calculem (T 2*T 1 ) (Z).

	

(T 1*e ) (x) = (T1*e-z) (x) = T 1 (y 1---H e-z(x-Y) ) _

= e-z (x) T 1 (y 1-~.e-z(-y) 1

	

=

	

ez(-x) T 1 (y i--+ ez(Y) 1

	

=

	

ez(-x) Ti (z)

	

.

Per tant, (T 1 *evz)v (x)

	

=

	

ez(x) T1 (z), és a dir, (T 1 *ez) =ez T1 (z) .

Aleshores,

(T2*T 1 ) .̂(z)

	

=

	

(T2*T 1 ) (ez)

	

=

	

T2(
(T1%'ez~

) = T1 (z) T2 (z)



Utilitzant (8) i el fet que

	

TF--y T

	

és un isomorfirme (teorema

(0 . 3. 2 .) ),

	

veiem que

	

T2*T i = T1X,,T2

	

i de la mateixa manera

totes les propietats que fan que EM esdevingui una álgebra per la

convolució .

	

Llavors

= ~ F E H / ( F(z) I

	

=

	

C

	

(~m
( O Iz1

	

) exp

	

O ¡Im z1) ~

	

,

la imatge de EM per la transformació de Fourier, es, segons

una álgebra amb el producte ordinari, cosa que també hom veu amb

AqücSta c5 CvriScqücriCia d8 (6) i ( °v) ja que aii~bdv5 imiembres resüiter.

15 8

Finalment comprovem la relació necessária mi5s endavant

(T 1VT 2)*f = T1 *(T2)Xf), T i , T2 E EM , f EEM .

ésser iguals a la funció de x ,

exp (ixz) T1 (-z) T2 (-z)
d1A(z)

k(z)

A partir dyara suposarem certa la hipbtesi (7) .

5.2.- Plantejament i solució del problema a HM .

'

	

(5 .2. 1 .) Lema .-

	

Sigui V un subespai tancat de EM . V és

una varietat si

	

i només si V
0

és un ideal de EM

	

(per la convolució).

Demostració, Si V és una varietat, és el mateix dir,

pera

	

TE EM ,

	

T(f)=O

	

!f f EV que

	

T*f = 0

	

Vf EV.

	

Així,



V = T / T*f = 0 Vfr.V . Aleshores, (9) demostra que Vo

és un ideal .

,
Suposem ara que V

o
es un ideal i sigui fEV .

	

Fixem y

i volem veure que

	

f

	

(x) = f(x-y) ¿-s a V" ara bé

	

f

	

=

	

xf =(~ X f)
V~/

y

	

' y y

	

-y
0

	

J J
i

	

si

	

TEV ,

	

T(fy) = T((5-,

"

1'"y

	

f) )= (T it

	

y
) (f) = 0 doncs

	

T *S y E VO

Per tant,

	

fyE Vo0 = V . ~~

Aleshores I _ (V
0

)

	

será un ideal

	

de HM .

(5 . 2 . 2 . )

	

Lema.-

	

x
n exp(ix«) EV si

	

i només si tota

FE¡ sianul .la al menys n vegades a o( .

Demostracib. -

	

lis consegüéncia del fet que xi exp(ixo() E V

per a jón(és combinació lineal de trasladades de xnexp(ixot)) i de la fórmula

(10)

	

(n)
(z)

	

=

	

T (x I--.4 (ix)n	exp(ixz))

	

. //

Posem amb les mateixes notacions que als apartats 2.2, 3 .7., h(I)

pel conjunt de zeros de I i kh(I) _~ FEHM/ F(z) =0

	

Vz eh(1)}

(contant multiplicitats) .

(5.2 .3.) Lema.- Sigui V una varietat i V G V elo
subespai tancat que engendren els monomis exponencials de V .

Sigui

	

1 =(Vo) � ; aleshores

	

V0 = V equival a

	

kh(I) = I

	

.

Desmotració.- Es suficient de demostrar que kh(I)=(Vo) �
0

i aixh és consegüéncia del lema (5.2.2.) i de (10) . //

El lema (5.2.2.) respon la güestió 3) plantejada a la fi

de la

	

introduccib :

	

x
n
exp (ix«) E V

	

si

	

i només si

	

o( apareix a h(I,)

159



amb multiplicitat>, n .

	

La güestió a) és ara

A) té tot ideal tancat I de HM un zero ? . Equivalentment,

h(I) _

	

implica I dens ?

i la güesti6 b) és

propietat

B) és 1 = kh(I) per a tot ideal tancat -1 de HM ?

A una álgebra topolhgica A de funcions enteres amb la

"si F E A

	

i

	

F(d)

	

= 0 ,

	

F(z)/z-cl E A" '

es fácil de veure que A)

	

4 6) (observaci6 deguda a Rubel),

	

pel

mateix métode amb el qual a Ilapartat 2 . 2 .

	

varem veure que (2 . 2 . 1 . )

implica (2 . 2 . 3.) .

	

És ciar que HM compleix aquesta propietat, ja que

a fi que una funci6 entera estigui a HM només depén del seu compor-

tament per a

	

z

	

de m6du I

	

gran

	

i

	

per a 1 z- 011 >,1 ,

160

I

	

F(z)

	

I L F(z)
z-a

Així només ens falta demostrar A) . En el cas analític,

Hw= HM(0) és Iiálgebra de les

	

F

	

t . q.

IF(z)1 = 0 (XM(O Iz1 ) )

és a dir, és IIálgebra de funcions enteres de tipus normal respecte

el

	

pes 1
m

i

	

així

	

A) és cert

	

((261, (27], (471) i

	

per

	

tant

	

B) .

	

Pera

podem donar una demostraci6 en el cas general . El-lema següent

és demostrat a[44]



(5 . 2.4 . L Lema,

	

Si

	

F(z)

	

és una funci6 entera de tipus

exponencial i rápidament decreixent en el eix real (és a dir, dominada

per I xi n V n ) (equivalentment,

	

F = ~

	

amb VED),

	

aleshores

p
(11)

	

FI(z) = P(z) F(z) 1

	

(F(z)

	

n

	

1 Pn(z) F(z)),
n z-zn

on zn s6n els zeros de F, pn llurs multiplicitats, P(z),Pn(z) s6n

polinomis i la série és t. q.

	

la seva restricci6 al eix real és conver-

gent

	

a

	

L 1 (112) .

Sigui

	

I

	

un ideal de HM sense zeros i FE 1 ; podem suposar

que

	

F=~

	

amb

	

TEDM(sin6,

	

la multipliquem per una de

	

D1v1),

	

de

manera que tindrem (11) ;

	

sigui

	

Gn(z)

	

el rest d'ordre

	

n

	

de

	

la série

de (11) . Totes les Gn tenen el mateix tipus r i per tant, segons

(4 . 3 . 1 . ), les

1 <0

~n (t) = 2Tf

	

Gn(x) exp (-ixt) d t

00

totes tenen suport dins un interval fixe t-r, r] .

	

Per a

	

f E EM ,
r

I(Gn,f)~ = I

	

~n(t) f (t) dt 4 t 2r

	

Ilf I1r UYn11 z 2r ffilr JIGi ~~
L

1
-r

Segons el lema, JIGn1I 1 --j 0 ; per tant, (Gn,f)--j 0 Vf EEM , és
L

a dir,

	

Gn ----'> 0 dbbilment a HM ; com que aquest és de Montel,

Gn--> 0 a HM . Per tant, la série de (-11) és convergent per la

topologia de H1v1 .

	

Com que

	

FE 1,

	

F(zn) = 0 1

	

I no té zeros,

	

la

funci6

	

Z(Z)	pertany a

	

1 (veure

	

/2. 2. 2.) ) ;

	

aleshores (11) demostra
n



que FI C I

	

.

	

Dlaquesta forma hem vist que si

	

FE I n DM,

	

aleshores

FI 1 I, i reiterant

	

P(dz) Fe I

	

VP .

	

Per un altre resultat de [44],

al menys

	

una exponencial és límit de

	

P(dz) F

	

per la topologia de

El ; com que El ~-j
EM és contínua, conclulM que una exponencial

és límit dlelements de I i aleshores, tota exponencial és límit

dlelements de I , puix que 1 és un ideal . Com que les exponencials

són denses a HM (les 5
x

	

trivialment ho sbn a EM

	

i

	

5x^(z) = exp(ixz) ),

I és dens a HM . Aixi, A) és certa i podem enunciar, dualitzant

A) i B)

(5 . 2 . 5 . )

	

Teorema . -

	

Suposem que és certa (7) i que

	

V és

una varietat (propia) de EM. Aleshores V conté al menys un monomi

exponencial i toca f EV és Ilmit,

	

a EM, de polinomis exponencials de

V

	

E1.-

	

ais de V cñn rlcicrminalc n0/` h(ll trnntlnt

multiplicitats)

	

on

	

I

	

=

	

(V
O

	

segons

	

(5 . 2 . 2.) . ~~

Hem deduit un resultat sobre varietats de E
M

dyun

resultat sobre ideals de

	

HM,

	

mitjangant els

	

lemas (5 . 2 . 1 . ), (5 . 2 . 2 . ),

(5 . 2 . 3 . ) .

	

Perb de la mateixa forma resultats sobre ideals de

	

E
M

esdevenen resultats sobre varietats de HM. Comengarem per donar

els lemas corresponents als del apartat 5.2. :

(5 . 3 . 1 . )

	

Lema. -

	

Sigui

	

I un subespai tancat de

	

EM i

V = (lo) .. .

	

Aleshores

	

1 és un ideal si i només si

	

V és una varietat .

5 . 3.'- Les funcions de

	

H

	

peribdiques en mitjana.



Demostracib. - Posem (f, F) per designar Pacció de F

sobre f, com a element de EM, via transformació de Fourier- Dlacord

amb la definicib de T, fixem-nos que (ez, F)= F(z) . Si Fw(z)= F(z-w), és

(12)

	

(f, Fw) =
(e-wf, F),

V f E EM. En efecte : és suficient de fer-ho per a f= ez doncs aquestes

stin totals . i en aquest cas

(eZ I Fw)= Fw(z)= F(z-w)= (ez-w, F)= (e-wez, F).

Per tant (12) és cert

	

Vf EEM, V F E HM 1 V w. De (12), veiem que

V és una varietat si i només si

	

ewlc I pera tot w ; com que les ew

sün totals i 1 és tancat, aixó és el mateix que dir que I és un ideal .

(5 . 3 . 2 . )

	

Lema. -

	

z
n
exp (izo()

	

EV

	

si

	

i

	

només

	

si

	

iota f E 1

slanul "la al menys n vegades a w

	

( ací qeR) .

Demostracib. - Considerem

	

S(n) (f)= f(n) (d). Com que

(b(á) >(z)=(iz)n exp (i«z), podem escriure

	

(fz)nexp(i«z)) =f(n)(o!),

i aixó demostra el lema doncs si zn exp (iaiz) está a V també hi és

zj exp (ic(z) amb j=n,que és combinacili lineal de trasladades d!aquesta.//

Es ciar que en el cas analític el mateix resultat és cert

aceptant valors complexes de c( . Tal com a Ilapartat 5 .2 . hom

dedu ir i a, en e I

	

cas quas i-ana I ít ic ( que és quan podem parlar propia-

ment de h(1),kh(1) ), el següent lema .

(5 . 3 . 3.) Lema. -

	

Sigui V una varietat de HM i Voc V

	

el

subespai tancat que engendren els polinomis exponencials de V ( amb

fregüéncies o( reals en el cas general, amb fregüéncies complexes en



0
el cas analític) . Sigui 1= V , mbdul transformació de Fourier .

Aleshores, V
0
= V equival a kh(I)=1 ( zeros reals en el cas general,

zeros complexes en el cas analític i sempre contant multiplicitats).//

Per tant , quan les g0estions A) i B) tinguin respostes

afirmatives per a ideals de EM
tindrem Ilanbleg del teorema (5.2.5 .)

per a varietats de HM . Aquest és el cas deis teoremes (2 . 2. 1 . )-(2 . 2. 3 . )

i (3.7 . 1 . ) . Dlaquesta forma tindrem:

(5 .3.4 . ) Teorema. - Suposem que E
M

és analítica(¡ que

compleix les restriccions del Capítol 3) o. bé que és quasi-analítica

invertible, i sigui V una varietat de HM . Aleshores, V conté al

menys un monomi exponencial ( amb freg0bncia complexa al primer

cas, real al segon) i tota FEV és límit, a HM, de polinomis expo-

nencials . F_Is mnnomis exponencials de V són determinats pels zeros

0
de 1= V , contant multiplicitats, segons (5 .3.2 .) .//

a
Per a M = (n!) amb a61

	

va¡ el teorema (5 . 3. 4. ) . En
n

aquest cas,

	

Ilm(t)= exp t 1/°( ( ho veuriem de la mateixa forma que

a Ilexemple de llapartat 3 .4 .) i HM= HM(0) és Ilespai de les funcions

enteres d'ordre _' o( 1

	

i tipus normal . A [47]hi ha més exemples

dlblgebres definides per condicions radials a les quals va¡ (5 . 3.4 . ) .

de 4.4 ., ací és
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També és cert per a M
n
= (n log n)n ja que aquesta dóna

Iloc a una classe quasi-analítica invertible ( apartat 2. 2. ) . Calculem

qué va¡

	

/,m(t) en aquest cas, per identificar HM. Amb les notacions

n
(n logra)

	

1

	

n-1

	

log ra

	

)n-1
mn-

	

( (n-1) log(n-1))n-1

-

	

(1~

	

)

	

logra (

n-1

	

log (n-1)



Les successions (11

	

1

	

)n-1 i

	

locj n

	

n-1
(

	

)

	

tendeixen respectiva-
n-1 log(n-1)

ment a e i

	

1

	

i per tant el sustituir mn per n e log n

	

significa susti-

tuir Mn= m1 . . . , mn per una successi6 equivalent, de manera que supo-

sarem que mn= e n'log n. Així ara, seguint amb les notacions de 4. 4.

i

	

per

	

(8)

	

del

	

Capítol

	

4

	

,

	

és

!1

	

si

	

e n loa n i5 t Se(n11) log(nl1 ),

	

n(t)=n i

	

~

	

(t)=M

	

(n log n)n

La primera desigualtat ens mostra que log n(t) i log t s6n del mateix

ordre,

	

i que n(t) és del mateix ordre que ni(u) on ni és

	

la funci6

n que correspon a n! i u= t / log t . Per tant,

tn(t)

és del mateix ordre que

que, com ja sarem, és del mateix ordre que exp u. En resum, per a

Mn= (n log n)n

	

~M(t) és del mateix ordre que exp ( t / log t) . Observem

que ai>cD és eongruent amb la condici6 (c) del teorema de Dénjoy-

Carleman (0.4 . 1 . ) doncs

enteres tals que

(n(t)

	

log n(t) ) n(t)

ni (u)u

log 1lm(t)

	

t
dt =

	

dt
1 1- t 2	logt (11-t 2 )

u

	

o

nt
n

és divergent a oo . Així, en aquest cas HM és Ilespai de les funcions
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IF(z)I=0 ( exp
o I Zl

log OIZI
exp Ollmzi)

i per a aquest espai va¡ el teorema (5 . 3.4 . ) amb fregUncies réals .

Veurem que també és cert el teorema (5 . 3. 4. ) quan

	

EM

és no quasi-analítica, L m,convexa i satisfb les hipótesis del

capítol anterior ( és a dir, quan valgui la sintesi espectral) . Aixb

ho farem al darrer apartat del Capítol 6.



CAPITOL 6

LA IMATGE LOCAL I PUNTUAL DE LES CLASSES E M

En aquest capítol estudiem la imatge local i puntual de

les classes EM . Per imatge local de EM entenem ltalgebra restricció

de EM a Ilinterval í-1, 11

	

i així es tracta dlestudiar quan

r 1 :

	

E
M

	->

	

EM(1)

f
1-!

	

f
l[-}, 13

és exhaustiva . Per imatge puntual sienten el conjunt de successions

(n)(f

	

(0) )

	

amb f E EM .

	

Llespai de successions involucrat és el que

ja va aparéixer en el Cap. 3 (veure 3 . 1 . ), és a dir, Ilespai

EM(0)

	

= {

	

a

	

= (an)

	

/ V c> 0

	

-3 C(E)

	

t . q .

	

1 an1
:5 C(E )fi

n M
n

Aixi es tracta diestudiar quan Paplicació

r o: EM -i EM (0)

f

	

I-~ (f(n)(0) ) n

és exhaustiva . ( és a dir,

	

lianáleg

	

del teorema de Borel ) .

	

Hi han

diversos treballs on es dem^,;~ :ra ilexhaustivitat de r en casoso

concrete (veure [10],C351) o bé es donen condicione suficiente sobre

una successió a = (an ) a fi que a E Im ro (veure [20]) . Ehrenpreis

(1111, darrera seccib), amb petates restriccions, arriba a una



condició necessária i suficient per a que r l i r o siguin exhaustives.

Ací arribarem a condicions semblants,diuna forma que considerem

més senzilla .Al darrer apartat precisem ha síntesi espectral del Cap . 4.

Només considerem el cas q. a .

	

no analític i el cas n . q. a.,

ja que el cas analític IThem tractat ja als apartats 3.2., 3 .3 . .

6 . 1 .- Les imatges local i puntual en el cas quasi-analític,

no

	

anaI i t i c .
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En aquest apartat es tracta dlestudiar si les aplicacions

r 1 : EM -- 5 EM(1)

ro : EM -i EM(0)

definides

	

per

	

r 1 (f)

	

=

	

fl~l

	

l],

	

ro(f)

	

=

	

(f(n)(0) ) n ,

	

són exhaustives

	

en

el cas quasi-analític,

	

no analític (en el capitol 3,

	

apartats 3 . 2. , 3 . 3. ,

s1ha tractat el cas analítici(3.2.1 .) dóna una condició necessária i

suficient,

	

per a que

	

r
0

sigui exhaustiva) .

	

En el cas quasi-analític,

no analític, la resposta és radicalment oposada, puix r l , r o no són

mai exhaustives (aquesta afirmació,

	

per a

	

ro,

	

és a la tesi dien

	

Bang

i demostrada per altres métodes) .

(6 . 1 . 1 . ) Teorema.-

	

Si EM és quasi-analítica i no analí-

tica, és a dir,

n>,0

Mn

Mnh 1

1
M
n n

sup (ñ)
n

00



r t i ro no s6n exhaustives.

Demostraci6. - Veiem primer r 1 . Si r 1 fos exhaustiva,

seria bijectiva ja que és injectiva al ésser EM quasi-analítica . Ales-

hores seria un isomorfisme topológic i EM , EM(1) serien álgebres

topolb9iques isomorfes. Peró el teorema (1 . 1 . 1 .) ens diu que tenen

espectres diferents. Així r 1 no pot ser exhaustiva .

Per a ro valdria una demostraci6 semblant si haguéssim

tractat EM(0) com a álgebra i vist que el seu espectre está redun a

un punt . Peró podem donar altres demostracions:

1 .- Igual que abans, si r o fos exhaustiva seria un isomor-

fisme topológic . Aleshores, per a cada x, Paplicaci6

sup
n

(f(n)(0))l --> f(x )

seria una forma lineal contínua a EM(0) . Tenint en compte com és

el dual de EM(0) ( apartat 3. 1 . ), hi ha una successi6 bn(x) t. q .

( l bn(x)1 Mn)
1
/< a0

	

f(x)= ?- f(n) (0) bn(x)

	

Vf EEM
n

Si especialitzem a f(x)= xn trobem que bn(x)= xn/n! . Llavors, la

primera relaci6 anterior dona que

que contradiu la segona hipbtesi.

Mn
x sup

	

t ao

	

,
n n!

2.- El teorema (3 . 2. 1 . ) és també válid en el cas quasi-

analític general, de manera que

/1M(t) exp t =

	

sA ( ~m(Bt))
169



és una condició necessária per a que ro sigui exhaustiva . Veurem

que aixó implica que la classe 6s analítica i haurem acabat : utílitzant

(3 . 10.3 . ), podem escriure

AM (Bt) ¢

	

1M(t)

	

/lm(Ct)

per a una constant C . Aleshores deduTYn que

exp t e A ~m(Ct),

i per (0 . 2 . 1 . ), EM	ésanalítica.

Així r tampoc pot ser exhaustiva .
o

El teorema (6 . 1 . 1 . ) planteja el problema de caracteritzar

dialguna forma Im r o en el cas q . a.

	

no analític : com ha diésser una

(n)
successió

	

a= (an ) de EM(0) per a que existeixi una f EEM t . q .

	

f

	

(0)=

a

	

?. sembla ser que Beurling ( no publicat) va resoldre aquesta
n

güestib pel cas Mn=

	

(n log n)n ( veure )11] ) perh no hem pogut trobar

el seu resultat ni molt menys esbrinar els seus mbtodes . A part de

les bbvies condicions necessáries que (2.1 .1 .) proveeix, només po-

dem donar una condició que no és, tanmateix, una soluci6 satisfactbria

del problema ( (20) també conté un resultat en aquest sentit) .

de HM de les F t. q .

	

I F(z)I = O( ~M( OIz1)) . Una successió a=(an) de

EM(0) és un funcional
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Podem pensar que el dual de EM(0) és el subespai HM(0)

HM(0) ----1 0;

F(z) Zbn(iz)n1-----~~j anbn

Com que EM és reflexiu, aElm r o 'si i, nom6s si aquest funcional es



pot estendre contínuament a HM i com que HM(0) és dens a HM al

contenir els polinomis ( estem en el cas q. a .), si i només si aquest

funcional és continu quan HM(0) porta la topologia indurda per HM.

Per tant han dlexistir

	

C>0 i k que domina toca l ( Izl ) exp riIm zi t .q .~

valent al

	

fet

	

aEEM(0) .

IF(z)II Z a
n
b
ni !'

C

	

sup
z

	

k(z)

per a F(z)= Z b (iz)n de H (0) . Fins i tot, comí que els polinomis
n M

sbn densos, és suficient dlimposar aixb als polinomis.

(6 . 1 . 2. ) Proposicib.- Una successib a=(a ) is a la imatge

de r

	

si i només si existeix k z

	

jz(
o

	

( ) que domina lotes les 1m (~) exp rllm zl
n

	

k
i existeix C >0

	

tals que per a tot polinomi

	

P(,z) =Z-

	

bk (i z)

n

ak bk l

	

C sup
k=0

	

z

k=0

Fixem-nos que aquesta condicib, per a P(z)= z- , és equi-

6. 2.-Les imatges local i puntual_en el cas noquási-analític . .

El problema és el mateix que en Ilapartat anterior, peró

en el cas n. q . a. . Trobarem condicions suficients, necesshries per a

que les aplicacions r 1 , ro siguin exhaustives. Les condicions que

trobem són molt semblants a les obtingudes per Ehrenpreis ( secció

XIII .3 de [11] ) peró creiem que dfuna demostraci6 molt mis clara.



(6 . 2. 1 . ) Proposició.-

	

r o exhaustiva ;1 r 1	exhaustiva.

Demostraci ó. -

	

Si

	

f EEM (1 ), hi

	

ha f- es EM t . q.

	

f(n)(-1)=f(n)(-1 )

i f4. E EM

	

t . q.

	

f (n)( 1)=f(n)(1) . Aleshores, la funcib que és igual a

f-	per

	

a t!!-1, a f4- pera

	

t>,¡

	

i

	

a f pera

	

-1é t c l

	

exten

	

f. ~~

El següent criteri hs una altra forma dlescriure un cone-

gut teorema sobre epimorfismes diespais de Fréchet

Proposició . - Siguin E,F espais de Fréchet i u:E ---0F

lineal contínua . u és exhaustiva si i només si Im u és densa i

(ker u)o e Im ut .

Demostració .- u és exhaustiva si i només si Im u és densa

i Im u
t

	

és débilment

	

tancada a El( veure (48] ) . Com que Im ut és

débilment dens a ( ker u)
o

i

	

aquest és débilment tancat, dir que Im ut

t

	

o
é5 di'biimerii iailCaua cs equivalcnt a dir -,Le Im ti = (ker u)

En el nostre cas, és ciar que Im r 1 ,lm r0 s6n densos (ja

que Im r 1 conté els polinomis i Im r o les successions quasi-nul "les) .

Així tenim
o

	

t "
ii r 1

	

exhaustiva

	

equiva I

	

a

	

( ker r I )

	

e

	

Im r l .

o

	

t
ii r

	

exhaustiva equival a ( ker r )

	

G Im r

	

ii .
0

	

0

	

0

Im r t és EM(1) Pensat com a subespai de EM i el mateix

podem dir de Im r t .

	

TE(ker r
0)0

si T(f)= 0

	

sempre que

	

f(n) (0) = 0
0

Vn ; utilitzant (4 . 0.2.)

	

, veiem que (ker r0)
0

consta de

	

les ultradistri

bucions

	

T

	

tacs que

	

supt T=4 Os ( és a dir, si

	

supt T=<O~ , T és

	

límit

a E~ de combinacions lineals de S(n) , sense que aixb contradigui

la nota al Teorema 4 de [40] ) . De la mateixa forma,(ker r

	

01 )

	

és

	

liespai
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de les ultradistribucions T amb suport a 1-1, 11 .

de funcions enteres .

ment, en HM(1), HM(0)

Calcularem les imatges pér la transformació de Fourier

d1aquests subespais de EÑ1 de manera que poguem treballar amb espais

Per a Im r~ , Im ro és immediat : es transformen, respectiva-

HM(1)=1FEH/IF(z)I=O( 1M(OIz1) expllm zI )}

HM(0)íF E H/ I F(z)j = O(

	

XM(O IZI ))

Per a (ker r 1)
o

cal saber expressar en termes de T el fet que

supt T c[-1 , 1l . Suposem doncs que T EEM i que supt Tc[-1, 1J . Es

IT(f)I
L C pr,E (f)

	

, f EEM

per a uns certs C,r,~ . Per a cada S>0 sigui _ aEEM tal que hl = 0

per a txI>,tl-'~ i hS = 1 en un entorn de [-1, 1] . Aleshores, com que

f= f hl en un entorn de [-1 , 1] ,

IT(f)I=IT(f hb)I_<C pr
.F

(f h5) .

Ara, f hS = 0 per a

	

jxj>,11S

	

i

	

prr£
(f h1)`

p 14-<S,E
(f há)tp

14-5,6/2 (f)P 14,F-/2(h5) .

D@aquesta forma, si supt Tc[-1, 1] existeix£>0 i per a cada S>0 hi ha

C(I) > 0 t . q.

IT(f)I ~l C(S) p 11áa (f) , f EEM .

Recíprocament, si aquesta és certa i [-1, 1]nsupt f = $t, agafant

<d([-1, 1],supt f), hom troba que T(f)= 0. Aixb ens diu que supt T c

c[-1, 11 si i només si

	

TE EM(11_b) per a tot I> 0 ( amb la precisió que



w

F no depén de

	

). Tenint en compte la caracterització de EE~f (111~)

com H

	

(115) ( teorema (0 . 3. 1 . ) ), tindrem :M
i

(6 . 2. 2. )

	

Proposici6. -

	

Una T E EM	té suport a

	

si i

només si hi ha £ > 0 tal que per a tot S> 0

	

és

(2)

	

T(z)0( ^M((É11 ) exp (11-5) Im z~ ) , zeT

i

	

té

	

suport

	

{. o¡ si

	

i

	

només

	

si

	

hi

	

ha £ >

	

0

	

t . q .

	

per

	

a

	

tot

	

b >

	

0

	

és

(3)

	

I T(z) I =0(

	

' -Il(Iz' ) exp S ( Im zi

	

) ,

	

z E T

que satisfan respectivament (2), (3) . El nostre problema queda ara

plantejat de la forma segUent :
i

~~ r 1 exhaustiva equival a hm(1) cHM(1)

Defini 'm hm(1 ), hm(0) com els espais de funcions enteres

ro exhaustiva equivai a hm(0) c HM(0) ""

amb els espais definits per (l),(2),(3).

II-lustra pensar en un cas semblant, el de E : el paper que

per a EM fan els pesos ~M( sz' ) variant E> 0 ho fan per a Eels pesos

(111zD m variant meN. Per exemple, el problema de si ro és exhaus

tiva ( el teorema de Borel) és equivalent al problema : donada una

funció entera F t . q . per a un m és

1 F(z)I = 0 ( (1L 1z1)m expal Im z1)

V 5, és I F(z)I = O ( (11 jzj )m ), és a dir, Las F un polinomi ? . Aixb

és

	

[5] (6. 2. 13 . ). Doncs

	

igual que aquest resultat de Boas, ens basa-

rem en estimacions fines de la creixenga de les funcions enteres que

apareixen.
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6 . 3. - Nova descripció de hm(1) i

	

hm(0) .

El que volem fer és obtenir una descripció de h(1M . ) i

hm(0) en termes similars als que tenim descrits HM(1) 1 HM(0), és a

dir, en termes dyun únic pes ( fent fora els

	

1

	

a la definició

	

de hm(1 ),

hm(0) ). Comencem per definir aquesta llunci6 pese.

La funció log ~m(Itl) és una funció continua de t i és

2
dt/ 11 t

	

- integrable segons la condici6 (c) del teorema (0 . 4. 1 . ) de

Denjoy-Carleman. Podem considerar doncs la seva integral de Poisson

+00

1

	

l Y 1

	

109

	

>M(
-

	

dt

	

, z=x4-iy , yí 0,
Ti'

	

j

	

(t-x)21- y2

-a0

que és una funció harmbnica de z a ambdós semiplans i té valors

frontera

	

log ~m(¡ti) . Definim, per a yí 0,
'

	

ao0

1

	

][y¡
l09

~
M(Itl)

(5)

	

GiM(z )= exp -

	

2

	

2

	

dt

	

, z=xliy,
Tf

	

(t-x) 1- y
-00

i

	

la considerem estesa a Il?

	

per

	

o?m(t)=

	

~m(Iti) .Aixf

	

o(M

	

és una

funció contínua al pla complex que extén

	

~M((ti) i t . q . -0(M(z)=

	

0(M(z).

També, és . immediat de comprovar que

	

0? (-z)= 0(M(z), és a dir,

	

o

queda determinada en el quadrant x >, 0, y>, 0. Necessitarem les estima-

cions contingudes als lemas seggents .

Lema . - ( acotació de

	

', M). - Per a tot

	

5 > 0,

(6)

	

0(m(z) = O ( >M(21xi) exp SIYl ), z=xt_iy, yí 0.

Demostracib. - Es suficient de fer-ho per a x>,0, y>, 0 .

Fent

	

el

	

canvi

	

t=x1_ u a (5),



y
109 « (z)=

	

du
M

	

Tf 1 u21. y2
-00

400

	

400

y

	

109 ÁM(M4-IUD

	

y

	

l09 JM(2jxj) 4-lo9 ^m(2IuI)
-

	

du t -._

	

du ,
lT

	

u2 1- y2

	

~

	

u2 4. y2

-00

	

-00

on hem fet servir

	

la relaci6

	

^m(s1-t) `I(2s) 1M(2t) ( veure (3 . 10 . 3 . )) .

400

	

'00

y

	

du

	

y

	

109
~m

(2jul)
109 o( M(z)~ 109

	

~M(21x1) -

	

2

	

~

	

2

	

2

	

du
Tr

	

í
U24. y

	

Tf

	

u

	

1- y
-00

	

-00400

109 ~m(lxhul)

y

	

109
~m(21ul)

109

	

1m(2IxI) J- -

	

2

	

2

	

du .
Tf í u 1- y

Liavors és suficient de veure que vó7O,
.100

y 1 109 ~m(21t1)
dt = 0(1) J-

	

y

-00

El terme de Ilesquerra és el valor en el punt z=(O,y) de la integral

de Poisson de la funci6 continua log ~m(21t1) . Hi ha una acotacib

([291 pg . 232 lema 3 ) que diu que si v és la transformada de Poisson

diuna funci6 contínua u , aleshores per a cada

	

>0,

Iz1 2 .
lv(z)I = O(1) 1. 5

y
En el nostre cas z= (0, y) i així acabem la demostraci6 del

	

lema .

Lema ( acotacib de

	

^M
). -

	

Per a tot E > 0 tenim

~M(t) =

	

O( exp £ t ) .
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Demostráció, - Es consegUncia de la relació

válida en el cas n, q. a, , que vbrem demostrar a la nota posterior a

(1,2 .3,),//

Necessitarem també el teorema segUent, degut a Nevanlinna

( teorema 6. 5 . 4. de [5,jo teorema 5 pg . 40 de X29] ) :

(6 . 3. 1 . ) Teorema. - Si F(z) és una funcib holomorfa al

semiplá y>0, continua al semiplá tancat y>,0, els zeros (z n) de F

al semiplá obert no tenen punt dlacumulaci6 finit i

o( = lim inf r-1 log M(r) z co
r - co

.4 oO
Iog 4- 1F(t)~

op

dt -¿ 00

( ací M(r)= suprIF(z)I ; )zj=r, Im z>,0j ), aleshores

1

	

t- t 2

400

°°

	

1- z/ z

	

y

	

log IF(t)I
(10)

	

log I F(z)I = log

	

-	j--

	

dt

	

1 cy, z=x1-iy, y > 0
n=1 1- z/ zn	Tf

	

(t-x)
21-y2

2
on c= lim (-) r-1

	

log IF(re¡e )I sin9 dB . També, c£-4 0</lT,
r->oo Tf

lo
( Ilexistbncia de c i la' convergbncia del producte i la integral formen

part de les conclusions del teorema) . //

Ara ja podem donar la nova descripció de hm(1), hm(0)

17 7



i només si hi ha £>O tal que

(11)

	

IF(z)I=0(«M( IE)exp1]mzi ), zb0;

i pertany a hm(0) si i només si

(12)

	

F(z)

	

= 0 ( dM(j))

per a

	

un E > 0,

Demostraci6, - Comparant (11) i (12) amb (2) i (3) veiem

que la suficiigncia és consegüéncia de Ilacotació (6). Vegem ara la

necessitat ( ho fem només per a hm(1) éssent igual per a hm(0) ),

Sigui F E hm(1 ), és a dir, existeix E > 0 t, q.

	

Vb> 0,

(13)

l ~zl
Segons (7), /~M (£) = O ( exp~lzl)

	

V5>0, de manera que

per a tot5>0 . Aplicarem el teorema (6 .3, 1, ) a la funció G(z)=

= F(z) exp iz , Pera Imz>O,

Per

	

tant,

	

IG(z)I = O ( exp A)z1) per

	

a tot S> 0

	

a Im z > 0, Aixó significa

que G és de tipus exponencial zero i que satisfá per tant (8) amb

ot 1 0,

	

Per

	

a

	

t eR2 ,

	

(13)

	

dóna

(14)

(6 . 3, 2, ) Proposicíó, - Una funció entera pertany a hm(1) si

F(z)I = O (

	

~nn((

	

~
) exp (14- b) IIm z1),

	

z E a:

I F(z) I =

	

O ( explIz1 exp (14 ) IIm z1)

IG(z)I=I
-

(z)j exp -JIM zI= 0 ( exp~zi expSIlm zI ),

IG(t)1=IF(t)I . = O ( í~M(~
E
~) )



i

	

G també satisfá (9) ( estem en el

	

cas n . q. a. ) .

	

Per

	

tant, per a y > 0,

Ilog I F(z)I- y=1og (G(z)(=1o9in

	

1_z/z
n

	

Y
~-

n=1 1-Z/z

	

Ti

	

y2n

log ( F(t)(

1_z~z
n

	

~z_z
n ~

Ara bé, cS 4a/ TT-A 0

	

i

	

(

	

-	L 1

	

si

	

Im z,

	

Im z > 0. Concluün
1-z/z

n
l=iz-Z

ni
n

doncs que, per a y > 0,

400

log IF(z)I~-

	

dt
TT (t_x) 2LY 2

Si fem el mateix amb la funció F(-z), trobem que per a y,GO,

-y

	

log (F(-t)I
log I F(z)Ic-

	

dt .-

	

Y
TT

	

(t1-x)2 J . y2

i amb el canvi -t=u trobem que en general, per a yí 0,

(yl

	

log (F(t)(
(15)

	

log (F(z)I 5 -

	

2

	

2

	

dt

	

L 1 y¡
TT

	

(t-x) 1- y
_eo

Ara, per

	

(14), (F(t)16 C

	

t I~ M (~)

	

i ( fent el canvi t=Eu a

	

la

	

integral)

Y 1091F(t)I

-00

400

-00

400

M

	

log CL log 1M(~,t )
log (F(z)Ic-

	

2

	

2

	

dt
TT- f	(t-x) 4- Y

_ 00

(Y1

	

( log >,�,(Iu 1 )

	

1 Y/E1
du = log C L ¡y¡ 1--.

Tr) (£ u-x) 21 y2
_00

	

-c,

.4a0

-00

Y

dt J- cy .

log C l ¡y) 1

X00

log

	

~M( ¡ u
du

(u_ É )21( £ )2
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és a dir,

180

(16)

~F(z)j s C

	

«M(
£) exp ¡Im zI

	

,

per a y¡ 0. Per a y= 0 aixb ja és inclbs a (13) puix «M(t)= ~ m(It)).

Per tant, F satisfh (11) i la demostracib és aixf completaj/

El problema original ha quedat redul't, mitjani;ant (4) i

la proposicib (6 .3.2.) al següent: tenim

HM(1)={FEH/IF(z)1=0( ^m
(01z1) expllm z1)~

H
M(0)={FE H/1F(z)I= O( ~m(0(zI))1

hm (1 )={Fe H/jF(z)I= O( o(M(Oz) exp

hm(0)={F E H/IF(z)I = O( C<m(Oz))}

i busquem condicions necessáries i suficients per a que valguin les

inclusions

	

h

	

(1) c H

	

(1)

	

i

	

h

	

101 c. H

	

(01,
M' M' M' M'

6 .4.- Una condicib suficient .

r 1 : EM-9 EM(1 )

A la vista de (16) és immediat el resultat següent:

(6 . 4. 1 . )

	

Teorema. -

	

Una condicib suficient per a que

ro: EM	S EM(0)

(17)

	

am(z) =0 ( '-M( OIZI) ) ,

definirles per r1(f)=fl, 1 1] ,
ro(f)=(f(n)(0)) siguin exhaustives és que

on

	

o(M

	

está definida per

	

(5) . //

Més endavant analitzarem si aquesta condicib es compleix

en els exemples més impofhtants .



6. °S .- Condicions necessáries .

El que segueix está fet per a r 1 , per6 el mateix métode

va¡ per a r ( fins i tot es simplifica en alguns punts)
0

Suposem doncs que hm(1) cHM(1), és a di r, hm(1) = HM (1 ) .

Aleshores, aquest Las un espai de funcions enteres en el qual hi

podem posar dues topologies : la inductiva de les

i la inductiva de les

II F II£ = sup
z

JI F II E

	

= sup

Posem hM(1), h
m

(1) per designar Ilespai vectorial topolbgic corres-

ponent . Posem també, per a i=1,2

Cada hM(1,E) és un espai de Banach i per tant les dues topologies

són topologies LF. També les dues són més fines que la topologia

de la convergéncia puntual . Fent servir una vegada més el resultat

de Grothendieck ([151) segons el qual sobre un determinat espai de

funcions només hi ha una topologia LF més fina que la de la conver-

géncia puntual, conclulln que h
1
M(1)=h

2
lv1(1) com a espais vectorials

topológics . En particular,

I F(z)1

xM(~Z~ ) expllm zl

1 F(Z )I

'
o(M(

z
£) exp I Im zl

hM(1,1 )=~ FE H/ II FII£ x °o



és continua, és a dir,

i C>0 tals que

hm(1)

	

i

	

-~ hM(1)

hM(1,5) C

	

-j h 1 (1)

és continua per a tot

	

5 > 0. Per un altre teorema de Grothendieck

([15]pg .148 ) hi ha £>0

	

tal que h2 (l,fi)chM(1,£)

	

i

hM(1,5 ) C~~ h 1 (1,E )

és continua ( com a espais de Banach) . Així, per a tot S> 0 hi ha F > 0

1 F(z)I

	

I F(z)I
(18)

	

sup

	

!5 C SUD

z

	

XM("

	

~~)

	

exp l Im zl

	

z

	

0(M(

	

)

	

exp

	

Im zI

sempre que el membre de la dreta sigui finit . Aixb ja es va semblant

a la condició (17)s .si existís una funció entera F t .q . IF(z)I =

= c( M(z) exp Ilm z) aleshores (18) per a 1 = 1 i aquesta F ens donarla

que la condició suficient (17) és també necessária . Es clar que una

funció com aquesta no existirá sempre. Ara bé, cada F que trobem

ben adaptada a (18) ens donará una condició necessária .

Suposem que tenim una funció entera F tal que:

(a)

	

IF(t)j

	

=O

	

(

	

~m( 01 t1)

	

)

	

,

	

t EFR .

(b) F és de tipus exponencial zero, és a dir,IF(z)I=O(explizl )



F estará a les condicions del teorema (6 . 3 . 1 . ) doncs

implica (9) i (b) implica (8) també amó o(á® . Així, (10) és válid per

a F i Im z > 0. Definim

(20)

PF(z) =

p F(t)

	

=I F(t)I .

a F(z) com per a F(-z) ) obtenim que

(19)

	

IF(z)1 L

	

PF(z)

que la convergencia del producte

.to0

log I F(t)I
(t-x) 2 4- y2

De la mateixa forma que hem obtingut (15) a la proposició (6 . 3 . 2 . )

( ut i I i tzant

	

que

	

c!50 i

	

que

	

Iz-zn 1 < Iz-zn I

	

pera

	

Im z, Im zn >0 tant

	

per

per a Im zí 0 ( hom pot també obtenir aixó utilitzant un principi de

Phragmén-Lindel8f) . Després, (a) implica , igual que al darrer

pas de la proposició (6.3.2.), que

PF(Z) =

	

O ( aM( O z) ) .

dt j pera imzí0

Analitzant la demostraci6 del teorema de Nevanlinna (6 . 3 . 1 . ), hom veu

Ilassegura la convergencia de la serie

	

~Im 1/z n l . Ara bé, aixó

implica no sois la convergencia del producte al semipih y>0 , sinó



la convergbncia uniforme de ~(z) sobre tot compacte que no contingui

cap

	

zn . Aixb ens permet de definir una nova funció entera

wF(z)= F(z) ~(z)

	

exp icz exp -iz ,

( aquesta c és la de (10) ), de manera que

Finalment, si Im z=0,

IwF(z)I=IF(z)I1(P(z)I exp-cy exp y .

Si Im z>0, com que (10) slescriu ara IF(z)I=PF(z)I0-1(z)I exp cy, tenim

I wF(z) I	I F(z)
exp y.

Si Im ZGO, és I`Y(z)I<1

	

puiXIz-z

	

Iz-z I i també exp-cy~ 1 donas
ni' n

cz0,yt 0 . Aleshores, IwF (z)1 jjF(z)I exp y i amb (19) .

I wF (z)I c P F(z) exp y.

IWF(t)I=

	

IF(t)I

	

=

	

P F(t)

En resum, wF és una funció entera tal que

(21)

	

( wF(z) I t

	

PF(z)

	

exp y,

	

V z rc T

	

,

(22)

	

IwF(z)I =

	

PF(z)

	

exp y

	

si

	

Im z>0.

Per (20),
P F(z)< A

«m(Bz) i aleshores (21) diu que (18) per a

	

=1~ B

i wF té el membre de la dreta més petit que A. Per tant,



per a uns certs C,& , és a dir,

Si especifiquem a Im z > 0, per (22)

=O( ^m(CIzI) ) .

sup

	

IZI

	

5 C A
z£(L

	

"M(-) exp I Im zI

nt

Mn

IWF(Z)I

IwF(z)I~ C

	

xM ( Iz~) exp 1 Im zI

	

, V z .

P F(z) 5 C

	

xM(IEI )

pera Im z > 0 i com que P F(z)

	

PF(z), per a tot z. Resumint, hem

vist que si una funció entera satisfá (a) i

	

(b)

	

, aleshores PF (z)

Comencem ara a aplicar aixb a F concretes. Primer ho

F(z) =AM(z) = Z zn/ Mn . Que .,,WM satisfá (a) és

són del mateix ordre ) i (b) és consegCiéncia

apliquem a

immediat (
./Á, M

i

de la desigualtat (%AM(z )1 !5/4M(Iz1), del fet que/ _M i

	

^M són del

mateix ordre i de (7) . Hem arribat a

(6 .5 . 1 .) Teorema . - Una condició necessária per a que

r 1 i ro siguin exhaustives 6s que

.~ a0

(y(

	

109 (,mM(t)I
(23)

	

exp

	

-

	

2

	

2

	

dt

	

= 0 (

	

"M( o(z( ) )

í

	

,
TF

j
(t-x) l. y

També es 'pot agafar qualsevol funció obtinguda de/QM

suprimint termes . Per exemple, si

	

ÚM(z)= it.I M(z)J ~A M(-z), obtenim:

185



(6 . 5. 2. )

	

Teorema. -

	

Una condició necessária per a que

r 1 i ro siguin exhaustives és que

400

(y1

	

1og ÓM(t)
(24)

	

exp -

	

2

	

2

	

dt

	

= O ( ~M( OIZ1)) ,
Tf

	

j

	

(t-x)

	

1_ y

on

186

ÓM(t) =

-00

t

Les condicions (23),(24) són més fluixes que la condició

suficient (17), Aixb es veu mitjangant la definici6 (5) i les relacions

(25)

/__M (t)l :!~/UM(Itl) ;!5 2 ~m(2(tl)

~m(t) ~- 4 ^m(21t1)

6.6 .- Condicions necessáries i suficients .

Quan alguna de les relacions (25) sigui certa en sentit

contrari tindrem una condició necessária i suficient . Per exemple,

aquest és el cas amb la presbncia de la condició (5) del Capítol 2.

Aquesta era equivalent a

1
M

(26)

	

sup

	

(

	

2

	

)n

	

t

	

o0
n Mn

i

	

aleshores,

	

si

	

M2ri Hn Mñ

	

, de

	

/1M( t ) >, 1

	

,

t 2n

	

(VH

	

t )2n

n M~ n M2n



Així, si va¡ (26) és

	

~m()ti) = O ( UM(Ot) ), és a dir, la

segona de les (25) es potIlgirar 11 . Per tant, podem enunciar: .

(6.6 ._ 1 . )

	

Teorema. -

	

Si es compleix (5) del Capítol 2

o equivalentment (26), les conditions següents sbn equivalents :

(a) r és exhaustiva .
0

(b) r 1 és exhaustiva .

yl

	

log IM(Itl)
(17)

	

«m(z)= exp -

	

2

	

2

	

dt

	

= O ( "M( Oiz1)) , z EO . ~~
Tr

	

(t-x) 1y

-00

Nota.- Demostrarem ara la següent relacib

íim(M) = a(M(M)c ovz) z

	

O1vilz1) .

(27)

	

exp~-

	

2

	

2

	

dt~

	

O (
"M(

Or) )
Tf

	

t 1-
)

r
0

suficient de fer-ho per a

	

Im z>, 0, Re z >,0 , que

La primera ( que per altra banda demostra les inclusions

	

HM(0)c hm(0)

i HM(1) Chm(1) directament ) voldr1 dir que (17) és de fet imposar .

que ^ M«zj) i 0(M(z) siguin del mateix ordre . La segona demostra

que

	

(17) equival a

	

«M(ir) = O ( "M( Or) ) , és a dir, a

Per demostrar les anteriors desigualtats només cal observar que és



y

Tr

de la suficiéncia .

1

	

1
log

	

~M(t)

	

J-

	

j

dt
o

	

{
(t-x)24- y2

	

(t1-x)2 ~. y2

w t
i que al posar y=r sine x=r cose al nucli y

	

2

	

2

	

. 22
(t-x) y

	

(t~x) t-y

hom troba una funció de 9 que a Pinterval

	

0 !5BsTI"/ 2

	

és creixent .

Al darrer apartat encara trobarem més condiciona

equivalents a (17)-(27) .

(17) és suficient . El que ara segueix és alhora una nova demostració

rier, el dual de EM(0) i que la topologia forta coincideix amb la induc~ ,-

tiva deis, espais de Banach H
M(0,a ) ( apartat 3. 1 . ) . Igual que per a

HM, aquesta topologia resulta ésser igual a la definida per les normes

on k(z) és una funció que domina totes

	

les

	

~M(~?I ) ( ~ t 1] ,~46] ).
E

Suposem que (17) és certa. Interpretem aquest fet aixf : tenim la

familia de funcions

188

400 0
y

	

109
~

~m(10)

	

y

0(M(z) _ -

	

2

	

2 dt

	

=-(

	

) -
TT

	

(t-x) 1- y

	

Ti-

-00

6. 7 . - Interpretació de la cóndició .

Aquest apartat intenta dlexplicar com és que la condició

Ja st ha

	

vist que HM(0) és, mbdul la transformació de Fou-

F(z)I

JIF11 k - sup
zeT

	

k(z)

pina transformació



~ Izl P0(

	

, Iz1
''M(

	

)

	

M(£z)=exp(P~^M(F)]

	

)

( P la transformació de Poisson ) ; (17) vol dir que per a tota funció

~ M( I

	

I )

	

de

	

la família nTexisteix una altra

	

1 M(II )

	

tal

	

que

PI( x M(L) ) = O ( ~M( IZI ) ) . Aleshores aixó mateix será cert per

a la família de funcions k que dominen

	

1 m(
I
F

I )

	

V E> 0: per a tota

k dlaquesta família n1existeix una altra k tal que

400

(y¡

	

Iog k(t)
(28)

	

exp

	

-.

	

2

	

2

	

dt

	

= O ( k(z) )
lT

	

(t-x)

	

4- y
-00

	

j

(podem pensar que (29) és una altra forma diescriure (17) ).

A HM(0) hi podem considerar també la topologia definida

per les normes

Iog ¡F(z)I c

1) FIJ'k = sup
xeF12

Evidentment que IIFIi k ! IIFIIk . Donada k, considerem k com a (28) ;

per a FEHM(0) tenim( igual com demostrárem (15) per a FEHM(1) ) que

Iyl

Ti-
-00

Per

	

definició,

	

I F(t)IfIFII k

	

k(t)

	

i

l y1

Tf

k (x)

~IoO

Iog IF(t)I

(t_x)24-y2 dt

i
400

Io9IIFII k
=Iog k(t)

(t_x)2
J- y2

_e0

dt



400

= 109 JIFA'
4.

ly1

	

109
k(t)

dt .
Tr (t-x) 24-Y

2

_oo
i

Aixb, utilitzant (28), vol dir que

	

V k _3 k

	

t . q.

	

II F11 k !5 C P Fil k

per a tota FE HM(0) . En altres paraules, la condició (17) significa

que la topologia de H�(0) está definida per les normes 11 (Ik ( en la

terminologia dIEhrenpreis, que FRés un conjunt suficient), i, en certa

forma, concentrada en Ileix real. Amb aquesta interpretació de (17)

hom pot donar diuna forma m6s constructiva una demostració de la

suficibncia . Repetim Ilargument emprat per a deduir la representació

(19) del Capítol 0: una a a EM(0) és un funcional lineal continu a

HM(0) i per tant hi ha una funció k(z) que domina totes les

	

~ m(-)

i

	

una

	

C >0 t . q .

Per Hahn-Banach, aquest funcional extén a Ilespai de les funcions

contínues f(t) t . q.

	

j f-(t)I= O (k(t)) i per tant existeix una mesura acotada

per a F e HM(0) . Si

	

Tn	ésla forma lineal contínua que aplica

a= (an )

	

sobre an , és Tn(z)= (iz) n. Així,

successib a=(an) de EM(0) existeixc una mesura acotada a FR i una

190

I (a,F)I! C11FI1 k

	

e F EHM(0) .

(a, F) = dq(t)

(6.7 .1 .) Proposició . - Si es compleix (17), per a tota



funció k(t) que domina

a =n

si

	

~M I ) .:5 C(F)

	

k (t)~
F

~~ f(n) 11

	

É.

	

1
/

	

11

	

Fn

	

sup
t

demostren que f 6 EM .

~nn(It(()

	

VE>0

	

t. q.

11f(n)II Rj!5 I: II

= I~(I C(E) en

Ara és fácil de demostrar Ilexhaustivitat de .r : donada0

a k EM(0) i si
/~A

, k són com a la proposició anterior, definim

exp (itx)

k (t) 71
d (t) .

Com que ara,tA és una mesura acotada a R2, té sentit aquesta definició

i f E E. També ( com després de la representació (19) del Capítol 0)

(it) n exp (itx)
t(n

.)(x) -_

J FR

	

dp(t)
k(t)

En particular, f(n)(0)= an,

	

f(n)

	

está acotada a

	

Ri i

sup
¡t 1 . n

(Itl /b)n

k(t)

	

5I1(IC(F)En sup
t



6 .8 .- Exemples .

Abans de considerar exemples concrets cal una observació

de carácter general . I Las que ed fet que Xm compleixi la condició

(17) és equivalent al fet que una funció del mateix ordre que a M

	

la

compleixi (sí a la fórmula (5) que defineix o( M

	

sustituim ?1 M per una

del mateix ordre slobté una funció del mateix ordre que o(M) .

(a) Les classes de Gevrey .

	

En aquest cas ~m(t) és del

mateix ordre que

	

exp t
1 /«

	

(ho veuriem de la mateixa forma que a

Ilexemple de Ilapartat 3.4.) i diacord amó Pobservaci6 inicial podem

pensar que RM(t) = exp t 1/a . (fixem-nos que aixb és congruent

amó la condició (c)

	

del teorema (0 . 4. 1 . ) ) .

	

Ara
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o(M(z) = exp

i un cálcul per residus dóna que

Loo

	

1 tl
1/e(

(t-X)21
y2

0(M(z) = exp

	

r1/0( (cos ® L

	

R,, sen

	

9

	

)
d

	

el

on

	

R< ¿-s una constant i

	

z = r e
iA

	

(fixem-nos que quan

	

6 ---> 0

d
o( M(z) ---->

	

exp r1/ =

	

~m (r)

	

com ha diésser) .

	

Llavors

o( M(z) !j exp

	

(1 L R.¡ ) r

,
i com ~t M(Iz1) = exp r

1 /w es compleix (17) .

	

Per tant,

	

tenim el següent

teorema ( aquest és el resultat demostrat a [10],C3,5], per altres

métodes) .



(6 . 8 . 1 . )

	

Teorema. -

	

A les classes de Gevrey

	

Mn=(n!)

amb o(> 1 les aplicacions r 1	i ro són exhaustives . //

(b)

	

Mn = (n log
2

n)
n

.

	

Per a aquesta successió,

	

(que d6na

Iloc a una classe n.Q.a. doncs
1

	

=Z

	

1

2

	

c oo ), és

n n

	

n Iogn

M

	

1

	

(2n 1og2 2n)2

	

log4 2n(
2
2n)n =

	

= 4
4

Mn

	

( n

	

log2 n)2

	

log

	

n

i per tant es satisfá la condicib ( 26 ), de manera que, segons

(6.6.1) la condicib (17) (o Ilequivalent (27) ), és necessária per a

que r 1 , ro siguin exhaustives . Amb un cálcul semblant al fet per a

Mn = (n log n)n

	

al darrer apartat del Capítol 5,

	

hom troba que

t
f(t)

	

=

	

exp (

	

2
) .1,9t

és una funcib del mateix ordre que ~m(t) . Per no tenir problemes
t

a t = 1, posem f(t) = exp (

	

2 ) que continua éssent del mateix
1~-log t

	

`
ordre.

	

La condicib ( 27 ) amb aquesta f en Iloc de
^M

	

siescriu

i prenent logaritmes

00

2r

	

t

	

d t

	

Br
exp

	

2

	

2

	

2

	

tA

	

exp

	

2TT

	

0

	

(14-109 t)

	

t 4.r

	

14-109 Br

00

2 rtdt

	

Br
C 4 .

Tf

	

)0

	

(14-1092t)(t 24- r2)

	

14-1092Br



dividint per r

fem el canvi t = ru a la integral

multipliquem per

	

l1_ log
2
Br

	

(per r

	

grans)

Les funcions g (t) =

	

2

	

tendeixen puntualment a

r

	

(1Lt2) ( 11-109 rt )

14- 1092 Br

la funci6

	

t

	

quan r -,oo i dom que

	

11- 1092 Br --->

	

0,

	

tenen
14.t2

	

r r
t

integrals acotades . El lema de Fatou implica que

	

2 es integrable
14.t

i hem arribat a un absurd . Així, (17) no es pot complir en a¡quest

cas i tenim:

2 n
(6 .8.2.) Teorema.- Pera Mn = (n log n) , r 1 i r0 no

sbn exhaustives.

.p
(el mateix seria cert pera Mn = ( n log

	

n)n

	

amb

	

p >, 2 )

2

	

t dt

	

C

	

B

Ti-

	

0

	

(14.10g2t)(t 4 r2)

	

r

	

14- 1092 Br

2

	

u du

	

C

	

B
- 1

TT

	

0

	

(14.109

	

ru)(1 L- u
2)

	

r

	

11- 1092Br

09
2

	

t dt

	

14- log2 Br
-

	

G C

	

1- B .

í000 (14-L t2)

	

( 1

	

llog2r t

	

)

	

r

11- log2 Br



Capítol 4 .

En aquest apartat veurem que la hipótesi (10) del Cap. 4

amb la qual hem demostrat la síntesi espectral implica (1?) ; aixó

ens permetrá de precisar el teorema de la síntesi espectral .

Recordem que m n	= Mn/Mn-1

	

per a

	

n >, 1

	

i que n(r)

és el nombre de m
n

que son !j r .

	

Posem

Aleshores, (veure [30] o [40] )

n

	

M

	

n r
M(r) = sup

~->
log r - log

	

q = sup ?

	

log - ,

n >, 0

	

q=1

	

M
q-1

	

n>~ 0

	

q=1

	

mq

i el suprem sfagafa per a n = n(r) .

	

Podem escriure doncs

Dlaquesta,

n(r) r r r

	

r .n(u)
M(r)

	

=~

	

log-

	

=
í

	

log --

	

d n(u)

	

=

	

d u .
m

	

u

	

u

er

(29)

	

M(er) >,

j r

6 .9.- Precisions del teorema de síntesi espectral del

M(r) = log XM(r)

u

er
du

n(r)

	

=

	

n(r)

Jr u

Basant-se en aquesta última, hom pot veure (130])

log (t)

	

M(t)
que la convergéncia en co

	

de

	

f

	

2

	

d t

	

=

	

2

	

d t

	

i
t

	

t
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dt

	

són equivalents i impliquen que

M(t)

	

n.(t)
(30)

	

lim

	

= 0 = lim

t-500

	

t

	

t -nap

	

t

Ja hem vist que (17) és equivalent a (27) . Com que

només importen a (27) valors grans de r la podem escriure,

prenent logaritmes, sota la forma

00

(31)

	

dt = O (M(Or) )

Ara bé,

equivalent a

r M(t)

t2 1. r2

r

	

M(t)

	

(
r

	

r

	

'-

	

~ 1

	

1

2 2

	

-2
t

	

l- r

	

/ 0

	

t

	

4_ r

	

0

	

11- u,

r

és a dir,

	

ja és O(M(Or) ) ; per tant (31) és equivalent a

0
-00

r M(t)
dt = O (M(Or)

t21. r2
)

r

Fnalment,

	

com que

	

1 _<

	

2

	

_~

	

2

	

per a

	

t >, r, aquesta és
t

t24- r2

r M(t)
(32)

	

2

	

d t

	

=

	

U(M(U r) ) .
t

r

Ara calcularem expl$citament la integral de (32) . Integrant per parts,



com

i emprant (30),

Posem p

r

00

dM n(r)

dr r

00

	

00

M(t)

	

M(t)

	

n(t)

2 dt = -

	

L

	

2 dt

r
t

	

t
r ír t

n( r

0o

	

0o

M(t) M(r) n(t)

2 dt =

	

L

	

2 dt
t

	

r

	

t
r

	

r

m!! rc
p mpl-1 Ara

/ ~M(t)

	

M(r)
mPll p

2 dt =

	

2 dt 1_

r t

	

r

	

r

	

t

	

k>,p11 mk
M(r)

	

1 1

	

1

	

1
p ( - _

	

) 4 2

	

k (- _

	

)
r

	

r

	

mpl-1

	

k >, pl-1

	

mk

	

mkl.l

M(r) n(r) p

	

1 1
=

	

4-

	

_

	

1Z

	

k (--- _

	

)
r r mpl" 1 k>,pl" 1

	

mk

	

mk-1

M(r) n(r)

	

1 M(r) n(r)

	

M IS
4-

	

1-

	

-- =

	

1-
r

	

r

	

k>,p4-1
mk

	

r

	

r

	

k?n(r)

	

N;M-1

r M(t)
Aixi

	

2

	

d t
t

arriben a que (17) és equivalent a

k

2 dt
t

M
=

	

M(r) 4. n(r) Lr~

	

k

	

,

	

i uti I izant

	

(29),

k> n(r)

	

MM-1



M
(33)

	

rZ

	

k

	

= O (M(O r)) .
k >n(r) Mk1_ 1

Per (29), la condició (10) del Capítol 4 implica (33) i per

tant (17) i r o és exhaustiva . Veurem quines conseg0bncies té aixb

per a la síntesi espectral .

Abans observem, perb, que (33) també implica (10) del

Capítol 4 si M(r) i n(r) són funcions del mateix ordre. Cana condició

suficient per a aixb Gltim és

(34)

	

M11 ~
C

	

M =1

per a una certa constant C . En efecte: si m,n ó rz_ mn4 , ) , és n(r)= n i

M(r) = n log r- log Mn

	

de manera que
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M(r)
=logr-log M 1 ~n s

n(r)

	

n

n

mnL1log
l/n
n

roman acotat si (34) és certa. Per exemple, les ( n? )

	

amb «> 1

	

satis-

fan (34) . En certa forma, doncs, gairebé són equivalents (10) del

Capítol 4 i (17) .

Ara ro és exhaustiva . Ens posem, en el cas que E,N

	

sigui

Lm .-conve:<a ( que és el casque originalment ens havíem plantejat) .

Per exemple, les classes de Gevrey són

	

I . m. -convexes . ( apartat 1 . 2 . )

EM(0) és una álgebra amb el producte ( que fa de ro un

morfisme) segUent : si

	

a= (an) i b= (bn)

(a . b)n = Z

	

(k)

	

ak bn-kk=0

log
Mn1-1

M
nt-1

	

n
n



(6 .9 .1 .) Proposició .- Si EM és invertible ( en el cas

n. q. a .

	

és equivalent a I . m . -convexa, apartat

	

1 . 3. ), EM(0)

	

és una

álgebra local, 'integra i amb ideal maximal

	

={a/ ao= 0} principal

Demostracib.- Veurem que si a
0
í 0, a és invertible . Sigui

f E EM t . q.

	

ro(f)= a, és a dir,

	

f(n)(0)= an .

	

Com

	

que f(0)= ao í 0, f no

sianul "la en un interval[-r > r] . Aleshores> 9 = f-1 E EM(r) ja que

EM(r) és invertible ( apartat 1 . 3. ) ; ara, b = ( 9(n) (0) ) és un invers

per a a. Aixó demostra que EM(0) és local amb ideal maximal 4-fl .

Que0

	

wk= 405

	

és immediat doncs

	

¡H k=~ a/ ao= . . . . .

	

= ak-1 = 0. } ,

és la imatge de 4 f/ f(0)= 01 per ro ;

	

aquest és principal doncs

si f(0)=0 és f(x)= x g(x)

	

amb

(ak) H( ak/ k ! )

t

9(x) =

	

f1(tx) dt

0

Sigui I un ideal de EM. Posem

Per tant, 'M és principal . Que EM(0) és íntegra és immediat doncs

EM(0) es isomorfa a una subblgebra de les séries formais mitjanipant

Per un teorema general dlálgebra commutativa ( veure (1]

problema 4 pg 99) EM(0) és un anell de valoració discreta i en parti-

cular tot ideal de EM(0) propi és un deis

	

k .

r x: EM-~ EM(0)

f i..-) f(n )(x ) .



La component primária Ix de I a x és rx 1 r* x (I) , Com que r-
x (1)

és ara un ideal de EM(0) al ser rx	exhaustiva, hi ha n C-N

	

( aceptem

el valor

	

eo

	

per a n ), t, q,

	

r (I) _

	

j n

	

i aleshoresx

DIaixó en treurern unes consegüéncies:

a) Cada I x és tancat i h(Ix) =~x} . Així, Ix és un ideal tancat

primari ( és a dir, contingut només a un maximal) . Suposem que J

és un ideal tancat primari a x, és a dir, h(J)=ix(, ; com que h(J) =ixj

J > P(x)

	

perqué és el mínim. Ara Jil i

	

J :> P(x) donen JD Ix .

	

Per tant

podem enunciar el teorema de la síntesi espectral sota la forma:

(6.9.2,) Teorema . - Suposem que EM ¿as no quasi-analítica,

I, m, -convexa i que satisfá les hipótesis (5X10) del Capítol 4 . Aleshores,

tot ideal tancat és la intersecció deis ideals tancats primaris que el

contenen. //

I x +/ f(k) (x)=0, 0. ks n1

b) Sigui I qualsevol . Tindrem

	

Í =() Í 1-P(x), Peró
x

I 4- P(x) = r

	

1
x

	

rx(I)

	

és tancat

	

i

	

conté I

	

; per tant

	

és

	

I c 1 4- P(x)

	

i

I 1 P(x)= IL P(x) . Així,

(6, 9. 3. )

	

Corol "lari, -

	

Suposem que

	

EM és n. q. a.

	

m, -

convexa i que satisfá les hipótesis (5X10) del Capítol 4.Aleshores, si

	

I

és un ideal de EM ,



c) Enunciarem dyuna forma més suggestiva el teorema de

la síntesi espectral . Donat un ideal tancat, agrupem els x t.q .,

rx (I)C ífi p :

hP(1)=x/rx(1)c+fipl +/f(J)(x)
=O, J=p-1, V f6 I}

	

pE N .

h (I) = h1 (I) - h?

	

(I)

	

per a p finit
p p p11

ho(I) = h1,,(I)' .

Anhiogament a kh(I) definim per a cada PEN

(kOp(1)={ff-EM/f(J)(0)=0,J'p-1,Vx :hp(I)} .

Fixem-nos que (kh) (1) =

	

n

	

I ; així el teorema de la síntesip

	

x
xEh (1)

espectral slescriu

	

p

I = n (kh) (I)
p p

on (kh)p (1) és Pideal de les funcions que sianul "len al menys p vegades

allá on totes les de I slanul "len al menys p vegades.

d) Veurem ara que el teorema (5 . 3 . 4 . ) és també cert en

aquest cas. La güestió A) d1 aquell Capítol té resposta afirmativa :

si h(I) = C6, I

	

és dens ( és un fet general a les bigebres ¡ .m . -convexes,

[361 ) . Els lemas (5 . 3 . 1 . ) i (5 . 3. 2. ) continuen éssent certsen aquest

cas . Amb les notacions del lema (5 . 3 . 3. ), si f t EM és ortogonal

	

al

subespai engendrat pels zn exp (i<-.z) que siguin a V, segons (5 . 3 . 2. )

f slanul "la al menys n vegades allá on totes les de I síanul "len al

menys n vegades ( será n= w

	

si zn exp (ixz) E V

	

V n ).

	

Llavors, -per

	

c)

201



f és de I = Vo. Aixó demostra per Hahn-Banach, que Vo és dens a

V. Així,

(6 .9.4,) Teorema. - Suposem que EM és no quasi-analítica,

I . m.-convexa i que satisfa (5)(10) de¡ Capítol 4 . Aleshores, tota

varietat tancada V propia de HM conté al menys un monomi exponen-

cial ( amb fregUbncia real) i cota FEV és límit a HM de polinomis

exponencials.//
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