INTRODUCC IO

Es ben coneguda ('observacié de Pringsheim segons la

e s . ) .
gual Itanaliticitat dtuna funcid f de classe C  en un interval tancat
[—r‘,r‘] es pot expressar en termes dei creixement de les derivades:

la condicif &s que existeixin C =C(f) i E=£€(f) de forma que

f{n}{x)l cc € nl , per a Ix|€r .

Draquesta cbservacid i en relacid amb algunes qlestions
relatives a equacions en derivades parcfais parabbliques, Hadamard
propesa tany 1912 el prcblema de !a quasi-analiticitat d'una classe

de funcions, consistent en esbrinar fins a guin punt la propietat

f(n)

Nf=0  si {0)=0

depén del creixement de les derivades, Concretament, si M = (Mn} és
una successit de nombres positius | hom considera la classe de les

. o0
funcions de classe €  tals gue

lf(n)(x} =ceg" M,

g}

per a unes certes constants C,E que depenen de f, quan hom pot
0 si #o1=0 *
assegurar que f=0 si f (0})=0 7
Aquest fou llinici de |'anoménada teoria de la quasi-anali-

ticitat, i la resposta al! problema anterior &s el teorema de Denjoy-
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Carleman, La definicié d'aquestes classes ha scofert petites modifi-
cacions tecniques gue permeten de trebaflar millor amb elles. Aixf,
. . . . <0
i designant sempre per E(r], E Ifespai de les funcions de classe C

a I'interval [-r,r] o a R respectivament, Ebrenpreis considera, en

relacié amb lestudi diequacions de convolucib, les classes

EM(P) ={f€E(r')/ vir 0 FC=C(g) t. q. lf(n){x)

£C{E) EnMn VP r}

i EM com la formada per aquelles fé E tals que la restriccid a
cada interval [-r,r] pertany a EM(P}. Hom suposa que la successid
M compleix les hipbtesis escaients que permeten de definir [a
transformacibd de Fourier en el dua! dlaquests espais 1 d'obtenir

el teorema tipus Paley-Wliener gue caracteritza Bespai de funcions

L4 .
Aquestes classes resulten esser algebres i aquest era el

nosire punt de sortida: estudiar EM(r-}, E, ,£ com a higebres topoldgi-

M
ques, estudi del que els Unics precedents que teniem eren algunes
qliestions tractades a [43].

En aquest sentit, a part de qUéstions generals sobre
Itestructura dillgebra topoldgica de EM { Capitel 1}, en el treball hi

ha una descripcid completa dels jdeals tancats en ltots els cassos: el

e - - r
cas analitic, és a dir, el cas que EM resulti esser una subhlgebra

de I'hlgebra H de les funcions enteres, el cas quasi-analitic i finalment
g *

el cas no quasi-analitic o regular { Capitols 2, 3,4 respectivament),

Val a dir que el resultat potser més valués de la memdria &5 inclbs
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en aques! darrer cas, on demostrem que a E . val la sfntesi espectral,

L%}
en el sentit que tot ideal tancat &s determinat pels seus ideals puntuals
{ &s a dir, Danllleg del teorema de Whitney}, També stinclou, apro-
fitant les mateixes tdcniques gue per al cas analitic, un estudi dels
ideals de convoiluclé dei c!ual que resulta ésser equivalent a llestudi
dels subespais tancats de EM invariants per traslacions { Capitol 5 ),
Tot estudiant aquestes gllestions se nthan plantejat dlaltres
que no depenen pas de Hestructura diilgebra de EM perd que hi sbén
relacionades. Aquestes sbn la qbestid de la imatge puntual de EM’ és
a dir, de quines successions sdn la successié de derivades a 0
diuna fEEM ( 'analeg del teorema de Borel ) i la qliestid de com hom

()

pet recuperar { de (0)) en el cas que la classe sigui guasi-analf-
tica { Capitols 6 i 2 ,respectivament }.
Aixb &s en iinies generals el contingut d'aguest treball,
A Ilinici de cada capftoel s'exposa més detingudament e! seu contingut,
Ne vull acabar aquesta introduccid sense abans agrair a
tois els que dlalguna forma m'han ajudat en ei meu treball, De manera
molt especial vull fer palés el meu reconeixement als Drs, Joan Cerd)
i Julid Cuff per llurs consells i comentaris, per Nestimu! i la con-
fianga que m'han donat, perd, sobretot, per laseva amistat,’A ells, i en
general a tota la gent de I'Autdnoma, els dec d'haver sabut crear un
ambient de treball que, a part de fer-me molt agradable la tasca, ha

estat decisiu en lelaboracit dlaguest treball, i que jo voldria per a

qualsevol estudiant de doctorat. També wvull recordar Sebastid Xambd



i Carles Simé gue de tant en tant m'encomanen una mica de la
seva gran vocacib i entusiasme. Agraeixo també& a Josep Lamarca

i Emma Royo el seu ajut en la redaccid d'aquesta memdria,

Bellaterra, QOctubre de 1978,



CAPITOL O

LES CLASSES Eyy {r}, Ey 1 EL TECREMA DE DENJOY-CARLEMAN

El propbsit dtaquest capftol &s introduir la versid de les
classes de Denjoy-Carleman que son Nobjecte dlestudi dtaquest tre-—
ball i establir-ne les propietats bisiques. Es tracten tamb& el pro-
Blema de l'equivaléncia de classes I la transformacid de Fourier en
e! dual dlaquests espais. Finalment , &s enunciat i demostrat el

teorema de Denjoy~Carleman, que &s una caracteritzacid de la quasi-

analiticitat de la classe,

O. 1.~ Les classes E,, {r}, E,.

M designara sempre una successid {Mp} de nombres posi-

tius amb M, = 1 I amb les dues condicions segllents:

{a} M &s logaritmicament convexa, &s z dir,
{1) M35Mn+1 Mnpo1 bPeranzt,
{b} existéixen constants A, H > O tals que

{2} Moy S A H' M, pera nx O,

Donadaump successido M,per a to! interval tancat K, la classe

15



EM{ K ) es defineix com el conjunt de les f& E{K} que satisfan la
condicid

] f(n)

(33 wWeo dc=clE ta (<) £ cte) g” M, P30, xex

Sense pdrdua de generalitat, només seran considerats intervais
Kr‘—- [-—r', r]l 1 escrivim EM(PJ en iloc de EM{Kr‘}'

La classe EM es defineix com el Ifmit projectiu

dtaquestes; &s a dir, consta de les f€E tals que f &EM{K} per a

IK
tot interval tancat K. Observem que cap dtaguestes classes &s
buida ja que totes contenen els polinomis.

La topclogia natural de EM{P) é&s la definida per ies

normes { posant ﬂg[lr‘ = sup {‘g{x)l, X« r‘} }

1y,

- y
n g”Mn

P (f)= sup

P te EM{r'), £r 0,

ia EM la topologia projectiva, £s a dir, la definida per les p
¥

variant r 1 £ , Es clar que ens podem limitar a les pr £ amb re N
E]

i £21/n, de manera que aquestes topclogies sbn metritzables, Les

normes

. Z “fm}u- ,

r‘}E. N
n £ Mn

defineixen ta mateixa topoiogia, car P (f) 4 a. E{f) i per -altre
¥ r

costat



™.

q 1 = —— X 2 p {f}
AL Le n 2nEn M
n

La hipbteési (2) significa que EM(r-} , EM sbn estables

per derivacib . De fet , {2) implica

Pr ¢ (f1) = A DP’H-—L{T‘) : f_EEM(r} 3

3

&s adir , !a derivacid és-una operacié contfnua en aquestis espais.
{ Cal dir , perd, gue la hipdtesi {2} no &s imprescindible | molis
resultats serien valids sense ella),

Supasem que nem | escrivim {1) per a n, nkl,, .., m,

Multiplicant les desigualtats obtenim :

Mn Mm € Mn—l MmJI !

i , per recurréncia,

Mn MmﬁMo Mn#m B Mnlm !

per a nem i pep tant, també siman . Sim=n , {1) i lanterior porten
a M £M . Per tant, en tois els.cases,
n Zn
(4} M M =M .
Aixd t& una conseqlliéncia interessant : si f, g€ EM[P) , amb la formula

de Leibnitz obtenim, per a |x¢r ,

n

[ra i Mole 22 0 (M%) [ 0a]
k=0



n

(g) Z (:l akMk a"'an_ké Prg Mo,

n il
(9) EM 2 '
[3 n

ﬁprstf}p

, P »

que demostren que

Py, 2s(f9} % Prg (f) pp’g(g} s

son hlgebres topaldgiques amb el preoducte

i per tant que EM(r'}, EM

ordinari de funcions , .

Exemple.~ En el cas M = n!, tenim :

1/n
lf(m(oll
—] — o0,

ni

erEM(r‘) de manera gue tot EN{P} consta de funcions enteres . Reci-

procament, si f &5 una funcib entera, les desigualtals de Cauchy donen

1
'n. CR

[ af £ e,

R

{on CR= sup { [f(z)'; d(z,Kr]é R} Y, que &s (3) amb & =1/R |,

Aixb també demostra

Pl (M aCy .
Per altra banda, si [z|«s
{
5 Il
\fa)} = " 2 a0,
My 5
n nl

VYejem, doncs, que en el cas M = nt, EM(r'] i, naturalment EM no és
altra cosa sind l'espai de tes funcions enteres | la t0pglogia, la de la

18



convergkncia uniforme scbre els compactes de @ ( aixd també es pot

veure observant que les dues sbn topolegies d'espai de Fréchet més

fines que la topologia de la convergtncia puntual }, Aixd ilustra , 1

alheora justifica, les definicions.

Es clar que !a topologia de EM(r‘) es més fina que la

topclogia de E(r), la de la convergéncia uniforme de la funcid i de

les seves derivades, i que el mateix podem dir de EM. LLa seglient

proposicié compara aquestes topologies | &s també un criteri de

converg®ncia a EM(r‘).

{0.1.1.}) Proposicié .~ Una successid | fm ] dlelements

de EM{r) { resp. EM) &s convergent cap a una f&EM(r} { resp. E

m !

si i només si és un conjunt acotat a EM(PJ { resp. EM} i fm — f

a E{r) (resp. E} .

Demostracid . - Suposem que {fm) &s acotat : Vr-,s

Acir,e) t.a,

pr‘ s“m) £ C{r,g) Wm,

2
és a dir,
(Nl N,
40, < ceer e, wm,
Sif —f a E(r}, fixant n i fent m —» ® , trobem

™M < cirere™ v,

gque demostra que f& EM(P}. Fixem £> 0 i volem veure que

f 0. Sigui . - & i
pr-,g( frn }— igui %> 0. Com que { f fm) &s un conjunt

acotat ,
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&€s sup p és a dir,

m

f—f 0
Y

“( - fm)‘”’“rs o(r,e) (€/2) M Mm,n

¢ '™ D(r,£)
o - = W im,n
Eﬁ M 2I"I
n
En particular , hi ha no t.q.
fe v,
— T " 2% wm, ¥nyn

0
£ M,

Com que f —) f a E(r), 3 m_ t.a. si mym

{
i f—kfm} A < o
t .v.k

Aleshores, les dues relacions anteriors donen que per a mam
o

pre(f—fm)és ,

i aixd acaba la demostraci6, [/

Emprant {0,1,1,]}, és facil de veure que EM{P), 'EN'

sbn complets i, per tant, espals de Fréchet . Puix que si {fn] es

una successid de Cauchy a EM{-r-], ho &s a Elr) i fn———)f a Efr)
per a una f ¢E{r} ; com que ( fn) &s acotat a EM{r}, segons { 0.1,1.})
també fn-——) f a EM(P). De la mateixa forma es pot veure gque

EM{r‘), EM tenen la propietat de Montel, de manera que sbn espais

de Fréchet- Montel ( veure també [7] ).
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Veurem ara una Gltima propietat de EM(P}, EM que
servirk després per a identificar ia topologia del dual dlaquests

espais. | &€s que EM(r}, sbn espais de Schwartz { de fet, sén

EM
fins i tot nuclears, perd aquesta propietat no la necessitem J; aixd
gs a [8, pg. 27] i per a veure-ho es fa servir un teorema de
Sebastiflo e Silva ([21, pg. 2821) segons el qual un Iimit projectiu
diespais normats &s Schwartz si &s Haussdorf i les aplicacions

restriccid compactes. En el nostre cas, podem pensar que EM{r‘} és

el 1imit praojectiu deis espais normats

e, (r €)= reeir) / 0. (f}cw} ,

£

i per tant &s suficient de veure gque si E « la inclusid
1

Bl r €) ey E (r,y)

ez compacta. La bola unitat B& de EM( r,€) &s un acotat a Efr}

ja que

”fm}llpf £ w_ vies,

i dlaquesta desigualtat veiem immediatament que tambe &s un tancat
de E{r}). Com que E(r} &s de Monte!, tota successid (fm} de Bf. en
t& una de parcial convergent, a E{r}, cap a una feBg . Per ne

complicar la notacibé, suposem que &s ella mateixa, Veurem ara gue

f f : i - i
a2 EM{ r;tl), és a dir, gue P (f fm) ——3 0, acabarem,

'

Tenim: . < .
enim: p_ E.{ f fm) £ 2, s a dir,
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TR PPV

“( f_nfm}(“‘“,. < 2(_€_}n

1T " 1

Sigui $Y 0. Com que € /g1 ni baurd o t.a.

oo e
—_— e —r—— £
"M

Sigui ara mo t.q. “mikm

s Mm, MWy

=

oo Y

k
1 M

i es dues anteriors donen que

A
e

i
pr, { fm}

per a mym

Resumint apartat i

{0.1.2) Proposicib, - EM{r‘) i EM sbn algebres de

Fréchet, Com & espais vectorials topolbgics sbn espais de Eréchet-

Schwartz [ i en particular, de Fréchet-Montel ). /7

0.2, Llequivaléncia de classes.

Volem wveure com han dfestar relacionades dues successions
M= { Mn) i N={ Nn} per a que EM(P}CEN(P), EMCEN . Es immediat

que si hi ha constants A,B8> 0 t.q.
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(5) M = AB N W n

i . .
aleshores EM{r)cEN(r‘], EMC EN . Veurem que (5) &s també necessaria.

Abans dfaixd cal una observacib, La hipdtesi (1) implica

. 1/ n
que la successid M /

o &s creixent { [43) ). En efecte: aixd

significa veure que la desiguaitat

r4 1 n
-
Mn - MnJ—I

s valida ¥ n, cosa que demostrem per Induccid ; per a n=1 &s la

mateixa {i} i suposat per a n-1, &s per a nz2

+ - -1 - -
M I=Mnl MZ‘Mn M M éMn]M M l/n’
n n n = n nk t n-1 n n+ 1 n
. nt 1 n
i elevant ambdbs membres a n trobem Mn éMnL]
1/ n L
En el cas que Mn estigul acotada, és cfar que EM{P], EM

coincideixen amb les classes corresponents a Mn=1 W n{ que esta
. . n .
inclosa a totes puix M1 _-EMn }. Aquesta de moment la deixem de
banda { la retrobarem al Capitol 2 )i aix! doncs, a partir dlara

1/n . .
suposarem que Mn —m ( veure [45]). Amb aquesta hipdtesi, per a

cada 2 €T la funcid

ez(t}= exp (itz) , 1R ,
pertany a EM , Ja gue “( ez)mﬁf ‘zln exp r\lm zI .

Introdulm aquf {lancmenada funcib d'Ostrowski [30 , PG, 17]}

que serh melt Util en tot aquest trebali i que esta definida per a t> 0
per
g
t
(6) Ay (0= sup >0,
nyC M
n

23



| .
{ el fet Mn/n — 0 garanteix la finitud de AM(l) Wit }). La hipbtesi

(1} resuita ser equivalent { {8 , pg.5]) a

(7) M = sup ,
t>0 )mm

{ i sota aguesta forma &s com intervindra ), Mitjangant {6} i ({7), {5}

&5 equivalent a

(8) A <a Aisn , t>o

Suposem ara que EM{P}CEN(r‘) ; com que la topologia
en aquests espais &s més fina que la de la convergencia puntual’

la inclusid

EM{P) e EN(P}

té grifica tancada, i per tant &s continua, Aleshores, dohada la

-1
norma p_ de EN(r‘}, existeixen A0 1 B >0 t.q.

s

pr,

1(.ﬂ & A pr’B—l f , feElr)

Si escrivim aixb per a ’f'=e_t , com_ que

fee ™. "
P 1( et)= SUP —a————— = SUup

! 0 N n N
n n

- A,

iny n
e ™Il {8y
-1 {et)= Sup —————— = Sup

n B~ M. n M

p

B = }M{ Bt) ,

2]
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trobem {8} . Ei mateix raonament serveix si EMC‘ EN' Alxi hem

{30} , {8l}:

demostrat { altres demostracions es troben a

{0,2.1.}) Teorema, - EM(P}CEN(P} i EMCEN si i només si

tes relacions (5), {8} sdén certes. Per tant, EM{rJ= EN(r) o E =E

ta .constants a,b>»0 t, q,

s5i i només si  hi
1
M, f
{9} Ll Jeb , Mn . //
N
N

Una notacid,- Per no haver de posar ncm a totes ies

constants, una relacié com la ({5} escriurem, dtacord amb el costum

general com

MI/nzo{Nb/n y
n n

i direm que M i N sbn equijvalents quan també& valgui la contriria

, €s a dir, quan {9). Quan dues funcions f,g d'un pardmetre real o

complex compleixin una relacid com la {8} bo escriurem sovint sota

la forma

f{t)= Of g{Ot)}.

Direm que f &s del mateix ordre que g quan junt amb ifanterior wval

també la contriria, &s a dir, glt)= O{f{Qt)}.

Per exemple, n! i n  sbn equivalents, per la férmula

de Stirling, Donades dues successions equivalents, qualisevol dlelles

serveix per a tractar la classe corresponent.
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0.3, Els duals i la transformacib de Fourier

Els elements de El\;l stanomenen ullradistribucions, gue
han estat estudiades per diferents autors en relacid amb les equacions

de convolucid ([4], [39], [40] ). Molts problemes ens interessarh

plantejar-los per dualital, i per tant necessitem condixer bé E;‘ .
La millor manera de fer-ho &s, mitjangant una transformacib de
Fourier, pensar-ho com un espai de funcions enteres. Tot el que

segueix és substancialment a {37], [a5] .

Per a z&C i Ts.Et\'d{r‘} es defineix { igual que per a E"{r} )
Tiz}= Tle}

on e &35 la funcid ez(x)= exp (ixz), que &s a EM(t“) { sempre amb

1/n

la hipdtesi M T }, de manera que té& sentit !a definicid de

- ~

T. T es diu la transformada de Fourier de T . Veurem ara que la

convergincia de la série

Z {ixz)"

n ni

cap a ez(x} ho és per la topologia de EM(r'}. Aixd voldra dir que

= ()"

71(2)?2.

nz0 nt

Txp—ax )

i, per tant, que T &s una funcid entera { també podriem veure que
-1 . s -

quan w—a2z, {w-z) { e - ez) tendeix & la funcid X ey !xez(x)

per la topologia de EM{r‘}, per concloure que T &s entera i que

;'{z}= T{ % p—> ixez(x}) } . Rosem, fix z,

26



. {ixz)"
a {x}= z

k nak nt

Volem veure que 3, -— 0 a EM(P}‘ Com que & .~ 0 a E{r), segons

{0.1.1.) &s suficient de veure que { ak) &s un conjunt acoctat de EM{r‘}.

n-m ,. " - L=
&l Mx)= Z = -G 2 by ,

nyk,m (n-m}! Azk,m {rn-m}!

Hal™ < 1™ exp (el ),

o™ i
pr,gt a )= S:p —éjm = exp {rlz]) }M( wa

”~

Aixd Qltim demostra que (ak) &5 acotat, Es clar que T no &s una func
entera qualsevol, sind gue el seu creixement &s controlat. Perqud

com que TeEf:ﬁ(r‘) , és

[T(f)l <Ap, (0, MEEE, (r),
er 2 uns certs AEXQ. P f= H (ﬂ)" = lzﬂ [] zl i
p ,£>0.Per 2 foe Qe I = | exp riim i
pr,g{ ez}-v &4( izl /&) exp r|[m z| i trobem
- izl
{10} T{z}j s A { } Im z , z&L .
l I lM . exp r'1 m ]

Sigui HM{r) itespai de les funcions enteres F que satisfan
una acotacid com {10}, per a uns certs A£)0. L'espal HM(P,E} de

les que satisfan {1¢) amb & fix, &s a dir, les F t.q.

izl
£

} exp Pllmzl) ’

fFe] <o A

]

. a
10
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&s un espai de Banach amb norma

[ F(z)]

zed AM(lzt /&Y exp r‘|!m z|

HM{r) és la unid dlaquests espais de Banach i hi podem considerar
per tant ia topologia inductiva,

Aixi{ hem wvist que si TeEi\'A(r‘), aleshores 'IteHM(r‘). La
resta dlaguest apartat esth dedicadaademostrar el reciproc. Més

concretament, a8 demosirar e! seglient teorema tipus Paley-Wiener:

~

{0,3,1.) Teorema. - La transformada de Fourier Tiy—aT

és un isomorfisme topoldgic entre el dual fort de EM(P) i Mespai

HM{P).

Si HM designa la unié dels HM(I"‘} amb ia topologia

inductiva, &s a dir, Itespai de les funcions enteres F .t.qg.
[F(z)\: o ){M( olz) exp O]im z} },
tindrem de la mateixa forma:

{0, 3.2, } Teorema, - La transformada de Fourier ' T—3 T

és un isomorfisme topoldgic entre e! dual fort de EM i itespai H

Fixem—nos que a la definicié diaguests espais podem

sustituir AM per una funcid de! mateix ordre. Una dlaguestes seria

la funcid n
- - !
)= 2 :
0 M
n

a

M



.

que és la que sortiria al utilitzar les normes g en tloc de les
r,
’

. i an M =nt & t}= i |
pr‘,g Per exemple , qu n és /'.\M(} exp t 1 tots els HM{P)

H HM mateix resulten ser llespai de les funcions enteres de tipus

exponencial, difacord amb el teorema de Borel sobre funcionals

analftics { [33)).

~

Una vegada demostrat que T p—— T é&s una bijeccid, el

fet de la igualtat de les topologies, la forta | la inductiva, es pot

deduir de la manera segUent:EM(r*}, E, . s0n espais de tipus FS i, segons

b

{33} , la topoilogia forta dels seus duals é&s una topologia LF.
Aleshores el que cal veure é&s gue dues topologies LF coincideixen.
Perd aixb &s conseqlidtncia dlun fet general fhcilment deduThble dtun
teorema general de grifica tancada { {15, pg. 1148_-]} segons ei qual
dues topologies LLF sobre un espai de funcions més fines que la
topologia de la convergdncia puntual coincideixen { &s a dir, les
L.F-topoiogies sbén tan rigides com les F-topologies ), En el nostre
cas , aixd Ultim &s immediat,

Aixt doncs, &s suficient de veure que T[——){; &s una
bijeccitc tant a {0. 3. 1.} com a {0.3.2,}). Perd de la injectivitat a
{0.3,1,) dedulin gque els e 36 dehsos a EM{P) i en particular E

M

és dens a EM{P). Aleshores el dual de EM &s la unid dels duals dels

| 1imi o . .
EM(P} { segons K#the, el limit projectiu il-—- EM{r} és redult ), Per

~

tant, &s suficient de veure T—— T &s una bijeccid a {0.3.1.} i per
aixd que T=0 implica T=0 i gue si FeHM(r} hi ha TeEp{r)

~

t.q. T=F. Segueixen ara una strie de feils generals sobre funcienals
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tineals continus a EI\IA{!‘}, per a arribar a condixer ifexpressid general
gt TeE’ (r}
una T € M( }
1§11
Per a feE{r) i meN, posem ﬁfﬂr = sup n'r"I “r . Sigui

? Oirm
A lespai de les successions f = { fn}, amb fneE{r) it.q.

fit i
{f)= Z ___:_.'"_’_’?. Z o0 s

Py My o g M

WmeN, W0, A &s un espal de Fréchet i

f s F= (1)

identifica EM(P} amb un subespai tancat de A com ho demostren les

relacions

Q"rgs&{ﬂ= q*‘r& ®
{m —— [$a3] L $4)] mt
. Z li ll .S e el ™ - T Ilr
e o £ M Mn 5,0 £ M
=a. (B ra ()b Fa () Cperamroy,

juntament amb la contindltat de la derivacib a EM{r}

Suposem que T &s un funcional iinea! centinu sobre A,

{TH]e A o . B, viea .

]
Si in: E{r} —3> A &s el que posa E{r} en el Hoc n | C en els altres

T =To in sbn elements de E*{r) t.q.

el

{11} lTr!(f}léA Mfie E(r}, n=0,1,2,.....,
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(t2) T{7)= Z T {f )
nn

nz 0
Reciprocament, si els Tn compleixen (11}, (12} defineix un funcional

lineal! continu sobre A | Aleshores tindrem:

I | 'expressié general diun funcional lineal i continu

sobre EM(P) és

T(f)= 2 1 ™ , fEE {r)
n M
ns 0
on Tne E‘{r) estan |Iligades per la condicid (11), &s a dir, que la

L. n - . . .
successio { € Mn 'i'n ) sigui equicontinua per a un¢> @, o equivalentment,

acotada a E’(r} per aun g3 0.V

Ara aplicarem la transformaci® de Fourier a aguest
enunciat, per saber quina &s I'expressid general duna T amb TeEr’v‘(r‘}.
Primer de tot, cal cbservar que E’{r} stidentifica amt llespai de
distribucions amb suport dins Kr' En efecte, si T &s una distribucid

. n}
amb suport dins Kr" &s conegut que T(f)=0 si " {0)=0 Wn,wx EKr; aixd
voel dir que T stanulla al nucli de taplicacid restriccid
Er———3% E(r)

— f
f [

r

i que, per tant, factoritza a la imatge; ara bé&, agquesta és E(r}), de
manera que podem entendre que T € E7{r). En Ilaltre sentit &s evident.
AixT, el teorema classic de Paley-Wiener caracteritza les transformades

de Fourier dels elements de E’(r}:
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M La transformacit de Fourier &s um isomorfisme topoldgic

de E’{r} amb llespai de les funcions enteres F que satisfan
m
{13} IF{Z]I = A[1:1z)) exp r]lm z| ,
per a uns certs A,m( aquest (Ultim amb la topologia LF evident), !

{ La rad per ta que en licc de A no es considera !'espal de successions

{ fn) amb fn funcions continues tals que

és perqud no hi ha un anhleg dlaguest teorema per a mesures ).
En aquest Gltim espai un acotat &s aquell pel que serveixen
la mateixa A i m de (13} per a tots eis elements perqud &ssent un
LF complet, un acotat &s un gue ho &s en un dels termes ( [15], pg. 148},

n_

Per Oltim, éz (Tz)n e, . Amb tot aixbdb, apliguem la

transformacid de Fourier a l'lenunciat anterior i obtenim:

~

U |_texpressid general diuna T{z) amb TGE;A“"] es

(14) T2 F ) G2

n30
on T = Fn sbn funcions enteres t.q. existeix g» 0 de manera que

£ ™M Fn satisfa {t3) amb A i m independents de n. Breument, Fn

sbn funcions enteres t. q.

(15} an{Z}‘i (e )27 exp rlimz] , vzer,

n
E'M
per a uns certs A g, m. "
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~

Demostrem ara que T }——3 T &s injectiva. Suposem,
doncs, que T {z) = O i demostrarem que T {f} = 0 erEM {r}
Si tes Fn sbn les de {14), considerem la funcid de dues variables

complexes

' Slzywh = O F_ (2 iw"

"m0

Com que F-'n satisfa {15},

I’G(z, wi = A (1t [2] 7 /{M( I:i

} exp r ‘lm zi ,

i com que/uM EA

sén del mateix ordre odem sustituir er
" , P My, P X,

fwi

{16} | 6z, wl 2 Az X

} exp r‘t[mzl .

{

M

La hipbtesi ;{z} = 0 significa Gz ,2z) = G. Per tant,

Gz, w)=1i {z - w)H {2, w) amb H entera. H també satisfa una
acotacid com (18) perque per a ]Z—WI 21 &s evident i per a ]z-—wléI
és conseqligéncia de! principl del mddul miaxim .

Desenvolupem H{z , w} en strie de potdncies de {i w) !

Bz, w) = Z Gn{z) {i W}n .

nxd

Per les desigualtats de Cauchy, per a cada R> G,

sup iH-{z,w }l ) (___Fﬂ’_}
‘G (z}lé WER = Af{ 14 {z] 1T exp r jim z| -—M—-——-—a—-,
n Rn Rn
g
lM{ T}

[Gn (z)]iA{IL [z} )7 exp r‘lFm z[ inf —_—— =

R0 A
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_ AR
A ()
n

M
= — (14 |z] }m exp rlim z inf =
g L R
£
A 23
= (‘l-l-izi}m exp r|Im z} (sup ——— )_] .
ghn 10 le
i per {7},
A
lGn(z)l £ (1+}z] ¥ exp rllm z, , vn, vz
n
LM

-~

Per tant, també G, = Sn amb S_& E {r} que satisfan {11} . Ara,

—

Glz, w) =i(z-w) Hiz, w) = i{z=w) 2 . G (2)(iw) =

nx0

- iz Go(z)-%r% (iz 6 (2 - @)tiw",

demostren que Fo (2= iz G, (z}, Fn {z})= iz Gn(ZLGn-—l (z} per 2 nyt.

Com que Gn =Sn , i Z Gn {z) &s la transformada de f}———}Sn (£},

de manera que
T f = 5 fl} = S f T f =5 f1
n{) n(} n—I{}’ o{} 0(}

Ara,

)
T ) = Z T M- s e an ™ Nos M=o,

[1)’0 “:/I
W ifeE {l , .
M
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~

Demostrem ‘ara ﬁue T p=—3 T &s exhaustiva . E! que
cal veure &s que tota F‘eHM {r} es pot escriure com {14) amb les
Fn de manera que compleixin {15). Per a fer aixd, é&s suficient de
demostrar que existeix Gz, w} tal que compleix. {16} i de mznera
que G (z, z} = F {2) perqu®, aleshores, desenvolupant G {z,w) en
poténcies de {i w), ddna el que volem, tal com acabem de fer fa
un moment, Emprarem el segllent lema que &s una modificacid del
teorema 4. 4. 3,de [18)( [37] ).

lema. - Siguin 5 15* C-subespais complementaris de
a” i‘funa funcid plurisubharmbdnica t, q.

]?{1L1‘}—?(1}[£C si ?e(I:n, q!eS' iiq‘l_a_:.j,
per a una certa constant C. Aleshores, si u é&s una funcid analftica

a S5 t.q.

[u{zexp -¢ dT Lo |
s

on d¢ designa la mesura de Lebesque a S, hi ha una funcid

analitica U a & t.g, U=uasSi

[u 2 e—?(l-l-l ;2}"3k dm (4} £ C1 uiz e_*dtr .
1 1 \

Gz s

on dm &s la mesura de Lebesgue a a , k la dimensid de S i C!
nomeés depeén de C J//
Suposem, doncs, que FEHM(P}, és a dir, que F satisfh

{io) . Utilitzarem el lema amb
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S-= {{z,z),zecr} . S'={{z?,0],z'£¢}
U(Z,Z] :F{z},

{z,w} = 2r {im 2} 2 log )\ {ﬂ}LZIOQ{ILiwI)?
Mg

. er . er p o .
Es ciar que el 1 i 3 termes de la dreta son funcions pluri-

subharmdniques emprant els criteris 1.6,, 2.6 de {18} També,
" log ) (‘—WI)=sup (nlogiwl-n logk - logM_}
M £ n
143
&¢s subharmdnica per 1.6, 2, de [18]_ Per tant,‘f és plurisubharmbdnica,

Per a {zt}€1

\(?(zi-z‘,w} - ?{z,w)} = 2r l:m szt\ -|1m 2|} < 2r,

Finalment, de {10}

k¢

lu(z,z).‘2 e ' = C)({‘H-lzl}“4 }.

Alxl es compleixen totes les hipdtesis del lema i hi ha per tant

Glz,w) entera tal que G{z,z}=F{z) i

etz w2 e~ ¥ (1ezi2 0wl 27> dm <0 |

GZ

Cal convertir ara aquesta estimacid en una del tipus {18} , Tenim
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lG(Zo’ wo)l""‘:\"l" js(z,w) o V/2 e?/z(u-[zlzi- ‘le';'a/z
T

“(z,w}—(zo,wo)“4_1 - IJ-{z| + jwl )3/2

< —%—- JlG{z;w)Ize"? (IJ-!'z[ +oiw 12 )_3

sup{ ef (IL}zlthwlz)s, “{z,w)-(zo,wo)ﬂ £ I}

2
{on ? &s el volum de la bola unitat de T }. Ara,

IG(zO,wo)] % £ const. sup, {14 izl twh )3 xMz {IWI

iz—zoix.l, [w-wOId

{14 ]w| }4 exp 2r [ Im z]
3 fwol & 1
2 const (14]z 1 Ew 12 )\Mz (———) (24w 1)4 exp 20 {tm z i
3 ¢ ©
i redefinint ¢ >4, trobem que,

= 4 m W I—\M-—!- ex; i m Zz
‘G(z,w}‘ = o((uj p™ et ;f‘}M{g } exp r i ]) )

[wl

n
Si ara veiem que (N-[w] }  es pot Vabsorbirt a }M {~— 1}, en el

sentit que

(10iwl )" )LM {“"" ) = O{XM (o} ,
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aleshores ja haurem acabat, Per aixdb és suficient de veure que

AM{t) absorbeix 14t, &s a dir, que absorbeix t. Perd de {2},

£ + 1 1
t 1 {t}= su ° < A su tn Hn < -i 1 { It}
M P = < A YARR

" M n Mort

Amb aixd acaba la demostracib dels teoremes {0.3.1.} 1 {0.3.2.), /7

Una consegli®ncia dels teocremes {0.3.1,},(0.3.2.} &s que

EM{r), EM sbn ;=.-5pais analiticament uniformes ( All-spaces }, segons
ta terminclegia d'Ehrenpreis { [4],{t1] i[45] }. En el nostre cas

aixd vol dir que existeix una famflia K de funcions continues i
positives a € t.q. \F(z)l / kiz} —3 0 quan jz]—= VFEHM{r}
{ resp, ¥ F&HM} i kel i la topologia de HM(P) { resp. HM)

coincideix amb la definida per les normes

{F e
“ Fil = su — '
K zéz k{z})

{ {45]). En el cas que ens ccupa la famflia KX és, per a HM{P)Ia de

totes ies funcions contlnues positives k!z} que dominen

kM{lz] /g ) exp rlim z| Mgy 0, &s a dir, les k tals que

2}
(17) A2 mzf= O (K(z}}
M £ exp r]mz\ z

z
Wiy 0, i per a H la famflia de les k que dominen 1 {u} exp rl{m zl
M M £
Ve 0, Mr> 0, és a dir, les k tals que {17) &s valid WEr0, ¥ry0
{ (45L(46]).
D!aqﬁest fet es pot deduir una representacid dels elements
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de EM{r-), E comaintegrals de Fourier en el sentit funcional, Si

M
f eEM , f &5 un funcional lineal continu scobre HM , | existeixen una

constant C» 0 i una k gue domina totes les AM(lzi/e} exp r‘l]m z|:,q.
[t 2 ¢ el

ol FGHM. Podem estendre, per Hahn-Banach, aquest funcional a

[tespal Lk de les funcions F continues a € !, q. 1F{z)‘/ k{z} - 0

quan (zl-—— e . Com que tot funcional sobre L &s de la forma

k
. =z}
F G d/uz} .

C

per a una certa mesura acotada/.n, a2 T, arribem a la representacié

F(z}

du{z)
k{z} /uz

(18} {f, F)=

T

Aixi, tota feEM determina una k i una}k de manera que {18} val

VFeHM .S F=T, &s a dir, F(z}= T{ez), {18} és

T(ez)
T{F) = dudiz) ,
k{z} /-L
T
W T, i aixb significa que
eZ
f = dm{z} y
kiz} /“
<

en el sentit funcional, Quan T = s , trobem la representacid de f
x
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4G

exp {ixz}

T d/u(z}

{19} f(x} =

C
Aquesta és Ia forma general diuna fe EM’ ja gue de {18},
{m (iz)" exp {ixz)
1 e 1
%} = d/a,(z}
k {z}
T

{el fet que k domini tota }'M { Izl } exp r [Im z[i per tant tot
P(lz[) exp r Ilm z[ amb P polinomi, garanteix la converg®ncia de
les integrals i permet de derivar sota ei signe integral) . Donats
r,E» 0 &s

)M(i:l } expr‘]!mzlﬁc k{z) ,

i per a {x|er~,

£60 |« i L D 2
{xH < sup < C sup -
/ﬂ z k {z) /P z )'M (—lf-l-}
n £
ftult " =7e) falt g "
= C £ sup = F R V! ’
/J z } bzi /'-l n
M (—
£
on hem tornat a fer servir {7) . Ara, tenim

B e cmre m :

i feEM . Tot el mateix seria valid per a una feEM {r}, només gue

z
en soguast cas k dominaria .)\M( 1zl } exp r l[m z\, WMEY O,
£



Una representacido semblant a la {19) es po! deduir sense
utilitzar que els espais son A, U. Raonant de la mateixa forma, una
feE, &s un funcional lineal continu sobre HM . Com que aquest

&s el limit inductiu dels HM {r, €}

' f
Hf\1{r’£ ) —_— T »

&s continu W r, Mg . De la mateixa forma arribem a veure que

WP, ¥E existeix una mesura acotada a @ t,q., per a lxj«r,
' /h\r\,a ’

exp (ixz}
{19 bis) f{x) = . - (}ur‘,g {z) ,
XM { . )exprl[mzl
T
De la mateixa forma fariem per a EM {r} . Les represen
tacions {19} sbén forg¢a Gtils i les farem servir alguna vegada .,

Uina altra conseqléncia de {0, 3.2} és que els polinomis sbén

densos a EM {r}, E perqud els e, ho s6n i hem vist que el

(Y] 3

desenvolupament de Tavior de e, és convergent per la topologia de

EM (r}, EM {una demostraci® directa diaquest fet es troba a [3?] }.

0. 4. - E! teorema de Denjoy-Carleman

Ja hem vist abans que quan M _ = nt, E,, &s llespai H

M
de les funcions enteres, Per tant, feEM i f{m {0) = 0 Wn implica
f = 0, L'any 1512, Hadamard proposk el problema de trobar condi-

cions necessiries i suficients sobre la successid M a fi que

%0y = o impliqui f= 0 . Una classe de funcions diferenciables
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gue compleix aixd es diu quasi-sanatitica. Diferents autors tractaren

el problema {Denjoy, Carleman, Ostrowski, Bang, Mandeljbrojt },
si bé e! resultat final es coneix com el teorema de Denjoy-Carleman.

Aquest teorema caracteritza quan la classe
1G] n
C{Mn} —{f&E/jC,‘E)-O t.a. Jif llmecs Mn}

{que esta formada per funcions amb totes les derivades acotades a
R} &s quasi-analitica perd, amb petites modificacions t&écniques, la

mateixa demostracid val per a EM'

Observem també& que per a EM s la no quasi-analiticitat
equival a Pexistdnecia diuna funcid a EM amb supcrt compacte, no

identicament nui.la: si f‘m(

0) = 0Mnifild)# Oambd>0, sigui
g la funcid que &s O per at€0 i igual a-f perat » 0. Es clar
que g € EM 3 ta funcid

h{t} = gt i) g (-1},

esth a E ja que E

" &s una 3lgebra, hit)=0 si te —d 0 asgt

M
és a dir, spt, hc[—d,d] i hio} = gzl[u{} = fz{r.(} > ¢

Enunciem ara el teorema de Denjoy-Carleman ( {2], [30],{39])

{Q.4.1.) Teorema de Denjoy-Carieman.- La classe EM

£s gquasi-analitica si I només si es compleix una de les condicions

seglients, que sdn equivalents :

. M -
{a-) Z i {b) ._2_ _--I-—__-- = o
nz ¢

P
n%0 MnLT

0
8

42



o

leg )M

{c}

dt = W
2
Tt
o
g /AM
dt = vy
-
t
¢
A partir del tecrema de Denjoy-Carleman, les classes
E

M queden repartides en ires grups:

1} El grup analitic, &s a dir, les E

t.q. EMC H, o

equivalentment, segons (G, 2, 1.},

n n
sup  { ) PN

aQ

11} Ei grup quasi-analftic {‘escrivim q.a.) no analitic, &s

a dir, les £ amb Mn

" tais ‘que compieixen a} i
M -
sup | } = o
" n?

[N} El grup no quasi-analitic (escrit n,g.a.), &s a dir

les EM amb Mn tals que compleixen

0 una de les equivalents .

Com exemples més caracteristics de cada un dels tres
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grups temim : ( totes comp eixen les ’nprESiS {I} t (2) )
M |i! mb « i a doina —

11} Mn: {n log n)nperqub

M, o
{—1 = logn
in

n

£ - - ‘ -
no esta acotat i {b} déna Z —_— gue &s divergent .,
rn fogn

1 R b
Hiy M = {n!}  amb &>} puix {a) dona 2-———-— . Aquestes
n "

es diven les classes de Gevrey.

Quan EM sigui no gquasi-analitica, la notacid DM

o

indicarh el subespai de EM format per les funcions amb suport com-

pacte. [.a topologia que EM indueix a DM és definida per les normes

e
p (®) = sup -—rT-HS—, £>0 , ¥ D,
£ M,

Donarem ara una demostracid del teorema de Denjoy-Car-
leman en el context del teorema {O.3.2,}, que tamb& necessitarem en

el capitol 2 :
Gue EM sigui quasi-analitica, &s a dir,

)
feE , £7H0) = 0 Mn B § = 0,

M’

equival a que ﬁ,‘“’ sigui un conjunt total a Ey' perqud el dual de
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E;vt és EM , al ser reflexiu( tot FS &s reflexju ). Com que

(%[n} ) A(Z)=%{n]( x —exp(ixz)}= {-iz)"

el teorema {0.3.2.) ens diu qué B &s quasi-analitica si i només
si els (iz}n formen un conjunt total a HM , 85 a dir, si i només si
els pelinomis sbn densos- a HM

Suposem quelEM é€s q.a. , &s a dir, que els polinomis

sbn densos a HN. En particular,
)
lim Pi{z) = exp (-iz)

a HM per a uns certs polinomis Pi . Fixem una k{z} que domini tota

lz
A M(-E—--] exp r llm zl; pasant a una part cofinal, podem suposar que

“Pi“ k-_f-_C 4

{ només per a aquesta k }, és a dir,

[F’i(z]l =C kiz)

Wi ize®. Considerem ara la féormula
+od
1 y log IPi[t}|
log ]F’i(z]l £ —— dt , z=xkiy , y»0
T {x-t}) + v
.

{ que &s valida per a tota funcid entera de tipus exponencial zero,

veure (5], 5_29] o bé& el darrer Capito! 6 ).

45



Junt amb I'anterior, arribem a

L2 /]
1 y log C & log k(t)
I r g— =
og iF’i(Z)I 5 3 dt
(x-1)" + vy
-l
40
1 y log k(t)
=logC ¢ — ——— dt y Z=xbiy , ¥20,
T {x—t) & y
-

{ suposem que k{t)> 1 ;la integra! anterior &s en sentit general,

pot prendre valor 4e ). Pasant ara al Ifmit, trobem

4B
1 y log ki)
log |exp{-iz)'5 C+ — 5 '2 dt , z=xtiy , y»0
T {x=t)" & y
-
és a dir,
<an
1 ¥ log kit)
yEC o 7 3 dt , WX, ¥ y20
T {x-t})" L v
-
Especificant a x=0 i dividint per y
+cD
o 1 log kit}
| € — & — dt =
y (x=t) b y°
b -8
C 2 log kit)
Y o b - dt s ol )"')0.
¥ T t2 + yz
- V]
log A, (1)
Si fos — dt Lo » bpodriem construir una funcié
140t o
o] log Kk(t)
. tz} .
k{z} que domina k (—) expr Ilm ZIVE,P i t.q. dt ceo |
M £ 2
(x-t}"Ly
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Nor arriba a contradiccic fert y — o

Pel reciproc &s suficient de demostrar que exp (-iz) &s
aproximable per polinomis a HM . En efecte: fixem te R, i

considerem

on |=l (z) = F {tz) ., Com que, perat#o,

|7y @]
F‘ = sup =
ur, e/t 2z it z|
Al

)} exp \tr* Im z'

)

= sup ":“Zl =UF|| ,
D WL -

MY

) exp|tr‘ Im z\

Y‘ és contfnua. Aleshores, si Pn (2} —— exp (-2} , tembé

Pn (t 2} —— exp {-itz), &s a dir, exp {itz) &s aproximable per
pelinomis Mt, Com que les funcions exp (itz), te R, sbn denses
a H, (exp [(itz) = (gt} {z) i evidentment les gt sbn denses a E '},

conclufimque els polinomis son densos a HM .

Aixi cal. veure que exp (-iz) &s Ifmit de polinomis a HM'
La prova gque es dona ara &s una el. laboracid de la demostraci®
de Bang { [2] ). El desenvolipament de Taylor

= {-iz)"
exp {=iz) = .>

nx0 n!
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no pot ser convergent a HM ; si ho fos , pel raonament anterior ,
també ho seria
.o,\n
— (itz)

exp {itz} = .
n!

ne0

telR, Llavors , a la representacid {19) podrfem commutar per

obtenir
— " {iz)"
f(1) = 2 —_ d/u{zl . feEM, temR
20 n! kiz)

c

Perd de la mateixa formula {19} hem veu que

(iz}"

(n)
dulz) =f 7 (0} .
k(z} /“
aT

Aleshores , tindrfem que
n

\ —
f(1) = 2 — "o

nl
[gEA]

per a qualsevolfsEM , teR ,és a dir , que quaisevol feIEM &s entera,
cosa evidentment absurda { hi han classes gquasi-analitiques que
contenen estrictament H , com la corresponent a M_ = {nilogn)™).
Aixd justifica que cal mirar altres tipus de desenvolupament
de exp (-iz}) . Aquests els proporciona la seglent generalitzacid de
la férmula de Taylor , deguda a Sang { [2], (30] )} :
Lema, — " Si f és una. funcid de classe c™ a un interval 1 .

' xnel , aleshores
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n-1 0 n ' ]
fx y=2 o' ey F ad 1
j=0 '
X X x
j~1 1
x, t
n ] . .
LN -1
LS LY B ot w
j=o |
Fi- xi—l "j-2 *y
& ’ a
[ A E N designa el vator 1 pera j=0, dr pera j=!
i T Xy *
° -1 Tag {1
[ R 2 d dp ..
' t) CTEERI L ar_,
* X5t X2 3 i

en el cas general ), //
Fixem z i apliquem el lema pera f{x}= exp {ixz}, x = -1,

x = 0. Tindrem
n

n-1 G
i . - - .
(21) exp (-iz)= = (-1 gz |} 1 ... . axd &
j=0 X k.4 >
1 i=1 1
. i
_n_ ]
L -1 tiz) explit2y | | ...... . axd™! dt=
j=0 > X - >
i-1 j-1 -2 1

=P (2} + G (2} .
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Yot rau en triar eis X, de manera que 'Gn — -0 & HM
- . < -
quan n —3 @ . Definim M= Mo / M nxl i «n:(k=l/dk }

La hipblesi &s , segons {a) de {0.4. 1.}, que O(n—r—‘-; 0. La bona

eleccid dels xj és :

x0=—l,x]=—1$-¢(n/u{ ,x2=-1L°(n(/u] 17012 | IO fenaan
n

3]
x=-1k &L Z/MI, ....... ,x=—14-°{h%/u§1 =0

Amb aquesta eleccid dels xj esth demostrat a [30 pgs TI‘I-]‘IZJeI seglient

{C.4.2,} Lema . ~

n x. n
—_ J . —_— .
:/: M, dx’ = const, Z—o{J e . //
N i . . . L
J=0 L. 8 LI 4 . . J=0
et j-1 T2 %
Amb Pn i Gn definits per {21} i anterior eleccib® dels xj’

demostrarem que Gn—--} C a HM(1,1) i haurem acabat la demostracid

del teorema, Perb,

* R t
IGn(z)[ LA y 1 expl|im z| .
P - dx’T dt
Atz e mz| =0 [/ A D elmz| [ [
1= J=1 1
t
. j~1
{eltros | |  ....... dx’ &s positiu pera  x, = t< xj }.
J— .
ot ! X2 1

Ara,
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Gn(.z)l _n . j
“ Gn ” 1,1 = S‘;p l -‘:'2 M, dx

AMHZ]} exp {im z| j=0

a3

—_—

= const, Z o(‘:} e’

=0

{ on hem utititzat el tema {0.4.2,} i {7} ). Com que Xn — 0, &s

o« e<1 per an gramn i
I

e
” Gn" I,lﬁ const, 20,0(;11 ej - qne ’

I—o(ne

peran gran.Fent n — o, veiem que ”Gn” 11 — O i ja hem acabat. //
3

Bang { [2] ) aplica el desenvolupament {20} directament 2
les funcicns feEM. Hem demostrat el teorema diaguesta forma pergud
aquest mateix mitode servird en un capitol posterior per a obtenir
dluna manera més cdmoda propietals de convergéncia del desenveolupament
de Taylor de les feEM { és més senziil dtavaluar sup que suprems

z
de funcions 1 de Ilurs derivades ).
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CAPITOL !

LES CLASSES EM’ EM{P} COM A ALGEBRES TOPOLOGIQUES

En aquest capitol tractem qllestions generals entorn de
testructura dihlgebra de Fréchet de EM{I‘}, EM . En el primer
apartat calculem els espectres dlaguestes klgebres. En el segon
estudiem la qllestib de quan sén tocaimentlmultipiicativament con=-
vexes, gliestid que &s important en estudiar qua!sevol algebra de
Fréchet. Finalment, el tercer apartat és dedicat a 'estudi de la
inversibiiitat, &s a dir-, de guan hom pot assegurar que f—ie EM
si fGEM i f no stanulla mai. Més endavanl estudiarem més a fons

cadascun dels tres grups separadament { el grup analftic, el grup

quasi-analftic no analitic i el grup no quasi-analitic),

1,1~ Lt t .
. 1.~ L'espectre de EM{r"), Es

Ac! utilitzarem els tecremes (0,3. 1.} i (G.3.2.} per
calcular Pespectre de caracters de EM{r}, EM { entenent com a
caracter un funcionai lineal! continu multiplicatiu). Si volem fer
servir els teoremes {0.3,1.) i {0.-3.2.} cal, primer de tot, expressar
que T &s un cardcter en termes de TA' Com qgque les funcions ez R

2 ¢ €, formen un conjunt tetal, T &s un caricter si i només si

T{z+ 2!} = T{z} + T{z'} . Ara b&, una funcib entera F que satisfa
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F {zdz'} = F(z} F{z') per a qualssevois z,z' € € és de la forma
F{z}) = exp jzw per a un cert we C .

Dtaquesta forma, si volem calcular, per exemple, Spec EM,

hem de buscar we€ t.q. la funcid ew(z} = exp {izw} pertany a HM'
&s a dir,
(1) |exp (izw)l = O {)\M(Olz]) exp O ]Im .Zl ).
Siw = a-bii especifiquem {1} 2 2z real, tenim
expbt) = O (A (Ol ), temw,

que &s el mateix que

(2) exp (ol ) = O (A ON), t>0 .

També, {2} implica (1) : si exp {tib{)}£ A XM{—;——}, t>0, per a2 unf>0,

exp b zl_é exp ]a”im z] exp | b} |z} =

exp (iwz}| = exp{-a Im z}

WAL '
=< AXM(T) exp {a] ‘]m 2],

i se satisfa {1} . Aixf, per a w = a - bi, e"'eHM si i només si {2}
w

Es cert, Perd si b compleix (2), aleshores tot aitre també& ho

compleix ., Aixd vol dir gue Spec EM &s R o @ i que Spec EM =T

si i només si (2} és cert amb b = 1, &s a dir, si i només si
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{3) expt = O (1M(Ot] 1. t »0

La funcid exp t &s la de la successib _Nn = n!, i dtacord amb

[

el teorema {0.2,1.), {(3) &s equivalent a

sup | ) e oo ’

n n!

iaia inclusid EMcH = E-N' Per tant,

{(1,1.1.) Preposicib, ~ SpecEM &s R o T. Spec EM=CB

si i només si la classe B &s analitica, //

De la mateixa forma podem calcular Spec EM(r‘) . Ara

busquem we T t.q.

{4) ‘exp {izw)l =0 (lM{O|z|) exp r llm zl }

Si wd R &s un dlaquests, igual que abans, arribem a {3,
= =nl!} i = i - -
EM{r") ol EN{P) H {Nn n!) i Spec EM{r'} C. Siw=aegmR també

ho satisfa ila|l > r, escrivim (4) pera z =-it i arribem a

exp at = O (&{Oitl yoexp r |t]), teR,

o

exp (lajt) = O ()‘M{Ot} exp rit], t>0 ,
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és a dir,

exp(ljal -r) 1) =O( (O, >0,
t continuem exactament Jgual gque &bans,

{1,1,2.) Proposicib. - Spec EM(P} és Kr b ¢ .

Spec EM(r‘] = @ si i només si la classe EM(P) és analftica, //

Reunim les dues proposicions anteriors en un

{(1.,1,3,) Teorema.- En el cas analftic, Spec EM =

= Spec EM{P} = &, En altre cas, Spec EM(r-) = Kr i

Spec E. = R. //
M

Fixem-nos que, en particular, EM i EM{r) sHn simulth-
niament analitiques o no, En aquest cas, &s clar com un w e T
actua com a caricler: tota funcid f de la classe extén a € com a
funcidé entera, a la qual continuo anomenant f 1 w{f] =f {w}, Com
que lotes les classes contenen x, també &s clar que la topologia
de Gelfand &5, en tots els casos, la topolegia usual. EI teorema
&s un exemple més gue ltespectre dluna hlgebra de funcions (en
principi, de variable real} retroba el domini natural de definicid
de les funcions de Phlgebra, EI| més significativ &s aguesta mena
de salt brusc que hi ha en Ilespectre :de R a &, Per exemple,
no podem esperar trobar, amb la definicid (3) Cap 0, classes de
funcions que tinguin bandes l[m zlf S com a domini natural de

definicib.



120~ i dle, ~Chrwaeitat,

Flom dits que unis Slgehra A lotalmernt convedis & locaimoent
multiplicitivament comvexa {breument, Lom, —corwexa), si fa sevas
topologia pol Gssor definida per una familia doe sominormes (qi] t. q.
qi {aly) < q, {a) qil (b} per a tot i, a, b€ A (veure [3&}, {361 o rSOj}.
El fet que una klgebra I e, sigui I.m, —convexa &s forga important,

i@ que per a aquestes hi ha desenvelupada una teoria general parazi-tela
a la de les 3lgebres de Banach, El propdait dlaguest apartat &s de
caracteritzar, en termes de la successid M, quan sbn I, m, ~convexes

les algebres EM’ EM{P}. E! resultat obtingul és el seglient :

{1.2.1,)] Teorema.- 5bn equivalents els enunciats seglents:
{a) EMfr} &s I,m, -convexa, Wr>0
{b) EM s !.m.-—convexa .

{c} hi ha constants A, B, K >0 tals que '

(5} mt)s A 8" )™, t30, m e N,
L] ]
Ml/ri
{d} ia successidé B = 0 &s quasi-creixent, &s a
n nl

dir, hi ha K>0Q t.q. Bm_é}( Bn per @ msn-

M 1/n

n . .
i } ts quasi-creixent,

{e} la successid An:(
{f} si feEM(r) i t.']) &s entera, (i}of eEM(r} .
Demostracib. ~

{2) 3 (b). Es inmediat ja gue Et«’ &s el Limit projectiu
1
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deis EM(r‘) .
ib) 3 {c}. Sigui (qn} un sistema de seminormes que

N . . < P )
defineix la topolicgia de EM i t.q, qn{fg)-&qn(f} qn{g) Mg e EM

Donada pr‘{_ , hi ha n, A t.q.

+

pr,s{f} < A qn{f) ) feEM

Per agquest n, hi ha B> 0 I una seminorma psS t.q.
]

q (B Pe g M, fteg,.

Aleshores,

fI<A q lf}....q (f )¢

< A g™ pssffl) ..... pss(fm) »

2
i, en particular,

m m m
pr‘{,(f }=zAB Ds,g(f)

Per a f=e i £ =1, aixd dbna

>\4{“" < A Bm)\‘{t V9%

que &s {5} .

{c) & {d). Per la formula {7} del Cap. 0
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1 t

B = — sup . NEN
n n thlﬁn

t>Q

Fixem m i prenem n>m; suposem primer que m}n, és a dir, n =ms,

: t. . .
Com que t = s pdl la relacid {5) déna

)\M(t) 2z A B° &{K t/s)°« A B" )M{Kt/s)s,

on hem suposat sense pérdua de generalitat que B >1 i on hem fet

servir que s€n, Prenem ara arrels n-simes :

)\M(:}'/”f NG )M{Ke/s}s/“f c %{K /9™

Ara,
B i sup ! ) ! su t
= ——— p =
4 1
"m0 XM(t}ifn C ms 10 .AM(K t/s) /m

1 1 Kot 1
= — sup /s 7 = Bm R

CK ™M t»0 ,\M(K t/s}) cK
novament per (7) del Cap 0. Per tant, Bms-C K Bn si m‘ n. En

el cas general fem servir un truquet inspirat en [14'3]: posem
ms<n emistl) i observem {veure ‘apartat 0. 2.} que n Bn &s creixent,

Aleshores,

B
! ms m
ByB -2y B > ,
n ms :
n CK mis&t} 2CK
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i B =2CK B8 r n.
i m " per a meg
. 'l/n
{d} 3{e}. Es suficient dladonar—se que B, / A= {nt} /n
té un Iimit finit diferent de zero { per la formula de Stirling ) i per
tant queda acotat superiorment i inferior per nombres pesitius,
{e) F{f}). El purt de sortida é&s la fbrmuia de Faa di Bruno

sobre les derivades d'una composicié { veure [2] ):

1 = iR t ‘)1 } J
(6) (don ™= 2k, ¢t o L #00 "
3

A {8}, Jr‘ecor‘r‘e el conjunt de r-pies J ={ 31, ..... , J }, ')i’ reN
tals que )TLZ JzLS 03L ,,,,, Lrbr=n i jA= J1L ...... & Jr‘
Les }<a sbn constants gque tan sols depenen de 3.

Suposem que feEM{r'} i ¢EH_ Fixem £» 0. Tindrem

1§23 ] n

{7} ‘f {x}‘a_c pr’s (f} ¢ Mn . {xii_-’r , NEN.

Com que f(Kr‘} és compacte, a cada 320 1i correspon C(S})»O t. q.

(8) l¢;1}‘1(f{x}3l < ) S)] AL, [xigr .
Posant {7} i {8} a {6} 1 sustituint Mn per A;: n! , hom arriba a

ligon'™a e 2k, ct) P pr)' tm, "
M)

r
r‘ .

f ¥ M PR f M

,‘(}I ol DP’E(}CI "

fl

— J
=cihys” 2 k'}(gpr_g('f) )f'/mfAz' L. (AT D" fader, nen,
5
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Ara utilitzem la hipbdtesi Amé K An per a m=zn | escoliim 3 =p {f)

r.E

— J J

(don Vo2 cten)” AT S G i L et "R, nen.
9

Veurem ara com

'3: ko/u!('f!) L ry "

¢
creix amb n { veure {2} ). Especialitzant (6) a f(x)=x/ 1-x, $=f i x=0

n-1 - .
hom troba gue aquesta suma val exactament 2 n!. Ara, finalment

421 n n n=1 C n
{dof) [x)|£ c(gK) 2" nre == (28K) M
nt
per a [x|¢r, neN, &s a dir, c])of eEM{r)_ «

(f) 3 (a). Pel teorema 13,8 de [50] , una hlgebra de Fréchet

A &s l.m.-convexa si | només si per a cada aeA i cada funcid

— —

n n
entera cb(z)=2- c z , la sdrie 2- c a &s convergent a A cap
nxd n Ax0 n

¢

a un element de A, anomenat q')(a}_ En el nostre cas, donada fEEM{P),

itaplicacib

Ho—— EM(I"‘)

¢)\—-—-f——-)q)of

&s lineal | t& grafica tancada, ja que si — aH of ~a» g
' n n .

n
a E (r) &s g=¢)of. Per tant &s continua i la convergdncia de 2—c 2
M nzo n
1 h H n
cap a ¢ slaplica en convergdncia, a EM(r‘), de 2:1;0 cnf cap a (Ii)of.
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Aixf hem acabat la demostracibd del teorema {1.2,1,)//.

Cal observar gue les condicions del teorema (1,.2,1,) sén
bones en el sentit que si una succesib M les compleix, també les
compleix una successid equivalent que defineixi la mateixa classe;
aixd &s facil de veure mitjangant (d} & {e). Com a darrer comentarj,
noc coneixem explicitament cap sistema de seminormes (qn) que defi-

neixin la topologia i t.q. qn(fg)sqn(f) qn(g) .

LlGnica classe EM que &s analitica 1 |, m. ~convexa &s H,
la corresponent a Mn = n! {tota EM que sigui |.m. ~convexa ha de

contenir H ja que H hi opera per composicid I x €E si es vol,

M;
també& perqud An_ esth acotada inferiorment si &s quasi-creixent).
Dins les quasi-analftiques, no analitiques, la classe corresponent -
a Mn = {nlog n)n &s també& |, m. ~convexa {utilitzant el criteri (d}
del teorema (1.2.1.)). Dins les no quasi-analitiques, les classes

o .
de Gevrey corresponents a Mn = {n!) ,e«>y1, sbn tambg& I.m, -convexes

. . . . . not
(aplicant el criteri {d) a la successid equivalent n ).

Una alira observacid &s que tot aquesit apartat romandria
vilid sense la hipdtesi (2) de! cap. 0 {amb la mateixa definicib de

EM}. Dins aquesta categoria hom (& les seglents proposicions,

{1.2.2.) Proposicib.- Per a tota successié M hi ha una

successio M! L q. EM [t EM' ' EM' es |l.m.-—convexa i que és la

minima amb aquestes propietats.
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Demostracib, - A pos:er‘ior‘i,&! compleix

)\w(:) < C X_M{D v i &I(n 1)< A BnkM'{K 1"

Suposein que totes les constants sbn 1,

n
A o™y A 072X

Aleshorcs

t n
equivalentment, AM{T} ‘-}XMl(t}. Motivats per aixd, definim,
t-.n
B {t = inf ———
{t) in XM( = }
oyt
Es evident gue h{t} AM(:);també
t. n 4
h{mt} = inf )y (4" 2 inf k (e inf A (2™ = mn™
M n M n Mk
n=mk k21
Nz
k> 1
ti"l
Definim M‘n = sup ; &s immediat que (M'n} és logaritmicament
h{t)
convexa {ja no diem que es compleixi (2) del Cap. 0 }. Com que
h“)ékf!) és
Mi 2 s —--—t = M
n/ up x (t} - [ 3
t A

i EM o EM' . Que EM! és‘ I.m, —convexa ho demostrar!{em igual que

en el pas (c) 3 {d) de! teorema (1, 2.1.). Suposem ara que EM c EMN
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L}

N”mgc &\{D v} i A (nt)< AB" >\M:1‘K 0y,

i que EM' &5 l.m, —convexa. Aixd vol dir que

Ara

t N -n t .n ~1 -n _-n 1
)\M(n—)?,c XM“(-BR) 2 A c B lM“(m-}

. -1
Per a t gran podem suposar, fent més gros D, queC « B

Aleshores, tindrem

A A Ay,
=3

¥ " M1

per a t gran, on A i B sbn unes ceries constails, Aixd significa

que
n(t) o A A :
{t} > M”(*—-B-— }
per a t gran, i redefinint A, B, per a tot t . Ara,
t ;ﬂ
tn n (B n
M‘ng A sup _ = AB Sup—-—-—-——-—=ABM‘;_‘,
' t t t t
RIS wlg!
i Emrc EMH //
{1. 2, 3.) Proposicib. - S5i EM conté una EM* . m, —convexa

{que &s el mateix que dir que contingui M}, aleshores en conté una de
maxima.
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Demosiracid, - Seguim e} mdtode anterior, Definim

1

hit) = s:p }M(n t}n .

hit} és finit car la hipdtesi que EM conté H implica que

N{t} = 0 (exp Ot}, per {0.2.1.}. Es immediat que hit)z XM(

t);

també

1 1 m

n nm m

him t) = sup XM(n mt) =lsup )M(n mt) = h{t} ,
n
4]
n .

i tal com abans, M' = sup déna lloc a una E, 4 aue és

t h{t)

I,m, ~convexa i que, com que h{t)2 )M(t], slinclou a EM' Si E

n'és una altra, és
A 0= C )\M“(D 1) i /\M”(n e A B”_ AM”{K 0"
1

i
XM(n v'g ¢ )\M”[Dnt)nf c”" A" B lM”(KDt}!A )\M

que implica hit) = A )M“{Bt} i tal com abans,

és a dir, £, < E /.

MiI

(B t},
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Nota. - Totes les classes n,q. a. contenen H, En efecte

la strie

&s convergent i el terme general decreixent dlacord amb (1} Cap.0 ;

. N
aleshores a = nM _/ M tendeix a zero; ilavors, també {a ... a )
n Nt n 1 n
. n! R nt 1/ n
tendeix a zero, Perd aI ceea = I per tant { )./ roman
M M
n n

acotat i aixd vol dir que H CEM .

1.3, - Les ciasses invertibles,

| S — - - = ] e e s ew
Cirem gue I gs invertible si Sempre GUo

M M

flx) # 0 W x també lee El problema que ara iractem és el

M
de caracteritzar, en termes de la successid M, quan &s invertible
EM . Aquest mateix pr‘obllema se'l plantejy Rudin ( [43) } per a les
classes clasiques de Denjoy-Carleman (parcialment, a [32] ), 1
obtingu® una resposta completa tan saols pel cas no quasi-analitic
{tamb& HBrmander en el cas general, veure[2Q}). Aci obtindrem

una condicié necessaria i suficient independentment de tota hipdtesi

sobre guasi-analiticitat,

Una condicid suficient és facilment deduThie dels apartats
anteriors, Si EM s localment m-convexa i Spec EM = R, la

teoria general dtalgebres I, m. wconvexes {veure [34], [36] o [50] )
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assegura que EM és invertible (en una algebra I, m. .convexa, un
element &s invertible si i només si la seva transformada de
Gelfand no s'anul.ia mai). Aixi, la condicid seglient és suficient:
1
Mn n
{9) "La successib A =(—] &5 quasi-creixent i no acotada superiorment"
n nlt
Es un fet curids que la demostracid directa dlaixd (una vegada se
sap quina és la hipdtesi escaient) no &s trivial; en certa forma, la
situacié &s la mateixa que la del teorema de Wiener sobre la inver-
S s . = int
sibilitat d'uma funci® f expressable sota la forma f{1) =2 a e

ame]anlA o0 , teorema que &s demostrat rapidament amb !lauxili
n

de la teoria d'algebres de Banach., A partir dlara veurem que la

condicid (9) &s també& necessiria.

(1.3.1.) Proposicib.~ Si E &s invertible, aleshores

s = .
pec EM R

Demostracid. -~ La demostracid &s estandard: sigui

XeSpec E,, i definim z0 =’X (x). Si zo no fos real, pera un costat

M
tindriem que x - z, &s invertible, mentres que per I'altre Z (x-—zo)=0,

Per tant z és real. Veurem que 1“} = f{zo) . Considerem la

relacibd

f(x) - f(zo) = {x -zo} f'(zoLt{x - 20}) dt,
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La f it z ' I - i
a funcid gaix) f (zo t{x zo)} dt &s a EM ja que
0

L
gam fl.n 1

(x} =

{zOL t(x—zo}} 7 dt .

" 9”““,.-‘ “fth-ﬂ“ i freE, . Aplicant X a la relacid

rl—'zol

f - f(zo) = {x-—zo} g hom troba que X(f} = f(Zo). //

{1,3.2.) Proposicid. - Si EM és invertible, aleshores

EM és I, m. —convexa.

Demostracib. - Veurem que &s certa (3} per a unes
certes constants A, B,K>» 0., Considerem la subilgebra B EM de
EM que consta de les funcions acotades de EM {[36]). Hi pesem la

topologia definida per les p_ 1 la norma l|fH|;R = sup |#{x)|
]

= &R

Es inmediat que B EM £s una algebra de Freéchet. Ara, el fet que
EM sigui invertible significa que les funcions invertibles de B EM
sbn exactament aquelles acotades inferiorment , Perd si f esth
acotada inferiorment, &s a dir, lf(x)";m) 0, WxeR il _-g[]mm/z,'
aleshores lg(x)l), m/23 0 i g &s invertible, Aixf, el conjunt
dtelements invertibles de BEM és obert i, segons el teocrema 13,17
de [50} ’ BEM és |, m.-convexa, Seguint el mateix argument que

a [b) 3 {c) del teorema {1.2.1.), concluTm que per a cada r,£ hi ha

una seminorma q, que &s una de les Pog © bé H “FR’ t.q.
H
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m m m
p (F1=AB qlf)l .
rye

Perd per a f = €, qlf) = 'I:fp:iSs (et}i per tant, mentres apliguem
3

la retacid anterior a f = et podem suposar que q = Per tant,

ps,S

m
;:'r\’E (emt) =AB »p

s%
)\ t -
que, al ser p E{e:) = [-—E-—}, ja &s (5), //

R M

Com a resum de {'apartat :

{1.3.3.) Teorema, - EM &s invertible si i només si és
l.m. —convexa | Spec EM = R, & equivalentment, si i només si la
M 1/n
. n - . . . .
SUCCessio An = {—1} &s quasi-creixent i Nno acolade superior-
nt

ment. //

Es clar que un enunciat andleg &s cert també per a
EM{r‘). Fins i tot la demostracid de la proposicis {1, 3,2,) seria
més facil en aquest cas ja que si EM(r-} és invertible, els inver—
tibles ja fermen un obert de EM{I‘) i no- cal considerar cap subligebra;

després es segueix igual,

Aixi dins el grup analitic, cap EM és invertible. Fora

, les invertibles

del grup analitic, &s a dir, quan Spec EM = R
coincideixen amb les I, m. —-convexes, Per exemple, les clases

-4
corresponents a Mn = (n log n}n i Mn ={n1!) sb6n invertibles (¥>1).

En el grup no analitic, si una E_ no és |.m.-convexa,

hi haurt almenys una funcié gue no é&s invertible tot | gue no
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slanul-la mai a R , I'espectre, En aquests casos queda el problema
dlestbrinar quina condicid cal afegir a f{x) £0 W x a fi que f sigui
invertible, La condicid no sembla de facil enunciat i desconeixem
la resposta a aquest problema, Tampoc coneixem, perd, cap exemple
nce excessivament artificiés de successid M la qual doni lloc a una
ta! classe.

En el grup analfltic, en canvi, la situacid serd radicalment
diferent. En aquest cas, b& que EM ne sigui |.m.-convexa, si f(z)¥ 0

VW zed &s a dir, si T no stanul-la a lTespectre, f &s invertible.
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CAPITOL 2

EL GRUPFP QUASI-ANALITIC

Comencem aguest capftol tractant el problema natural

en el cas quasi-analitic 1| que podrfem dir-ne de sintesi espectral
. oy im .
de 'aplicacid f+—— (f {0}). Es el problema de com es recupera
pe ir ce

i de la successido {f (0} ( gliestid ja tractada a [2] }; naturai-
ment, aixb significara estudiar ei desenvclupament de Taylor de f,
Després estudiem els ideals tancats de EM i com que aci Spec EM=IR
hoe fem en el cas natural que fes funcions invertibles siguin les

que no slanuldan mai, &s a dir, en el cas que EM sigul invertible,

2 1, - L_a Ysintes] espectral” en el cas gquasi-analitic ,

n
Com (f1 l(0)) determina f ? . &n el cas Mn: n! la resposta
&s immediata: la skrie de Taylor de f en el punt 0 &= sumable W ti

. f(nj{o}

f{t)= 2 — "

n30 nt

Fins | tot la convergéncia dlaguesta serie ho &s per la iopclogia de H,
Qué podem dir en el cas general ?
Hem vist a I'apartat 0.4, que hi ha polinomis Pn(z] de

grau n-1

T



nt 0
P (2= ¢ G2, “i—,r[ ] [ ad )
i=0 X x *

i i-1
tals que Pn(z] — sexp {iz) a HM i aleshores F‘n{tz) —3 exp (itz) a HM
W teR. A larepresentacid(19) del Capitol 0 commutem i trobem
. B (12) n-1 {'2)j
. n . 2 J '
flt}= lim —— d/l(z}= Hm C, t PR (yx{z) =
j=0

n k{z) n hn (z)
a T

Escrivint = D.i

in n/j! , slinterpreta més suggestivament l'anterior:
»

nt il

, ) ]
) fli) = | — VYo
Q) (t) = lim i,n VIEE, , M,

Aix] tles constants D " sén una mena de M'correctors universals!
i

H
Pl

de les series de Taylor de les feEM ., Es clar que no sbn Uniques ,

puix si multipliquem D n per queicom que amb n tendeixi a 1 obtenim
ds

altres constants amb la mateixa propietat .

\Veurem ara que la convergencia de (1) &s uniforme sobre

compactes , Com gque

b SUhey explitz) - P_(tz)
i) - o2 ——— t' D = o gz}
j=0 ! o k(z)
T

és suficient de wveure gue F’n{tz] tendeix a expfitz) a HM , uniformement

72



per a t dins unt compacie , Amb les notacions de (0, 4} , hem de veure
que Yt {F’n] - ll)t (e} uniformement per a |t]¢s, on e designa la
funcibd exp (iz) com que Pn ——3 e, aixd sera cert si la familia

{Lt) L | t}e 55 &s equicontinua , Hia &s tonelat (és un L F) i per

tant aixd &s el mateix que veure 5i<{']Jt F), [ty s} &s acotal a
HM , ber a cada f-_eHM. Ara,
nLVtH:}H r,e B "F}I_r_‘_,all
Itl
|atz)]
“GH = sup decreix amb r | creix
rit zed A (sz} 1] ,
Vil exp rilm I

amb £ ., Aixi,

RG] P L

= JES per a ‘t|_£ s

Tota F fa finit el terme de la dreta per a alguns r ,g 7 0 ; aleshores
Itanterior demostra que ‘(\f‘t(F) s It s& &s acotat a HM{r‘ LEL
er tant a H, .
P M

Un argument similar demostraria el mateix per a cadascuna
de !es derivades , de manera que (1) &s convergéncia uniforme sobre

compactes de la funcido i derivades , &s a dir , convergdncia a E ,

LLa pregunta natural é&s si també s convergdncia per la topologia

de EM . Posem
r—1 (i)
{0} i P {1z}
- > i _ n
fn(t} = = ——— 1 DJ, S — d/l(l) .
ji=0 j! S k(z)
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Per a FeH avaluem la seva accid sobre fn , com a element de Er'v.

M
1 g |
(F,f )= D, {F,r)
"0 g T

En el Capito! 0 stha vist gue 'F'(z}= T { t—{it) exp (itz) }. Reiterant
(2) Tk Tt (0" exp (it2) ),

1 en particular

T M) T (et ) .

Aixd vol dir que (F,tj)= {~-T]j FU](O}. Aleshores,

Nn—

)

__ (0) C )
{F,fn)=Z o, - FVo),
=0 gt "
PR N ) JO
Susiituint 7 {0} per
iz}
dipiz)
k{z) /‘
T
trobem
Fn{z}
(3} (F,f )= e dpp{2)= (F )
n k{z) A n
a
amb
1 gl Al
(4) Fn(Z}=Z —_— D.i n=Z Yoy 2! Cj |
=0 j! :" o s

Tant a EM com a HM’ per a una successid &s el mateix
dir convergtncia debil que converggncia per la topologia inicial ([25] ).
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Supoeosem que volem wveure gue fn -3 f a EM W feEM; Nanterior

observacit i {3) demostren que aixd eguival a veure que Fn—-iF-_

a.H W FeH :Aixi (1} & converg®ncia per E. si i només si
M M M

Fn_-—-,F v Fe.HM. Quan F{z)=exp {iz}, Fn és Pn de manera que

sabem que &s cert en aquest cas. Aixbd tamb& suggereix que mirem

de demostrar—~ho igual que per a aquest cas,

Fer tant apliquem la férmula (20} del Capitol 0 a F{-tz)

com a funcié de t, amb els mateixos xk_Arribem a
n—F 0
Flate 2 (1) (-2)] r—‘“’(o)j / ad L
=0 x. Ix. )
i i=1

n X,
t2 -1y
i=0 x

-2 *

t
(-Z)j Fm(-—tz}/ / ..... o @ = F (z) LH (2).
. F X n n
i1 i-t J _

El primer terme de I'expressido de la dreta és F-'n(z) i hem de wveure

quan Hn——) 0 a HM . Avaluem F{‘”(z}; de (2],
!F“}(z)! £C pl_’s( t——3 l[it)j exp {itz} ) ,

per a uns certs C,r,f . Afegim ara una hipdtesi: EM &s l.m. -convexa,
Aixd val dir { Cap. 1} que existeixen D,S,s t.g. p_ (fg)s sz (flp (9)
ré 5,5 5,9

Vf,ge EM' Aleshores,
i) l LR
F o {z} £ t— (1
| (z){<cD ps,s(l-}(lt}} Ps § le ),
i redefinint C,

|Fizcl A '—gi—} exp s [im 2|
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Ara, tenint en compte que -1<t£0 a la férmula de dalt, tenim

n X, t
|Hn(2)|£& IZIJ Cj AM(_[E_I.)exp sllm zl e dx'i_1
i=0 x, S . x
j=~1 i-1 1
n xJ_
£ )M(E) exp sllm z| Z (C[Zl]‘l . / A =
S =0 >, X -
i-1 j=1 1
n xj
£ X (I—ZI—)EXDSIImZIA (cld) 2. m. a’ <
Mg M —g
i X x x

j-1 "T=1 1

n
< const, lM(lSil AM( clz]) exp slim z} % “ri el ,

per a unes certes constanis s,c,s i per a tot n, on hem fet servir
el tema (0.4.2.} 7 la relacid [7) del Capltol 0. Es necessaria una
altra hipbdtesi:

" per‘ a cada parell de constants A,B >0 hi ha C>01t. q.
(5)
Al Aleh Ayl = ol (e 1

Amb aquesta hipdtesi, é&s
. n

—I}expsllmzlz c(j o ’

\ Hn{z}|gcon5t. -)\ I: ~ o

"

per a uns certs f£,s5i tot h , &s a dir
. n
> 0
H const. e’
Il 5 e const 2]
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Ara fent Us de! fet o(n—-—)o deduf™n com a Illapartat 0. 4. que “Hn" -
L

tendeix a zero i per tant que Hn —0 a HM .

Com a resum d'aquest apartat { algun aspecte &s a [2] } :

{2.1.1.) Teorema,- Si EM &s quasi-analitica, existeixen
constants O, y =0, .. ,n=1 tals gue
Ji R
-1 i
= gy
H{th= lim 2 ———— ¢ D o
no o j=0 ! b

per a qualseveol fEEM » M L. La convergdtncia ho &s per la topologia
de: E {uniforme sobre compactes de la funcid i deriva.des} . Si EM
&s l.m.-cohvexa i es satisfa la hipdtesi {5), també &s converg&ncia
per la topologia de E_ . /7

El caricter dellcorrectors universals" pels desenvolupaments
de Taylor de les i’eEM que el teocrema ddna a les Dj, també ei
tenen per a les Fg HM’ com ho demostra el fet que Fn—, F a HM
i la definicid (4) de F'n . Aixf, les constants Dj,r: , que només
depenen de la successid M, sbébn Mcorrectors universals" per a EM i HM' '

La condicid {5} és equivalent a

M2n %
(6} sup | 5 ) & oo
n Mn-

En efecte: (3) &s equivalent a lj(t)s A XM[ Bt) i per (?} del Cap, 0,

2N 2n n

{ Bt} t t
M, =sSUp ——— 2 A an SUD  ———— = A an { sup }2=
2n t>0 %A( Bt) B t»0 R 2(t] tr0 &(t}
) M
- A BZn Mz
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2n 2
Recfprocament, si Mznéc M s

)\j{t}= sup
n

Mitjangant {6) hom wveu que Mn=( n log n]n esth a les

condicions de (2.1.1.). En efecte,
(¥ { 2n lo Zn}z 4 { tog 2k logn }2
(20 1/ n 9 ~ 9 9
M: {(nlogn }2 fogz n

roman acotat,
En el capitol seglient veurem la versit del teorema

{2.1.1.) en el ca=s analltic,

2.2,~ Estudl dels ideals de EM en el cas quasi-analitic

invertible .

Veurem que en el cas quasi-analitic invertible lestructura
dels ideals de EM &5 del tot semblant a la de H ( veure [18],017] }.
En aquest cas, segons (1.3 2, }, EM s |.m,-convexa, Tota la feina
consisteix a veure que val el mateix procediment que per a H, Un
exemple de classe a la qual s'apliguen els resuliats dlaquest apartat
s la corresponent a Mn= {nlog n]n.

Eis zeros dluna funcid f €E., f£ 0, formen un  conjunt
sense punts dlacumulacib. En efecte, si f(xn)= 00 x —x és

f{x)= 0 ; perd com gue entre xn i hi ha un punt Yy, on

N

f'(yn)= 0 iy, — x també& &s fi{x) = 0. Inductivament hom veu
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que fm){x) =0 i com que EM gs q.a, f = 0,

Deonat un ideal | de Eg h{l} indica els zeros de I,
hi) = {xeR/fx} = 0 wiet},

i dlacord amb llocbservacid anterior, o b& &s un conjunt finit o bé
s una successid {xn}, on cada terme el considerem escrit tantes

vegades com la seva multiplicitat a h([}, i ]xnl — a0
n

De la teoria general diilgebres | m. -convexes ( [36] },

hom treu :

(2.2. 1.} Teorema.~ Suposem que EM és g.a. i inver—

tible . Aleshores, un ideal | de E,, &5 dens si i només si h{l) = ./

Donat un ideal I, hom considera

kh(l) ={feE /ftx) = O Vxeh{l]}

[si x surt n vegades a h({l), f sthi ha dlanutdlar n vegades, &s a dir,

fix}= ... .=f(n_“

(x) = 0}). Per tant, k h{l) consta de les funcions
que slanullen allad on totes les de 1 sanullen, Deoncs bé&, veurem
que k h{l}) iguala lladherancia de | ¢ T = kh{l}. Per fer-ho,
ens basarem en el teorema (1,4, 1,) (que &s un cas particular}, en

'observacid seglient i el lema que ta segueix .

f(x)

Si feEM i fla) = 0O, podem parlar de la funcid com

Mo

e-un element g de EM t.q. flx) = (x-a) g (x). Per exemple, lexpressié

de g
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glx) = fi{adt (x-a)) dt

ho demostra, tal com en la demostracid de la proposicid (1,3,1,) .

{2.2.2,.) Lema. - Suposem que EM &s q.a. i invertible
sigui | un ideal de EM i 8 €R que apareixi a h(l} amb multipficitat n,
Si fel i f stanulda a a k»n vegades, les funcions (de EM)
f(x)
; 1= 0, ===, k-n,

ix-a)’
pertanyen a |.

Demostracid. -~ Val la mateixa demostracid que en el cas

de H i en general, de les algebres de Hadamard (veure[o] [7 ) ;

as suficient de fer—ho en el cas k =nk1 i veure que f(x)/x-ael
Com que la multiplicitat de a dins h{l) é&s n i no nkl, hi ha gel
t.q.

glx} = (x-a)” hix) amb h{a) # O.

Ara, la identitat

hia) —&) PP ) Bl L R e
X—a X~a (x-a)n“
demostira que hla) Hx) €1 i com que hla) # O, fx) t//.

X=-a Ko
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{2.2.3.) Teorema.- Si EM &s q.a. i invertibie , per a

tot ideal 1 de EM' T = khil). En particular, tot ideal tancat esth
caracteritzat pels seus zeros, contant multiplicitats . Qualsevol

conjunt discre! pot apargixer,

Demostracid, — Utilitzarem {2.2.°1.) i (2.2.2.) {itobserva-~
cib que (2,2, 1.} implica {2.2, 3.) &s deguda a Rubel, veure {22] i

ke, 27, f28] ). Sigui fek {1} . Considerem

Ly =<QGEM/fg£I&

1f' &s un ideal de EM i conté | . Veurem que h(I{") = ¢ ; aixd
impiicard, segons {2,2.1.} que lf' és dens, Si g, € lf" i g~ 1,
aleshores f =1, =lim 9, fi gn.fei demostren que fei .

n

Suposem que h(lf-"} # & i sigui aeh([f’}. En particular,
s eh{l). Sigui n la multiplicitat de a dins h{l), o la que t& dins
h{[f') i suposemn que f slanulda a a amb multiplicitat m»n ., Sigui

g€ lf tal que sfanulla exactament p vegades a a. Aleshores

fg€1 | s'anulla a a pém vegades. Aplicant el lema {2,2,2,}, les
funcions
fg .
—_—— J = 0;"“'3 p‘-m—r’l,
{x-a)!
. fg .
pertanyen at. Com que mjxn, en particular e I . Aixd vol
(x-a)P

dir que {que &s un element de EM ja que g slanulda p

{x-gP
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vegades a a) és a [f . Com gque aeh{[f} arribem a poder dir que g
stanulda a a més de p vegades i hem arribat a una contradiccid ,
Aixd acaba la demostracid de ia primera part. Per a la segona,
només cal fixar-se gue donat un ceonjunt discret pedem triar una

funcid entera dque el tingui com a conjunt de Zeros i aleshores

I'ideal engendrat per aquesta funcid serveix /.

La relacid entre ideals principals i tancats &s també la

maieixa gque en el cas de H :

{2 2 4 ) Lema.- Suposem que EM s q.&a. i F©wver-

tible; siguin f, he EM t,q. to! zerc de T &s un zero de h {contant

multiplicitats}, Aleshores, hi ha geEM t.q. h = gf

Demostracid, -~ Fix un interval KP,SEguin a] sm-2, els
[
L. P f = - = i
zerosde fa K . Posem {x) :i:l'{ {x ail 9 {x) amb 9,68, i
g, (x} # 0 si x¢ Kr" Com que EM(I‘) és invertible {tecrema {1.3, 3.},

1

3 K € E ). Per hipdiesi,

hix) = (x—ai) ngx) '

W s

amb gze EM de manera que, a Kr

ol
b w gt g b0
()
11
&s a EM{r‘}, &s a dir, —f-— € EM /7.
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{2,2.5.}) Tecrema.- 5Si EM &s q.a. i invertible ,

eis ideals tancats i els principals coincideixen:

Demostracid, - Vegem primer, que tot principal &s tancat:

si'fgn——5 h a EM’ és fgn—-——-7 h a E i tot zero de f &s un zero
n n

de h amb multiplicitat no inferior. Segons el lema (2.2.4.,), hi ha
geEM t.q. h = fg i aixT I'ideal principal engendrat per f és
tancat,

VVegem ara que tot tancat &s principal : donat un ideal
tancat | &s | = k h(l}, segons el teorema {2, 2. 3,]., Com que HCEM
podem triar una funcie fe HCEM que tingui com a zeros exactament

h{1) [{amb les mateixes multiplicitals). Aleshores segons el lema,

k h{l) = {f) i acabem//.

Nota, - Seria interessant de donar una versid dlaquests
resultats en el cas quasi-analitic general sense la hipdtes] de

invertibijtitat.

83






CAPITOL 3

EL GRUP ANALITIC

En aquest capitol tractem el cas analitic EM(r],EMc:H.
és a dir, 1 cas que tota f de EM(r), EM s'extén a una funcié

entera. Recordem que numericament aixd vol dir que {veure (0.2.1.))

(1} sup ( REALPIPV I equivalentment, exp t= O[A (0t).

Es clar que 1'extensid de f és

: (n)
flz) - :i:) (o) " 3
n: 0 n:

Seqons la representacid (19) del Gap. 0

explixw)
F{x) - —J;J—T amlu)
G-

{on k(w) domina totes les )~ ('"I exp r lIme i/ﬂ\és una mesura

acotada}. Es, fix z, 1 ut1l1tzant {1}
lexp (izw}lé_explzl ]w1 = 0 {}M(DIWI )

i per tant k{w) domina exp{izw) . Pear tan}, la segient expre-

ssifé té sentit 1 representa també 1'extensid de f
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{2) f(z) Mf_w]_ dﬂ {w)

kiw}

La representacid (2) serd (til després,

Com &s costum en lestudi diespais de funcions enteres,

primer de tot estudiem si E ., pot ésser descrit en termes de la

M
successic de coeficients del desenvolupament de Taylor., Si

n .
feEM(r‘], E la successib {f‘ '(0]) pertany a ilespai de successions

M!

|
(an) amb ane T tals que

4]
(anl.e(:(e}a M

per a cada £» 0 i una certa constant C{£} > 0, espai que, en anaiogia
als EM(r') designem per EM{O]. El que fem primer (apartat 3.2.) &s
trobar una condicid necessaria i suficient per a que sigui cert el

reciproc. A partir d'aquest punt es supcsatal condicib.

Després, s'esbrina com sén les funcions representades per
{2), &n €| sentit de veure quines conseqlitncies té per a arguments
complexes la original condicib (3) del Capfiol 0 {que &s una condicib
només sobre 'eix real), Acl arribem a una "complexificacid" de la

condicid esmentada, i al fet EM(P} = EM.

En aquest punt, i amb una hipbtesi suplementaria, hom
veu gue EM pot ser descrita en termes de la funcid caracteristica
Mir, f} = sup{ ‘f(z}\ i lz) = r‘} . De fet, apareixen Zlgebres de
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funciens enteres de tipus minimal asociades a un pes; a la literatura

hi han estudiades nombroses algebres de funcions enteres de tipus

normal asociades a un pes {veure [9), [19], [22], [23], (24, (28], {271,

(28], [#1], ®7] ). A partir dlaquest fet, la feina no &s altra que la

de generalitzar els mtodes i resultats al cas minimal, Els punts

que sbn tocats sdn : la qlestid dels invertibles, llestudi dels ideals

i la caracteritzacib dels sistemes finits de generadors {diversos

aspectes de llestudi dels ideals sbn també&, en el cas minimal, a [28]).

3.1.- L'espai de successions EM(O}

Stha definit lespai EM(O} com e! de les successions (an]

amb an T t.q.

n
Ja | ¢cte) e m_

pera totf>0 i una C{E) 70, &8s a dir, lim (
n Mn

= 0., Aquest

apartat &s dedicat a establir uns quants resultats referents a
I'estructiura de EM(O) i el seu dual que necessitaremen aquest

capftol i en el capitol 6.

-

Es immediat de comprovar que EM(O} &s un espai de
Fréchet ambk les seminormes

fa )

Pe {a) = sup

- 820, a=(an}
£ M,
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a .

Per altra banda, (an}}-—-—-p {Fh—-} identifica EM(O) amb h{we) de manera
N

que el seu o-dual {veure [25] )} consta de les successions b = (bn}

L q.
1

(3) sup { lanMn)n ~ o0 |

També &s ficil de veure gue la topologia definida per les P iguala
la tepelogia normal { [25] }. Per tant, Nespai ?de successions quasi
nulles &s dens a EMIO) i el dual de EM(O} coincideix amb el o —dual,

és a dir,

{4) a = {an) }—>2n_ a b s

¢s la forma general dlun funcional lireal continu a EM{O}, amb b = {bn]

tals que compleixin {3},

~

La transformada de Fourier T d'una TeEM(O) &s definida,
a fi que la transformada de Fourier de Itaplicacid adjunta de

1 .
f — (fm {0)} de EV a EM(O) esdevingui una Inzlusid, per
v

T (2} = T2, zec .
Tenint en compte (4),
'T‘: {z} =Z bn{iz]ln .

nxo

~

amb (bn} complint {3), &s I‘expressid general de T ., Si

c = sup {Ibnl Mn)1/n,
n
A0 S ez
Ta)| £.-
| 2 l -r;;;é M .= /.lM( C!Z‘) s
n
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i com que/uMi kM sbn del mateix ordre, F = T satisfa

(5) {F] = ok,tolal]

Reciprocament, si F &s una funcid entera que compleix {5) i

Fl{z) = 2 - bn (Iz)n ., per les desigualtats de Cauchy tindrem

n20
Mit, =) M(ct) ! 1
'b I £ inf ———— <const. INf — — = const ¢ M )
nl = n n n
t>0 t tz 0 t

i b = [bn) compleix {3). Aixi , si HM(O) és I'espai de les F
que satifan (5}, hem vist que Ti+—3 T estabieix una bijeccid

o) i H {0).
entre el dual de EM( Vi M{ )

Per a cada £ > 0, I'espai HM{O,E} de les funcions enteres F t, q.

iz

Fa| - oA Dy,

és un espal de Banach amb norma

| = 2)]
“ F"E = sup
z lzl
e

'HM(O) és la unid d'aquests espais de Banach i hi podem considerar
doncs la topologia inductiva, Que T |—3 T &s un isomorfisme
topoldbgic entre el dual fort de EM(O) i HM(O) amb aquesta topologia

L~ es pot veure igual que en (0.3.1.):

a

La identificacid (a ) r— (—  entre E,(0) 1 hie) &s
n
M

89



topolbgica | demostra que EMIO) és un espai de Schwartz. Per.
tant, segons [33] , la topolegia forta &s una topologia LF, Adxd s
T p—a T és una bijecci® enire dos espais LF de funcions, [::5
immediat de comprovar que les dues topologies sén més fines que
la topologia de la convergd®ncia puntual, i el teorema general de
la grafica tancada de [15 pg. 148] demostra que T jp— ']t és un

isomorfisme topoldgic. Resumint :

{3.1.1.) Teorema.- . EN(O) &s un espai de Fréchet-

Schwartz ; la transformacid de Fourier &s un isomorfisme
topoldgic entre el dual fort de EM(O} i Despai HM{OJ de les
funcions enteres F que satisfan {5), aquest Gitim amb la topolegia

inductiva. //

3,2, - La imatge puntual,

Podriem mirar de caracteritzar aquelles successions
que sbn la successié de derivades al zero d'una funcid de Ey i
aquestesformen un subespai de EM(O] . En iloc daixd, el gque
farem en aquest apartat &s trobar una condicié necessaria i suficient

per a que aguest subespail sigui tot EM{O) , &s a dir, per a que

Naplicacio

ro: By —> E,(0)

N
For— (f {0})
sigui exhaustiva, (aquest mateix preblema &s resolt per al grup
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quasi-analitic no analitici peralgrup no quasi-analitic en el Capitol
6 ). Farem servir un m2tode originalment pensat per al cas n,q, a.
perd que també fur*:ciona en la present situacibé, Ara ens interessa
el cas analftic perd cal dir gue tot aquest apartat és valid en el
cas quasi-analitic general {de fet, a! tractar el cas quasi-analitic

no analitic en ! Cap, & emprarem aguest apartat).

Evidentment, P és continua i injectiva i, per tant, dir
que ro &s exhaustiva &s el mateix que dir que r'o é&s un isomorfisme
topoldgic, pel teorema de i'aplicacid oberta, Com que ambdbs sdn
reflexius (els dos s6n FS), aixd és el mateix que dir que llaplicacib

. t
adjunta r
o

t

- E{O |
"o ml0 —— EL,

{ que &s una injeccid ja que Im Y &s dens a EM(O} al contenir ? 1,
sigui un isomorfisme topoidgic. Si apliguem la transformacid de
a2

utititzant els teoremes (0.3.2,}) i (3.1,1.}, trobem

. t
Fourier a r ,
o

la inclusid

H,(0) &— H,,

GQuedem doncs que, cal trobar una condicid necesshria | suficient per

aque H, = H&{O} com & espais vectorials topoldgics. Recordem

M

que HM &s l'espai de les F enteres t. q.
_ 12|
lF(z}l = Q (RM{-—E-) exp r |[m zI ),
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per a uns certs r, g i HM(O} el de les F que satisfan aixd mateix

perd amb r = 0 {tots dos amb la topologia inductiva)l,

" A la vista dlaquestes descripcions, veiem que una condicib

suficient &s que absorbeixi exponencials en el sentit que
q M )

(6) le expt = O (RM(O ), 10

Ara veurem gque (6) és també& necesshria.

{(3.2.1.} Teorema.- 35i EM &s quasi-analitica, una condicib

necessal‘la i suficient per a4 gue
H E
r : E ..-..-.) {(]}

sigui exhaustiva &s que }M absorbeixi exponencials, en el sentit de

(6)

Demostracib. - Ens falta veure que &s necessaria, Suposem

doncs que HM = HM(()] com a espals vectorials topoldgics., En parti-
cular,

A4y H (o)

M M

&s continua, &s a dir {per definicid de topelogia inductiva)
H
H (M€ ) <y H, (0)

é€s contfnua ¥r, WE>0, Per un teorema de Grothendieck
(15, pa. 1470, hiha%r0 ta. HM(r,e} e HM(O,S} i
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H {rh8) &= H (0,%)

&és confinua {com a espais de Banach). Per tant, si r‘o &s exhaus-

tiva tindrem :

"Per a cada pareli r, £ existeix un $£30 i una constant
C>»0 t.q.

{Fee)| |F]
(7} sUyp — £ C sup

* AM {IS—Zl z 1M{l-:—|] exp r‘]lm zI

r

per a tota funcid entera F que fagi finit el membre de la dreta. !

Considerem F(z) = exp [-iz)/uM(-Iz] . Llacotacid

|F{z)| = gxp Imz ‘/JM(—iz)l_‘ exp |Im z]/LlM{Iz[ }£ exp ‘lm zl 2 lM(zle],

ens div que (7) per a £ = 1/2, r = | i aguesta F t& el membre de
la dreta més petit que 2 . Per tant
)
SUp ———— L O,
z z
IM dzh
3
per a uns certs g, C, és a dir

exp Im 2z [/MM(—iz}I £cC ) (‘zlj Wz .

M»:T’

Si especifiguem a 2z =it, arribem a

expt/uM(t) =0 {RM{Ot)}, ty0,

i aixd implica (6) ja que X, < Py //
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{(3.2.2.) Criteri per a que X\ﬂ absorbeix] exponencials, -

{veure [I I], pa. 478}

Si

o 41
(8) SUP e = C 4 @
n {nk1} Mn

‘X M abscrbeix exponencials,

Demostracid, - Com gque ) i/.l s6n funcions del mateix
———— M M

ordre, podem treballar amb /MM

M (0 Z =Z_ (ni1) L Z

1
nzl 20 M -
n nz nd1 c n>0

‘}MM(t)

3

és a dir, (Iog/uM(t} i = d>» 0. Ara, si Oetes
Iog/-&M(s) - Iog/}.lM{l) = {Ic>g/_|M(u};l du 2 dis-t)
. i

i fent s = 2t, trobem que log /uM(Zt} - Iog/uM(t] 2 dt, que és el

mateix que {exp d t) M{t) _‘/AM(Zt} /.

3.3, EM{P}, EM cam a classes de funcions enteres, -

A partir d'ara, suposarem que es compleix {6) {els exemples
« -
més caracteristics com M = (nl)] ambe« £ 1 la satisfan, doncs com-
n

pleixen (8)), Llavors EM = EM(O}.i HM = HM{O}; també&, les k de la
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representacié {19) Cap. 0 ¢ {2) sbn, tant en el cas de EM(P)

com en el de EM’ les funcions que dominen )\M[-I—E-I-} per a-tot

g »0., Coma conéeqt!éncia, EM = EM{r) WMryl | estem tractant.
un Unic espai ¢+ el de les funcions enteres expressables sota la
. x bwl
forma {2} amb k{w) dominant M(—E—) WEX O . De (2},
) (iw)n exp (izw}
£ (z) = d duiwl
k {w)
T

W™ exp (Iwl {z})
k (w}

int M
*f (Z)] < ll/ull 5:p

. wl .
Ara, k domina totes les XA(%—) exp r lw| {perqud les exponencials

slabsorbeixen a ]\M Pk domina totes les )&M(lwl/’g} V.. Si

)\M(Egl] exp rlw| £ Clg,r) k(“f)_ '

tindrem, per a !z] < r, ({igual que després de la representacid {19)

del Cap. 0)

n .
lf[m{z)IS u)ull cle,r) sup Awl” . II/,[I cle,ri g M,

w Jwl
A
{per {7) de! Cap. 0). Aixd &s una mena de complexificacid de ia

condicid (3) Cap. 0. Aixf,

{3, 3.1.) Proposicié. - Si )M absorbeix exponencials,

EM = EM(P) Mry 01 és llespai de les funcions enteres f(z) t, g
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wr, Wg JFCIr,E) t.q.

| f(nl(z)

£ C{r,E) g Mn per a |zl £r |,
]
(o equivalentment, el de les féH t.q. {f[n {0)) ¢ EM{O}' //

En el cas general, segens (0.1.1.), en els acotats de

EM coincideixen la topologia indufda per EM i fa indulda per E.

Actl tenim la seglient {no repetim més la hipbtesi {.8)) ¢

(3. 3,2.) Proposicid,- En els acotats de EM coincideixen
la topologia indulda per EM i la induTda per H (la de la convergéncia

uniforme sobre els compactes), Per a f eEM, ta convergéncia de

e M

f{z) =Z -f-—-—ﬂ 2"

- n!

cap a f ho &s per la topologia de EM'

Demostracid. - Vegem lo primern La inclusid

E ft— 4
i
&s comtinua perqud la seva grhfica &s tancada : si 'fn —_— f a EM i

fn—-—yg a H & f = g sobre Ri per tant, com gue les dues
sén enteres, f = g, Aixd i el fel que EM sigui de Montel demostren

la primera afirmacid de la proposicib .

\egem la segona. Del fet que

ry ot EM — EM{O}
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sigui un isomorfisme topoldgic hom veu que fes sumes parcials de
n
= "0} .n )
2 —— z formen un conjunt acotat a {perqud les seves

E
nl M
o -imatges el formen a EM{O) } i aleshores la segona afirmacid

&s consegli®ncia de la primera (o també& utilitzant una propietat de

la topelogia normal, veure [25, pg. 414)) //.

Nota. - Val a dir que |la mateixa proposicid seria vhlida

per a !Mespai H

= HMIOI, i en general, per a tot espai de funcions

enteres definit per condicions radials de creixenga, com &s el cas
de HM(DJ. Fins ara, perd, EM noe ho esth de definit per condicions
‘radials; precisament en llapartat segllent donem una condicié a fi

que aixi sigui .
1

3.4. Nova descripcido de %M

En aquest apartat introdufm una hipbdtesi que implica {6) i
que permet de descriure EM com a un espai de funcions enteres

amb condicions radials de creixenga . La hipdbtesi &s la seglient :
{9) "La successit m = n!/Mn &s logaritmicament convexa.

Novament, els exemples més caracteristics compleixen (9} :

o —
s Mn = {n!) ambaz1, m_ = [n!)1 &s logarftmicament conhvexa.

lgual que en 0,2, feiem per a M, tindrem que la succesid

m . &s creixent, &s a dir,
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Dtaguesta, elevant a nkl

(nk1) M
a]

i ara (1) ens diu que {8) &s certa, i per {3.2.2.), també& (6). Aixd
ens assegura que els apartats anteriors valen amb (9},

n . . - .
Si mnl/ &s acotada, juntament amb {1} implica que (Mnj

&s equivalent a {n!) i per tant E, . = H Com que no volem estudiar

1/n .
H, suposarem que r'nn / —a ad , Aijx{ podem considerar per a t»0

tl"l —_— tJ"l
)~m(t} = sup — , A (0 = 2
n mn N I’Tln

(3.4.1.) Proposicid.— Amb ia hipdtes] (9), o bé E &

VA
H o bé &s l'espai de les funcions enteres t.q.
(10} MiF,f) = © {/qm{ar})
per a tot £ » 0, amb la topologia definida per les normes
o, - D
r /Hm(ﬁr‘}
o, i n n
Demostracid. - Si feE,,, com que \# {0)‘60(0& M, és
== g M
n n
lf(Z)I ¢ C{€) = |lz|” = C(z)/um(a\z[} X
"nx o nt
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Draquesta s'arriba a {10}, Reciprocament, si f satisfa (10), com que
d titut r f i i

podem sustituir /um per }m al ser funcions del mateix ordre, les

desigualtats de Cauchy i {7) del Capitel 0 aplicada a m { aci &s an

intervé la hipdtesi {9) } donen

|+ 0| M( T, T) Xm(.s r)
C———¢inf —— £ C{f) inf ———— =
n! r rn r r‘n
n Xm{.‘.r] n -1 4] Mn
= C(E) ¢ inf — " Cig) f m_ = Cle) ¢ ’
r (Er) n!

6s a air, |f™10)] ¢ cle) "M . Axd significa que (#"'(0)) € €, (0)
i per (3.3.1.) cvl.le feEM . Lafirmacid sobre la topologia de EM és
consegli2ncia del fet que la definida per les [If“£ &s de Fréchet |
més fina que la de la converg®ncia puntual { les desigualtats anteriors
ho demostren directament). //

Amb aquesta nova descripcid de EM es pot veure clarament

la gDalitat disigebra de EM’ tot utilitzant la relacié

- M . M - M M
Mm? - 2 K Z L2 LR
kK k! v kK, I k!oIT

(11)
=" n!

- =" M M = M
P R - M tar).
n

kkl=n k! iI n nt kdl=n k! I!

Tot el gque fins ara hem dit &s bo per a la classe corres-

1/

n
ponent a Mn=1 o en general al cas sup M < oo , que haviem
r
n
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Psegregat!l al Capltol 0, Act, mn=n! ,/Am(r}= exp ri EM &s I'Algebra

de les funcions enteres de tipus exponencial minimal.

o
Exemple . — Analitzem el cas Mnﬂ {n!) amb Q< <1, Ara,

o
m =(nl} &s logaritmicament convexa i no acotada, En aqueslt cas,

n
t

)\m(t}= SUp ———e—

n (an) %

£ nll-a)
1 n

1- . . .
i com que (nl) sbn equivalents, lm{t) &s del mateix

" ordre gue
1/ 1-«
" (t / )n
sup - ={ sup
n n{i-«} n n
n n

}l-ﬂ(

ILlexpressid de dins el paréntesi de la dreta &s del mateix ordre que

exp t - i per tant també& ho &s lm{t)' ConciuTm aix? que en aquest

1/ t-o-

cas ) {t) &= del mateix ordre oue exp t i per tant, utilitzant

(3.4.1.}), EM &s Dhigebra de les funcions enteres dlordre més petit o

-1
igual de A ={1-&) i tipus minimaf.

3.5. Els invertibles de EM .

En aquest apartat encetem ltestud de EM com a algebra,
Concr-etamel;'ut, volem saber quins elements sén invertibles,

Suposem que f &s una funcid holomorfa al disc tancat de
radi R, sense zeros i tal que f{0)=t; posem

mir, f}= inf |f(z}'
lzl=r

M{r, f)= sup lf(z)l
|2= r
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Aleshores tenim la desigualtat { [5] pg. 3 ):

2r
log m{r,f}2 -

log M(R, f) .
R-r

Si apliquern aixbd a una funcid entera sense zeros amb f{0)= 1, fent

R= 2r trobem
log m{r,f) 2 -2 log Mi2r, f)

-2 ’
&s a dir, que mir,f) 2 M(2r,f) ., En el cas general, considerant f/ f{0)
-1 -1
i tenint en cempte que M(r,f )=mir,f} , hom arriba a :

tema, - Si f és una funcid entera sense zereos, hom té

(12) ! Mir, 1) £ lf(o)|'3 mizr, 52 . //

El lema ja permet de donmar una caracteritzacid dels inverti-

bles:

{3.5.1,) Proposicis. - Una feEM és invertible si i només
si Hz)£ 0 Wz el Llaplicacid f — f_'l &s una operacid continua
en el conjunt deis invertibles, |

Demostracid, - La primera afirmacid &s conseqlincia de
(11) i (12), tenint en comr;-'te {3.4.1,}. Vegem la segona: si U és el

conjunt format pels invertibles, és U=Q Lln on
un=-{ feEM/ Hz)£ 0 per a lz]!n} .

La topologia de EM &s més fina que la induTda per H i com a
conseqlidncia Un &s obert. Aleshores U &s un Gg-conjunt i segons un

resultat contingut a [50], f —— f-I és continua, //

101



Fixem=nos que la situacid &s radilcament diferent que en
el cas Spec EM = R, En aquell cas, el que a la proposicid s'enuncia

només era possible quan Dilgebra era |I.m. ~convexa.

3.6. ldeals principals de EM.

Necessitarem el teorema seglient, degut a Levin { [29], pa. 21):
Teorema, — Sigui f{z) holomorfa a |zl£2eR { R>»0) amb
- f{0}= 1, 1 sigui 0‘*!&3&/ 2 donat. Aleshores, a |z|¢R i fora dluna

famflia de cercies la suma dels didmetres dels quals és =« 81 R, tenim
{13) log lf(z}l >~ H(y) fog M(zeR, )
on H(q)= 24 log { 3e/ 2"') L/

10 Ta €5y

{3.6.1.) Proposicid.- Si f i h= fl/ f, £s entera,

Demostracibd. - Suposem primer gque f2(2}= Z-a. Aleshores
M(r,h) & M(r-,f,l} per a r gran i acabem, Aix{ en el cas general podem
suposar, en iterant ef cas anterior, que fz[O}aé 0 1 per tant que f2(0}= 1,
Donat 0, aplfque.m .el teorema anterior per a fz ,741/ 16 1 R=2r, de
forma que podem assegurar q.ue'(l3) és cert Vlz‘sZr fora dfuna
famflia de cercles ; com que la suma dels ditmetres d'aquests cercles
és 81 R ¢ r , podem assegurar qua existeix un R1 tal que r*cRIc 2r

i (13) &s \Blid per a |z|=R_, s a dir, m(R,, )% M( ser,£,)"". Ara,

1’

M(r,h)€M(R,,h)= sup  h(z) MR ,f ). m{R,,f o

"
(2)=R,

2

< - .c
= M(R1,f1)M(4er‘,f2) < M(4er‘,f1) M(&er‘,fz) .
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- : . c c c
Es Ml4er,f )< ”f'“t /.\mtaeri} i M(4er,f2}£“f20£/.lm(4er£) . Per

. ck 1 -+ .
(11}, | suposant c& 1 natural par‘ell,/um(t;er‘e) 5/um(Cr~a]. Es a dir,
hi ha C,c 1.q. WE» 0,

mee, ne lle f We I 4 cereed

i aixdb demostra que héEM.//

De fet, hem demostrat que
Inl gty e

= gf

per a unes certes constants ¢,C. 5i, donats g,f ho apliquem a fl

i f_=f, tindrem que

2
boll e Vo, e tl?

Aquesta desigualtat demostra que g—— of &s un isomarfisme topolbgic
entre EM i ta imatge { &s clarament injectiva) i, en particular, que

ta imatge &s tancada. En altres paraules,

(3.6, 2.} Teorema.- Els ideals principals de EM sbn

tancats. //

3.7. - Estudi dels ideals tancats de EM'

Mitjangant la descripcid (3.4.1.} de EM hom veu que
"algebra EM és de la classe d'3lgebres estudilades-a [28]. A [28]
slestudien les Algebres de funcions enteres de tipus minima! respecte
un pes M(r} que compleixi que per a tot parell a,b>0 hi ha una c>» 0
tal que M{ar) M{br) £ M{cr). En el nostre cas, &s clar que aixd é&s
asse‘gur*at per (11). Posant, com a I'apartat 2, 2., per a un ideal |
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i un conjunt discret Z,
h[|]=‘{ ze@/ f{z}=0 Vfcl} ' k[Z)={ feEM/f(z)=0 VZEZ} .
{on cada z el considerem escrit tantes vegades com la seva multi-

plicitat), el principal resultat de Desmentat article és:

{3.7.1,] Teorema.— Un ideal | de EM &s dens si 1 només

si h{l}=¢. Per a 1ot idea! | de = ladhere&ncia de | &s kh{i). En
particuliar, tot ideal tancét estd caracteritzat pels seus zeros ( contant
multiplicitats}. //

Es podria deduir la segona part de la primera tal com a
Itapartat 2,2, .Una altra observaci® &s gue hom pot arribar a aquest
mateix teorema utilitzant els mé&todes 'que & [4'?]. sbn desenvolupats
per a les hlgebres de Hadamard, fent servir resultats de [&1] (idcnica
dels productes infinits, veure tamb& [9]).

La glestid natural a considerar ara &s esbrinar quins
conjunts afllats peden apar®ixer com a h{l) pei* a un cert ideal tancat
|. Comencem pel cas gque aguest ideal sigui principal i aixfl doncs
ara estudiarem gquins conjunts. aTllats sbén el conjunt de 2eros diuna
feEM . La tasca &s només generalitzar el que a (ZHJ és desenvolupat
per a algebres de tipus normal,

Primer de tot, fixem-nos que si feEM no solament &s

Mir, fi= 0O {/umte r))

per a tol £»> 0, sind que
Mir, f}= o (/Am(i riy

per a tot £ y 0, Aixd &s degut a que {11} ilﬁplica .que /l-\m(er‘}= :
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=0 (/Am(Zt,r‘}). Fosant mir)= log /plm{r*}, podem dir doncs que fé& EM

si i només si per a fotg»0 hi ha r{g) »0 tal gue
{14} log Mir,f) = m{g r}) per a ryzr{g).

{(11) steseriu ara  2m{r) £ m(2r); de fet, mir) Emit)2m{rLt), Vv r,t.
Sigui Z una successib {zn) de nombres complexes no nuls
{ poden haver-nthi de repetits) t.q. !irn|zn|= «2 ., Per a cada r»0,
. . .
nlr) és el nombre de z_ ta. lznl_r i

r

J—

" nit) r
N(r)= dt =Z. log .
0 |2 ger EN
Per a k=1,2,3,..., i r>»0, hom defineix
1 1
k
S{r,k)= — 2—- { }
k {z |2 z
n n

Es diu que la successid Z té m-densitat zero si WE»O

Frte) toq.

(15) N{r) £ mier} per a r3z rlg} ,

i es diu que &s m-equilibrada si hi ha una successi® de complexes

(an) amb la propietat que “W&> 0 A r{g) t q.

{16} a, + Sir,k}] £ _"."‘if:_) Wk, rr{E).
r

Amb aguestes definicions, hom té :
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{3.7.2.} Teorema.- Una successid Z &s la successid

de zeros duna funcid f ¢ EM si i només si té m-densitat zero i &s

m-equilibrada,.

Demostracib, - Suposem que Z &s la successid de zeros

. o - «

de feEM. Suposem també que f(0) = 1 | que flz} = exp (Zak z )

k

a: un entorn [z\_{-r‘o de 0. (ro = min Iznl ). La férmula de Jensen

n
déna
21T
MNir) = _1 log lf(r‘ ela}\ de
27T 0

i ara, per (14), 2 t& m-densitat zero, Per a r» 0, sigui

f'_{z) = flz) l ' __.__,.._!_._._

1 - z/z
r
z ler
lz |
fr* gs una funcid entera, fr(O) = 1. fr{z) # 0 per a |z|]er. Per
tant, hi ha una funcid holomorfa a |zl<r t.a, gr[o) = 0 i
axp gr(z} = fp(z] per a ]z|tr~ . Per a cada n, iper a[zl_.r.ro, tenim

og — L -2 L2,
k

1 —z/zn k¥l z

de manera que, per a |Z|4r , €s
o

g (2] =Z, (a, + Sir,k)) 2~
k2,1



Si 2| = 2r i fzn[£r~ . éslz/znlaz Fll——.z_.l),l . Per 1tant,
z
n

| (2)
2| =

2r

i~

e

Aleshores

Re gp(z}

P |f{z}| per a §z| = 2r, i aixi |fF(Z}lQM(2P’f}

per a

Pel principl de! mddul mhxim,

Mmi2r, 7} per a ‘z]sZr'

log lfr{z}[ =< fog M{2r,f} per alzjer .

Dlac{, per una acotacid doels coeficients de la sdrie de Taylor d'una

funcid holomorfa en termes dluna cota per a la part real {veure (4]

pa. 337}, tenim

a + Sir,kHe

k

2 log Miz2r,f}

k r
r

Donat £ » 0, pér‘ {14) &s log Mir,f} £ migr) per a_r»r{g). Uavors,

per a rar(g) i k31,

2mi{2gr) m {4£r}
a, + s(r,k)| £ > < - .
r r
és a dir, 2Z é&s m-equilibrada,
Suposem ara que tenim una successic 2 = (zn) m~-equili-

brada i que té m-densitat zero:

per af» 0, hiha r{f}> 0 t.q. per

ary r{e){15)i (16) sbn certes; [16) demostra que la sdrie

=

ka1

(ak + Sir,K) ) zk

&s convergent per a [z[,‘r' si r &s gran.,

107



k
L.a sér‘iez- Si{r,k) z
k21

&s convergent per a lz\‘ i i

per atot r,

perque
- K = _ Zk = = z
o Zeet 2L £ T
K k I|zn[5r- \zljl_zr‘ k n
= k
Per tant, = a_z #&s convergent per a |z|j&«r . Sigui glz) la
kzt %k s

seva suma i definim f(z} =

exp glz).

\Yeurem ara que f, que de

moment tan sols &s definida per a Iz|¢r‘ , bot Bsser perllongada com
o

a funcid entera.

Per a r gran, definim,
{18)
K
Si f-P{!) = exp gr_(z),

fr(Z) ﬂ

|2 r

|2,

Agquesta

alz) | ZZA:—P

vajem que gr{Z) =
tant, coincideix amb f (2}

funcid entera f t.q.

f(z)ﬂ

|z [zr‘

f(z}

“F{z)

108

&s una funcibd holomorfa a [z)er.

per a |zle "y

=" k
exp (% a z ]

per a lz] zr,

g lz) = 2__ {a + S{r,k})zk

considerem

z

(1 -2
n

Comparant (17} i (18},

z
Iog{l--i—] per a [z].:.r‘o Per
4]
Per tant, hi ha una
z
{1 - —z—-} per a |zler,

n

per a lz)z_r'o .



Lo primer demopstra que {zn) és la successid de zeros de f, doncs

fr{z} £ 0 V]zfer. Veurem ara que f € E,, i acabarem; fixem &> 0

P sigui r(e) com a {15} . Per a r3 r{g} i jzjzr ,

923“{2}‘5; ‘ak + S(Zr,k}{ r-kf é___- m r‘k =m{2&r) .

k21 k21 (2r~}k
Per a lzjer, flz} = {z} j (i —z—z-) ioaixi
iz 5<2r' n
lf{z} < exp m{2&r) l (14 — I
jz 1: 2r zn '

gue &s el mateix que

log Mir,f) s m(2er}) + >_ log {t J-izr

l}per* a ryrle).

{zn{£2r‘ .n
Com que lznlg&“,
3
1. zr < 22’“ L : - ; i
N tz b 1z 17

fl

Z— log {1 & [z" ) € 2— log “2_‘2— log

= N(3r} x
£ 2r 1 znl < 3r

lzntf 2r al iz

< m{3er}) .

Resumint, per a r2 rlg),
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log M{r,flem{Zgr} L m{3er})s mi{Ser)

i aixt feE, .
I aixf eM//

Direm que una successib Z = (zn) £5 m-admissible si és

m-equilibrada i 1& m-densitat zero. Aixi gls ideals principals sbn

tots del tipus k{Z)} amb Z m=-admissible .

Direm gue una successid Z &s relativament m-admissible

si hi ha una supersuccessié 2! D Z que sigui m-admissible. Aleshores,

tot ideal tancat &s del tipus k{Z} amb Z relativament m-admissible.

Tot ideal tancat serd principal quan els dos conceptes
siguin el mateix, és a dir, quan les propietats {15} i (18} siguin
heredithries per a subsuccessions, La {15} sempre ho &s menire gue

i oL < e, - e L T B
ta {16} a0 1 t& que veure amb ja disiribuicio angu

iUna observecid &s gue mentre {15) &s una condici® bona,
intrinseca (16} no ho és. lgual que en e} cas de tipus normal { {41} )
podriem donar condicions equivalents a {16} q;;:e fossin intrinsegques,

o
En floc dlaixd estudiarem un cas concret, el de Mn = {n!}) amba<l.

o
3.8, Ei cas Mn=(n!} amb Dead) . -~

Ja sabem que en aquest <as EM &s Dalgebra de les
' -1
funcions enteres diordre ¢ A& = (1 ~of) i tipus minimal, Podem pensar

A

doncs que mir}) = r
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(3.8.1.) Proposicid.~ Si m(r) = r*ﬂ , una successib 2

té m-densitat zero si i només si n{r) = o (r? }.
L . A
Demostracid, - Donatf§ >0, &s Nlr) s (er) per a

rarie), & a dir, Nir) = 6 (r®). Com que

er er

t dt
N{er}),j —n{—l- dit 2 n{r‘}[ - = n{r} ,

i r

també n(r) = o{rf ).

Reciprocament, suposem que nir) = o (r). Domat £>0,

és nir)= er-r,’ per a r = r{g). Aleshores,

r r

Nir) = Nir{e) )& J ¢! nit)dt < N(r(£)) + ¢ t
r{g) rig)

ﬁ"l dt =

= NN ke p7 o —ep e

és a dir, per a r» r{g)

-1 1.2

N P2 s Neeen r? v g7 e g7 e oY

Fent r —s o , arribem a

ﬂssﬁh] ,

lim sup N{r)}r
r— 0

i com £ &s arbitrari, N(r) = o{r?}) vy



]

Estudiemn ara la condicido de r -equilibri. Com ]a és
classic, hom troba una difertncia essencial entre el casﬁéz i
el cas 4.4 Z. (teoremes de Lindeitf {2,9.5,)1(2.10.3.) de (5] }.

{3.8.2.) Proposicié. - Sipd Z, tota successid de rfd-
A

densitat zero és r'’- equilibrada (i per tant, A admissible).

Demostracid. - Cal trobar a t.q.

A -k

{19} akL S{ir,k)| = £ r per a rar{e), k=1

Fixem-nos que (19} implica que per a pd-k ak és necessariament

1 2 1 |k
ak = - lim S(r‘,k) = - T<‘- ("Z"—]
I = on nal a]

Comencem doncs'pér veure que agquesta s¥rie &s efectivament conver—

gent . Donat £70, per hipbdtesi, s n{r)z g r“(3 per a rar(&}.

Aleshores, si r-2) r~l > rlg),
—_ T2
' 1 1 k 1 d
(20) |S(r.,k)~S{r k)| = — > (—)Fje L n{t) _
2 i [ z k Kk
relz |=r n t
1" n 2 r"
r
nlr,) nir. )
2] 2 1 nit) A-k A -k
Tk k- = bk kJ_1dt:’E(r'2 oy ) &
r r t
2 1 ~
1
2
B (k1) A-k , p-k 1
+ -_—
+E t dl-_‘i,{r‘z e } “Llﬂ—kl) .
r

Com que (,7,— k < 0, veiem que la skrie compleix el criteri de Cauchy,
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Dtaguesta forma podem definir

k

a=—i 2 (; ) per‘ak>ﬂ.

& K
N1 n

Per a keg definim a =~ S (2,k} {de fet veurem gue no tenen

k

trascendencia ) . Amb aquesta eleccid del a demostrem ara {19} .

k
Fixem £ »0 i sigui r(&] t.q. niricer® per a raxr{&). Si k>A,
a-l-S{r*k)[—Ixm |S tr, k)~ S {r1K)

r—ew

Ara be.com a {20) i utilitzant gque (1 & J2 C al ésser p 4 zZ,

18-kl

' jece (P ,

IS{r,k) -s {r;r,k}l < {rf!" p ){1 +

=

A -k
i fent rt —e0, trobem que (a J-S(r,k)‘_‘_ cg r per a rz ri&}

k
ik>p que &s (16},

Vegem ara efs k«<A. Com a {20},

r

n{r) n(2) n(t)
r 2 t
2
Sirxr{g),
r{¢) r
Bk n{t} n{t)
a ¢S (r,k)jcEr + n{2} + - dt + ey i
i . 1
2 . rlg}
r{€)}
£ £ r*B_kl-n{2)¥- nit) d!%—g—l-—— (R (g}ﬁk} =
ket 1
5 tp—k]
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L P a2 s DlE) .

< € LR Lo
{4~

Si fem r —poes, com que ara ;3 -k ;0, trobem que

K-
lim sup [ak LS{r‘,k}\ r /g.tc £
r— a0

per a k<@ i com que € és qualseévol, trobem {19}. //
Per tant en el cas que Ad Z, &s el mateix dir que Z
bs rP_admissible que dir que té r-A-densitat zero , Com que aixd

Gltim &s hereditari per a subsuccessions tenim :

« -
{3, B, 3} Teorema.- Si Mn-—— {n!) amb w< 1 i A ={1-«) Ie} z,
els ideals principals } els tancats coincideixen i tots sbn de! tipus

k{Z}, on Z &€s una successid tal que n(rj= o {r"g.}. /7

(3.8, 4.) Preoposicié.— Si A €Z, una successid de n3
A

H
2
n

. R A . .. .. . .
densitat zeroc &s r/i -admissible si 1 homés si la sdris

3 N\

&s convergent.

Demostracid, - Suposem que existeixen a t. Q.

|3
f#-k
akJ-S{r‘,k} g per a rzr{€) Mkl
. g . 1 = 1 .
Per a k=§ aixd significa que a, = - fim  S{r,g)l= — = | > }
r— s n n

i aint la condicid &s necessaria, VVegem que &s suficient, Definim

1 = 1 |k
a=- % 2—-{—"—2 } per*ak‘?,ﬂ,
n>/1 q]

{ per a k}{j , hom demostraria la convergincia de la skrie tal com
a la proposicit (3.8.2.})} i
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a == S(2, k) per a k:/_’,_

Donat § >0, igual que abans , veuriem pels k¥ A que
-k
\akJ- Sir,k){=«¢£ n B per a rzr(£}).

Per a k=2, aixd mateix &s cert per a rar! (£}, per definicid de a,

AixT també &s cert {19} i acabem la demostracid de la proposicid, //
Veiem doncs que en el cas A6Z ja no és cert que les

successions r-"'3 ~admissibles siguin les de rﬂ—densitat zero, Com a

A

-admissibilitat ja no é&s hereditaria,

A

conseqb&ncia, la propietat de r

les relativament r‘ﬁ -admissibles no son r' -admissibles i no tots els

ideals tancats son principals. Perd en canvi, hom pot caracteritzar
]

les successions relativament r‘/?—admissibles.

(3.8.5,) Proposicib.~ SiA4 € Z, una successit és relati-

vament r_admissible si | només si té r/_densitat zero, nir)= o{rfd},
Demostraciad, - Hem de veure només la suficigncia, és a

dir, utilitzant (3.8.4.) , que si 2 1& P’G—densitat zero podem afegir-hi

-4

termes de manera que la strie de terme general Zn sigui convergent

' . , -1
conservant nir)= o(r‘ﬂ). Lina manera de fer-ho és afegint els w Zn

A

amb w' = -1; la nova nir) és el doble de !'anterior i

_ —_ s =
=2 2 L2 e
|z'r:.$r- n er}H‘ n 'lznlgr n

Emprant {3.8.4.) i {(3.8.5.) tenim
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. o . -1
{3.8,6.) Tecrema,~ Si Mn={n!} amb Ozael | A ={1-a&) € 2Z

aleshores tot ideal tancat &s del tipus k{Z} on Z &s una successid

tal que nirl=o(rf), Els ideals principals sbn aquells que la correspo-
i . -A
nent successio compleix a més a més gue 2 Zn
n
Nota,- En el cas o = 0 { funcions de tipus exponencial

&s convergent, //

=1
minimal), 2 =1 in{r)=o(r) &s eguivalent a dir que n z = —> 0
( [5] pg. 5). Aquest &s el cas estudiat a [38] . Cal dir que els leoremes
- {3.8.3.}i (3.8.6.) semblen &sser coneguts perd que no hem reeixit

a trobar—los enunciats a la literatursa,

3.9.- El cas que m({r) sigui lentament creixent,

Després de l'apartat anterior, veiem que la qUestid dels
ideals &s forga subtil, Hom diu que un pes m{r) &s regular quan val
(3.8.5.), & a dir, quan les successions relativament m-admissibles
sén les que tenen m—densitat zero [ veure [41]), Aixd significarh que
la condicid que descriu els zeros dels ideals és radial, Els criteris
que en el cas de tipus normal existeixen per a que mir) sigui regular
{ (41] } poden ser generalitzats, Per exemple, aquest és el cas dels
pesos que sbn lentament creixents,

Hom diu que un pes mir) &s tentament creixent si m{2r) «

£ Cmir} per a una certa constant C, Hom pot veure que aquesta

definicido &s equivalent al fet que hi hagin per i constants A,B L, q.
o0
mit) Aml{Br)
21 —_—dt £ —————— r~ k
(20 ey Ot £ K per @ kP,
r t kr

(fa} I.ema 3.7.).
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{3,9.1.) Proposicio, - Si mir] &s fentament creixent,

ml{r} &s regular,
Demostracib, - Suposem que Z= znj t& m-densitat zero ,
&s a dir, Nir}) £ m{g r) per a r3 r(g€). Hem dlafegir-hi termes fins
- I Ry .
fer-la m-admissible. Sigui p1eZ t.g. 2 » 2C i p2=max( Py p]},

Aixi, per a k>,p2 tenim que wval (21) i

mz™  c"my  c

(22) < =t——)" m(l)— 0
k Kk
2" 2™ 2 n
vz k k '
Definim 2'= U w Z on w=exp(2 i/ P, L1} i w Z designa
k=0

la successid {'w-k z_ ). Veurem que Z!' &és m-admissible. Tenim
MW {r} = ( P, + 1) Nir)

i aixi ja t& m-densitat zero, Ara cal trobar 3. de manera que valgui

(16). Per a kg« P, definim a = - 5{2,k}. Per a k;rp2 , veurem que

k

{S'tzn,k)) &s de Cauchyl les | es refereixen a Z! ).

zrrl
m q dni(t)
n <
|s12", ki- (2™, k)| € . <
n
n m 2" i
ni{2 ) n{2 ) ConMt)
P4 + + —_— i
= k)
znk 2mk i N 1
2

Per a r gran ni{r)s Ni{er)= {sz- 1) N{er) < (pzl- 1} m{ & er), Aixf, per a
n gran, n'{2n)s (pzl- 1) mig ezn}f{pzl- 1) c" m({£e). Per tant, per a

n,m grans
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C C
5'(2n,k)-5‘(2m,k} 5{p21— 1} mig e) = L _zm +

2l"l"l
(b,+ 1) mig et}

k41
t

dt

Aleshores (22) i el fet que la integral de {21} sigui convergeni de-

n -
mostren que (S'{2 ,k)) és de Cauchy. Aixd ens permet de definir

C lim S'tzn,k) per a k >p,
n

Comprobem ara {16): fixem >0 i sigui r{£) com a (15). Per a k& Py

1

a I-S'{r k)= -1r- ; { ')k =

2| z1fsr z!
n n
—- P2
1 1 K rk
e 2 (W™ e
Zﬂzn’(sr‘ n r=0

Per tant, només cal comprovar (16) per a k)pz. En aquest cas,

(ékLsr{p,k)I - x;m lS'(r-,k}—S'(zn,k}!

Perd 2"
n n'ir} n'(zn) nt{t}
‘Si{r,k)-sl(z s K2 ” + _ + aw dt
r 2 t
r
Aleshores per ary ~E} i n gran
W (ytTimiger)  (pr1C” miee)
st(r,k)-51(2", k)| < L N

k
r*k Zn
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|

n

2 .
m{ £ et} bt mieer) (i) miee)
L(pzl-l} Dy dt 2 ” + z +
t n Nk
eznf.
miu)
L(szl}(EE) Wdu;
ter
. -1
i suposant f<e R n
fe2
{p 1) mi{ger) m{u}
n 2 C
H 5t kK —_ re———
|sttm, K1-s112", )| ¢ ot ) mle el flp 1) o
r 2 u
Fent ara n —sw, i utilitzant (21) trobem Ler
ob
{pyt1 }ymi g er} m{u)
¢ —_— =
[akLS‘(r',k}l,f = Jp‘pzl..l) T du
r u
ter
1
m( £ er} A m{g eBr)
=(p+1} = + - » koo, rzr{E),
r kr

i aquesta ja implica {186),{gricies a que Nm{r}s m{Nr) }. //

{3.9.2. ]} Proposicié.~ Si mi{r} és lentament creixent,

tot ideal de EM é&s del tipus k{Z} on 2 é&s una successid amb

m-densitat zero, &s a dir, tal que vat {15} //

3.10, - Generadors de EM .

Diem que f cey fn €EM son generadors si 1tideal

17
(f

. ,fn) que engendren &s tot E . En aguest apartat donem una

) M

condicid necessaria i suficient per a que f . ’fn siguin generadors,

10

generalitzant resultats de [19], [23] ,[2&] . Necessitarem uns resultats

previs que també tenen interdés de per si.
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{3,10.1.} Proposicid .- Donada una funcido continua

positiva nhir) t.q. per a tot £ >0,
hir} = O (/umfer')} , r» 0,

existeix f € EM’ amb coeficients de Tavlor 2 §, de manera que

hr) £ M{r,f) .

Demostracid, - Esth inspirada en una semblant de [13] .
2 .
Degut a!_ fet que /um{gr‘) f/um(zsr), no solament &s
hir) = © {).lm(ar')) WE>» 0, sind que també hir} = o y;m(f,t*}) VE D> O

Llavors per a cada n»1, podem triar dn» 1 t.q.
hir}s (__r* } pera rad
'_/um n P " n T

Podem suposar tambg que dnLI > dn . Sabem que

hir) =< C/Am{r‘} ,

4

r .
per a una certa constant C»1 . Com que /Mm(r‘} =Z - uniforme~
k

k

ment sobre compactes, | canviant C per 2C, hi ha un Py e N de

forma que

Py
—_— I__k

hir} =< C 2 ——  per a r*ﬁ.d2 .
k=0 K

C
Definim b, = e kKep .
efinim b, o per a €,

Suposem, inductivament, que hem determinat p ——, pne N [ definit els

bl’_—' bp de forma que -
n
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hir} s =2 w
k=0
1
k =
bka T K pn
m.-hn
k
Llavors, per a r2 an
n t Pk, > 1k o K
h{r-}‘ (o} = 2 { Y o+ — {3 e =_ b r
i+ +1 K
/umnl-l o ™ nEt K>, mo N < —o
1 k
b (—=)
K > m nk1 v
®h
Per la mateixa rad anterior, hi ha p ‘o € N de forma que
Pn Pni
1 K
h{p}fz b r Lé_ — {—), d =r=d
m né 1 1 n+ 2
k=p_+1 k
Definim bk = ] per a pnc k= anT D‘équesta forma
m {n& 1}
k
determinem una successid (p } t.q. si bk = ” per a pn_]c kspn,
m n
K
tenim
P o
k
h(rJ‘Z__b Kl b o
k=0
o0 1 ]
—_ 73] - b kl—
k , K 4 k
La funcié flz) = 2 b 2z és de E , perqud { (0)) ={ =
k M M M
k=0 K k
. " tk) i
tendeix a zero, &s a dir, { {01) € EM{OI i per
Finalment,

per‘apn_f: k-_:pn,
{3.3.1.) aixd és suficient per a que f€E

]
n
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& bk.rk = f{r) = M{P’f} H
k=0

degut al fet que bk>’0 W ks, Aixd acaba la demostracid de la

proposicia, //

{3.10.2.} Coroldari.- Donada hi{r} com a {3.%5.1.},

existeix una funcid ¥ corvexa en log r {i per tant, subharmbdnica com

a funcid de z ) t,q.

nir) £ exp Y {r})
exp Yir) = O (/Rm(Er}) VE>OD |

Demostracib, - Es suficient de definir Y{(r) = log M{r, f}
on f é&s ia de la proposicid {3.9.1.),. ¥ {r) &s convexa en log r pe!

teorema dels tres cercles de Hadamard, //

{3.10.3.) Lema.- Si (Mn} &s una successio logariimicameni

. 1/n
convexa | Mn/

— @ , les funcions \M i/\lM definides al capftc! O

compleixen les desiguaitats

{23} lM(sn),c 1M(_25}XA{20,/MM{5L!} £ 2/uM{4s)/U~M{4t) .

Demostracib, -~ La segona £s conseqli¥ncia de la primera
perquk x“(t}ﬁ/AM(t} £ 2 &A(Zt} . Demostrem doncs la primera : per

a tot n, utilitzant {4} del Capitol O, tenim

n n
sty = kZ:O(:) s "N AM(S) XM{:) RZ_O DM Mo

k=0

n .
< )\M(s} AM(:} M, L2 () = AMIS) %m M_2"
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) it
Aquesta desigualtat demosira gue )M { 52 }51M(5) &{t} gue é&s el

mateix que {23).//

{3.10.4.} Proposicié. - Per a una funcid entera f, sébn

egquivalents :

{a} f.e EM

2
£ (2]
{p} per a tot £> 0, / I dm{z)< e (d m ia mesura
G/umEEIZli

de Lebesque)
{c) existeix una funcid ¥Y{z}% 0 subharmdnica t. q.
{i} exp ¥{z) = 0(/4m(5121 H wE>o0

{ii) } 1122 exp (- ¥(z]) dm{2) < s,
T

Demostracid., —

{c} = (b) &s inmediat
(b} = (a}. Fixem z i sigui B la bola de centre z i radi a,

Tindrem,

]f(z)] £ —T-Ir- j |f{w}] dmiw) = -_ITI—f ———Ii—(\f—}%- /Jm(E lwl)% dmiw) ¢
B

B8 /‘-‘m{E{WU
[ 2 H
! If (wit 2 ]
£ |7 ] T dmiw} T | M EM) dmiw) <
/8 B
1
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Per el tema (3.10.3]) aplicat a la successid logaritmicament convexa

m

és /Jm(ffw!)é/&m(fLE{z[ )= z/am(as)/am{zw[z}}. Aixf

h!

3

[fz)« cle) (zu_tae) u_(aeiz]) ) Cr(e) A (4Elzl ), 1 feE,,.

M

. ' .2 2 —_ "
{a) =2 {&). 5i fGEM, també f g EM. Si fi{z)= 2 bnz .
s _ I n -
la funcid gl{z) Zn lbn z també &s de EM {perqué ﬂbrg ) € EM(O} ).

Posem h{z) ={H-zp)g{z) 4 1, on peN &s gran, que també és a E, .

MM
Definim Y(z) = logh{lz|) ; {i} &s cert ja que heE, . També ,
2 e(2)1? (tzl) 1
[#)t® exp (-¥2)y = L8288 <
Allz))  nlzi) 1+ i2f®

&s integrable si p &s prou gran, Finalment, ¥Y{z) = log h{{z[} =
= log M{lz[, h) &s una funcidé convexa en log tz| (teorema dels tres

cerclies de Hadamard) i per tant &s subharmbdnica, //

{3,10.5,} Teorema.- Siguin fj--, fn € g, i1 ltideal que

engendren, Aleshores, [ = EM si i només si no stanullen simultania-

ment en cap punt i
n

(24) (2. @™ - o e ela))
i=1

per a tot £>0,

Demostracid. - La condicid &s necessdria : si

fjg‘ L fngnz 1, com que ]gj{z)[ £ ugi‘k /Am(glz[) , tenim
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n n

1= 2__1 @) @l = cerp szn 2 i,

i=1
que implica {24).

Per demostrar que la condicid és suficient seguirem el
mitode de {191 , (24] . Sigui W lItespai de ies funcions f mesurables
definides a €, a valors complexes gue satisfan (é} de (3,10, 4.} ; per

o
a q>o, sigui Lél = Lq itespail de les formes diferencials de tipus

{O,q) a &€ amb coeficients a W, és a dir, ifes w t,q. lw] satisfa

— - 5 =
fc) de (3.10.4.) (si w = 2. w,dz, Jcreixent, Iw] =2_!wa2 ). Pera
o

J !
cada p &N, sigui Pp el conjunt de totes les p-piles [ = {il,—-—ip] amb
1£il,--,ips 3] iI I_z el conjunt de totes les aplicacions antisimtriques
del' en L . pPer acadawel? i 1el , od{l) e L .  Ltoperador S
p q q p q

defineix un operador no acotat

Dpr ——— P
q q+l

per (bd} {y = B(q{l}} {en el sentit de les distribucions}., E! seu

N -y
domini consta de les ﬁel_-p 1. q. d {«(1}) € qu_ : viel o :
- pHl P '
Definim P: L — L_q de la manera seglent : per a
q
]

pdl . i 1

ﬂeLq i1 o= {1‘, - Ip}e.lp,
"

P} 1) = & T SUTESNUN
- -+ 2 \-
Definim també P« = O si q(Lq. Es clar que P = ¢~ = 0; per a
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p+1 u ) N .
of €l , 1€ \ , tom que Jf. =0 al ser f. entera, lenim
9 P J J
r
- — - n -
P <) () =.j2,1 0 Uy 150 = 21 duiyemigh) =
= j-= .

[ g]
2ty ), - 3P} () = (dPx) (1)

Y

i
Per tant, tenim un complexe doble (el complexe de Koszul} .,

Amb aquestes definicions, el fet a demostrar, | = EM’

- }
equival a demostrar Uexistencia de ﬁéLO t.gq, Poa= 1, dk= 0 .
n

En efecte: Pdo = J@—l fjtx‘(j} on o{j} &s una (o,o) forma amb

coeficients de W, &s a dir, una funcid de Wy Jo = © significa que

cada «{j}) és entera i {3.10, 4} ens diu que EM = HAW.

Eil lema seglient &s a {19J . i &s una modificacit del

tecrema 4, 4,2, de [18] H

lLema 1 .- Siguiﬁ unz forma de tipus (0, g4 1) amb

coeficients mesurables ,3{5: [ i?subhar‘mbnica t. q.

{Mz exp {-¢} dm <00,
¢

Alesheres, hi ha una forma o de tipus {0,q) tal que Jot =p i

(25) - em (-9 181217172 amizie | 817 exp (<41 am //.
. .o T

Lema 2, - L'equacid Jd = 1& una solucid qel_z per a cada
) e’ tal gue :')ﬁ= 0.
q+1
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Demostracid, - Es suficient de fer el cas p=0. Aleshores
el lema | anterior ens déna una « tal que !a funcié |a| compleix (ii)

de {c) de (3.10.4.).amb la funcié s.h. "]’(z)=‘f(z)4-2 Iog(1LJz|:2]_ Ara, per (11},
exp ¥ =exp § (“-'.2[2 )2

és O(/um(alzl)] WE>0 perque exp® ho é&s i el polinomi també, //

+
Lema 3.~ Si & € I_z I Px=0, existeix A€ Lz ! tal que
PA=d . Amés a més S/SIeLp“ si Sd =0
‘ ) q-l-‘l .
Demostracid. - Per a :El—};“ , definim
n b1
5 2 -1 557 ski-k -
B (2_|r@) 2y 22 < Tox)
. J ) i k
j=1 k=% k
p g | . . L . ‘ .
on Ik és I—(l,l,...,lp“} amb T eliminat, Si w &3 el sumatori de la

dreta, utilitzant que of(lk) € L_q, que fj eEM i (3.10.4.% veuriem que

w eL.q, és a dir,

Wi exp (-4 ) <

4N
per a una certa funci®é subharmbdnica ?l t.'q. exp ?I(z)= Of/‘m{E iz[})

VE» O, Posem
n

hir)= sup (2 lfj(z}l }__1 >

lzl=r =1

. n
de manera que | A1l 2 {-Z\fj(z)l. 2172 fwi%< const. hilz)® [wi?,
La hipbtesi (24) significél':ql:::lh(r} compleix les condicions de (3.10.2.}
i Iaixf existeix una funcid subharmdnica 'fz(z] t.q. hi{lzi) ¢ ?2{2} i
exp L|’2[z)= O(/um(f_ iz])) WE> 0. Si Y= ‘{’]L 4 ‘92 ,‘l’ &s subharmbdnica,
exp Y (z)= o(/q m{Elzl)} gracies a {11} i
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Jlﬂ{l}[ % exp {-¥) « const. JIWIz exp (- '?]}4 0

L1 [
Aixd demostra que A3 € chl . Es senzill de veure gque P/ = o,

Suposem que ¢ & =0, Si [ff2= Z.\fj[z)lz, utilitzant el lema 2.4, de [24],

- et! f
EEHN=dpuN=2 (1= )
b=

'

Z
(1]

Jaell ) =

<79

. 8]
Flek -1 5
-2 T 2 G S
k=1 T ™

Ets ceoeficients de (Jﬁ}{l) sén doncs els de o{(lk), que estan a W,

. afj )Aq{lk) A dz

multiplicats per expressions
n

-1 =
} £ %‘ f (fjafik-fikafj ) .

-1, _
[fI £s com abans O{exp‘f{z)) amb exp —O(/Mm{E.IZ“) MEY O,
També ho sbn Ifji i ibfii peraud fleE,, si feE , . Apiicant (ii)
reiteradament, hom veu que els coeficients de (38){(1) sén Olexp'f{z))
_ . . 3 pki
amb exp § {z}= O{ M m({ lzl)} @E>» 0, &és a dir, 94 € qu-I S

lL.ema 4,- Per a cada c(e!_z tal que V& =P o= 0, hi ha

+ 1 3
A éLz tal que JAZ0iPA=«,
Demostracid, - Es un argument de tipus homoldgic { [19] }.
St r>»!1 o s»n &s trivial, Per induccid, pel lema 3, hi ha /S'EI_EH
1 . - 3 phl ‘3 ] . bl | - [
t.q. PA=di O/&el_q“;com que OV =01 PO =0PA=Ju=0,

. . 3! +
la hipdtesi d'induccid aplicada a ()ﬁ permet de trobar /5"& I_(p“_l2
L2

tal que Pf = Sﬁ’ i 3{3 " = 0. Pel lema 2, existeix ﬁmc-Lz de
forma que -Oﬂ:‘= /5" . Definim /8 =f5’- Pﬁﬂ . Ara,
IB= 8 dra"=0p_pIs"-0p —pp" =0 ipA=pp . /)

Aquest lema, per a % =1,p=q=0 demostra e! teorema (3,10.5.).//
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CAPITOL 4

EL GRUP NO QUASI-ANALITIC

4.0, - Introduccib,

E! principal resultat dfaquest capite! &s el teorema de

la_sintesi espectral, que demostrem amb hipdlesis escaients, Aciarirem

ara que entenem per sintesi espectral.

Suposem que EM és invertible, o equivalentment, segbns
{1.3,.3.}, que EM és L.m, -convexa. La no quasi-analiticitat significa
que lalgebra &s regular. Aleshores, per tecria general { veure [36] },
tindrems:

" Per a 1ot conjunt tancat Fa R existeix un minim ideal

N(F}, anomenat I'ideal de nulitats de F, que t& a F com a conjunt de

zeros. N{F} &s format per les funcions nulles en un entorn de F, La

seva adheréncia NiF}, I'ideal tancat de nulitats, &s el minim ideal

tancat que té& a F com a conjunt de Zeros. !

Un altre fet general é&s que existeixen a EM particions de
la unitat en el sentit habitual { veure [6] } | com a conseqBencia hom
té que si f eEM pertany localment a un ideal tancat 1, en el sentit que

er a 1ot x hi ha un entorn 4 i un | tal =
o3 a « agxe aquefgxaux,

aleshores fe I ( [6] , [36] }. Es a dir, si Nix} &s Il'ideal de nulitats

del punt x |, hom té:
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{4.0.1.} Teorema.- Per a tot ideal tancat | de EM .

S A TETFENT OIS //

S

{de fet aquest! resultat només depen de llexisténcia de particions de
la unitat, i utilitzant (0,1, 1.} podriem veure gque val en el cas gene-

ral sense la hipbtesi de 1. m,-convexitat),

Ei problema de la sintesi espectiral consisteix en veure

si és certa, per a tot ideal 1 de E la relacid

{1} l=mlLN{x}
»

Aquest és un problema plantejable en qualsevol Algebra A I.m-convexa
regular; utilitzant que | & J = A si [,J sbn ideals tancats sense
zeros en comG (§36]), veiem que tant a (4.0.1.) com a {1} &s suficient
de considerar els x € h{!} {acf no contem multiplicitats). Llavors, és
facil de veure utititzant (4, 0.1.}, que {1) &s sempre cert si h{l} &s

un conjunt discret,

Hom només coneix relativament pocs exemples diilgebres
‘I.m-convexes reguiars on vail la sintesi espectral. Liexempie més
conegut &s et de E , demostrat per Whitney {{49]). Una demostracid

simplificada es troba a {3'] . En el nostre cas, comencem per identi-

ficar Nix) :

{4.0. 2. ) Proposicié. - N{x} &s itideal de tes funcions

i)
de EM planes a x, , &s a dir, fn(x} = 0,¥n.
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Demostraciad. - Es evident que N{x} estd format per

funcions planes a x. Recfprocamem, i fent-ho només per a x =0,

si 1™0) = 0, definim

%
X

fix - 1/n} per a 1/n

T
fn(x] = 0 per a x| £1/n,
flx+ 1/n)per a x< - 1/n

f € E. ja que p {f ) < p {f); aixé mateix demostra que {f }
n r,g¢ n

M n rkl,s

és un conjunt acotat a By, Com que fn——) fa E,per (0.1.1,)

dedulm que f —» f a E i aixife Nix) . //

|
Per tant, demostrar (1) significa veure que si una funcié

feEMl'e atot punt x el mateix desenvolupament de Taylor gque una

funcid de | (podriem dir que pertany puntuaiment all}, aleshores
fel. Expressat dlaquesta forma, &s un problema plantejable en el

cas general, sense cap hipdtesi de L. m-convexital. Aixd és el que

farem en aquest capftol : donada El\«‘ n.q.a. estudiar quan &s que
L

per a tot ideal tancat ,

(2} 1=nIJ-P(x},
X

cn Pi{x) és Bidea! de les funcions planes a X .

El mdtcde que seguirem &s inspiral en la demostracid que
Malgrange fa del teorema de Whitney ([31]) . Quan hom intenta trobar

una generalitzacid adeqliada de! lema central 1,4, p. 22 de [3!],
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{veure més endavant), hom wveu que intervenen, en linies generals,
dues funcions de d 20, una que decreix rapidament i una altra que

creix rapidament ,

~ La primera &s la funci® que contrcla, per a una fEE

k)

M

plana a a com decreix f{ {x) ciuan 1= - al = d tendeix a zero.

- La segona é&s la funcid que controla, per a particions
de la unitat [‘I’i') subordinades a un recobriment 9, i fixe £, com

creix

Z 1y, "w)
I

(3) sup —_—

k €N ng

k
te R

quaﬁ el didmetre d dels conjunts de G es fa petit .

Hom wveu també& que &s necessari que la primera "“compensi a la
segona, Comengarem per veure que &s el millor que podem dir de
la primera funcib; després, la feina serh veure que podem sempre
construir particions de la unitat de forma que {3} no escapi dels

"limits imposats" per la primera funcib.

4.1, Com decreix f si &s plana_ a un punt a ?

A la nota posterior a (1.2.3.) hem vist que si E_, &s

[
. Mn o
n.q.a la successio Nn = i s t.q. Nn -—»of . Aleshores
n
l (t} = sup .E_
N N !
: n n

&s finit, per a tat t> 0 .,
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Lhilitzant la formula integral pe! rest d'ordre m dluna
f€E en un punt a, tindrem, per a una funcié f plana a a, i per a
tot m,

m
(4) fix) = {x-a)mH LI_—L}__ f(mLI)

= {attix-a))dt

0

Fixem r,f i considerem |x|,{&|<r . Aleshores

{mt1)
f mé1
lf(X)I£ lx—almJ—l ” “r P {x-—a]_ 0 . {f)emu M-
m! m!

i utilitzant {2) del Cap. 0,

' m
(£ H |x-2) Mm

[feaf & Agp_ 1) [x-af

m!
|

Aixb &s cert WYm i per tant

{EHIx—ai)m M
\f{x}‘é A £ pr".E (f) | x-a| inf L

m m!

m! _1
AE p_ ({f)|x~2| (sup. Yy o=
e m (g H[x-a})" M_

]

1

AEp () {x-all,;' {1/¢ H |x-al} ,

Ty

k e ¢
per a |x|la|£r . De !a mateixa forma, per a f{ }que també és

plana:

| %) ¢ ag b A peeal X 0178 H e, el <

Intredu™ ara la primera hipdtesi .
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kin

Naxi H t MM N
{5) existeix una constant D » 0 L, 4q. MkLnf (] M
L3 o
FPer exemple, Mn = {nt} , o5 1, compleix (5) amb D=2 ; per a
kin kdn
veure-ho, només cal elevar a o fa desigualtat { K )= 2 . Amb

la hipbtesi (4},

S “ f(kl-n}llp nf(kl-n}" . Dk-l n

n
n .€ Mn n £ MnLk

|02 A m e b 0 (xal A U/erix-al)

Aix7 hem arribat a

{4.1.1.) Proposicié.- Suposem que es compleix (5)

Aleshores, existeixen constants A,B,H > @ t.q. si f és plana a a,

hom té&

(6) | 0a] 2 agp, o, 08" M ix-al A (/e H k-2,

vk, per a lxua\ér‘ //

Quan x-—-y a, XN{'I/E H |x-a]} tendeix a <0 ,AL‘(I/E H|x~al)
(k)

a zero i aixi {6) contrcla el decreixement de f . {al[3] s'obtenen

millors estimacions, en casos particulars, per altres m2todes) .
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-1 -t .
A (b}, wveiem que lN {(d '} és essencialment, la primera

r - -1
funcid que buschvem ., Aixi, la segoma No pol creixer més que )kN(d ).

4.2, — E! problema de les particions de la unitat,

Per fer més senziiles les coses només considerarem
particions de la unitat molt especials: seran subordinades als recobriments
format peis intervals Kn g4 = [(n-'l) d, {n+1) d] i totes les funcions

¥

seran trasladades d'una funcid fixa amb supeort a K Es a dir,
o

d’

]

donada una t'?ﬁDM t.g.

' ‘f{x}& Rix-d} =1 Osxsd, supt$ < [-d,d] ,

definim "fn(x} = 'f{x—nd) . Es clar que supt Lfn c_Kn per a2 x a

’d’

la mitad dreta de K
n,d

només ne stanullen ‘f’
r n'

a'l \Pﬁki,d i

‘fn’d(x) + lfni-l, d{x} = ‘f{x—nd,'l I ‘f{x—nd-—d} =1

Per tant, dfaquesta forma obtenim realment una particid de la unitat

{no cal que les funcions siguin positives}, Tenim tambg, per a aguest x
=5 (k) _ e lk) {}
Zn (Pn,d (x} = ‘f {(x-nd} & 7 (x-na-q),

i per tamt (3}, per a aquestes particions de la unitat, &s dominat per

o 1™

2
k
k EMR

=2p, (%} .

Posant @(x} =Yy {x/d} amb supt ¥ <{[-1,1] ho redufm al
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cas d =1, i !a quantitat a controlar &s ara

{k)“ (k3“

e v ™ H

p. %} = sup —/—— = sUP p
d.€ k 5kMk k E_d}M hed

(¥)

Dlacord amb el que slha exposat a ia introduccid, hem de

veure que és posible de trobar $t.q.
{7) GED, s sup:?c_[-t,fj Rt} +@(t-1) = 1 Ogts1

i de manera que P, t,d(‘“ no creixi essencialment més de pressa que
?
=1
A d)
Ara bé, considerem (f com a {7} . Com que ?és plana a

a

-1, per ta féormula (4} aplicada a §, a= -1 i n-1, é&s

T ot
lgooleean™ g™ J L gy o e B ]
G

{(n-1}1 nt

,f(n)n
Com que (0} =1, trobem ! PRRANLL| i s a dir |]1f{")“

nt

Aleshores,

Je™

Py ¢qlt) = sw » sup - A HE gl
n  {dt) M n {df.} M
Aquesta. relacié ens mostra com es dispara p*,i.d(lf} quan
d es fa petit, Al mateix temps ens fa veure que el nostre problema
&s en certa forma un probiema dioptimitzacid puix mentres que per un
costat necessitem que Py ,gd“?} no creixi més rapidament gque K\I(d_l)
pel altre hem visthue no pot créixer més a poc a poc, En alires
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paraules, si hem vist que

. -1 -1
int by (8% )\N(s d ),

'f complint (7)

hem de veure també& que val essencialment la desigualtat contraria,

En llapartat segbent traduln {7} en termes de la transformada de

»

Fourier de ¥ .

~

4, 3, - Caracteritzacid de DM i de {7).

Si ‘PeDM, la seva transformada de Fourier, com a element

de E:w és la funcid entera

Lm
(8} @(z) =1 Qltyexp (i1zbdt
-8
{ 4.3.1.} Teorema.—- Una funcid entera F &s la transfor-
mada de Fourier d'una 'PeDM, amb suport dins [—r',r‘] st i només si
{a} ‘F(z}l = Olexp rlz]), zec
-1 x
) JFia| = o (A7 (lE_'.n VESOD, xeR .
Demostracid.—- Es estindard . Integrant per parts {8) hom

n)

velu gue '9{ {z) = {—iz)n @ (z}). Si supt ’fc[-—r‘,r]

~ r
|z|n|'? {z)|= 1 lp(n)(z)lf I?{n)(t]l exp {-t Imz) dt < p‘E ('p}gn Mn 2r exp r |Imz|,

-r

Per tant, per a z # 0
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n

~ g M _
\L{){z}ls C(E) expr-llmz] inf r; = C(L) expr-l!mz[kM] (Lz".)
n | zf
que implica [a) i {b) . Reciprocament, suposem gque ¥ satisfd {a) i (b);

{b} implica que la restriccib de + al eix real &s de I_2 {R) {(pensem
per exempile gque ).MHXH domina 1 } lx]2 }. Per un dels teoremeas de
Paley-Wiener (veure [42]), aixé 7 (a) impliquen que
L a0
Qi) = El_ Fix) exp (=itx) dx ,

-oh

la cotransformada de Fourier de F és una funcid amb suport

(R’

. n L
a [—r,r]; {b) demostra també que x F(x) é&s integrable W¥n, de forma

que YeD. Ara,

(+
‘f( }'[ t) = -—-I-.ﬁ_J {—iX]n Fix) exp (-itx) d x,
-
"kf{n) "r = sup [x[n F{x) (H-xZ) .
x>

. 2 x X
Per a tot £ 0 hi ha >0 tal que (lix }1M{T] < lvi(-i—] .Ara, per b

n 2 8]
“"P(n) “ = C(S} sup ___ix] (&) « C(S) sup {xt =
r x {.l_xi_} )\ {lxl
M
n
= (%) & M

(utilitzant {?) del Cap. O}, &s a dir, ¥ EDM.//

Aquest teorema és anidleg al de D, on la condicib (b) es
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sustitueix per ‘F{x)L =.O{ 1+ Ixim) M meN. Val a dir que hom
podria donar una demostracio del Teorema de Denjoy-Carieman
utilitzant (4, 3,1,) { [42] ho fa per a les classes classiques),

Ara voiem traduir la condicid (7)., Suposem que %eD i
que supt‘?c[—l, l] . Té& una transformada de Fourier complexa
definida per {8). Per altra banda podem pensar ‘? com a funcid

periddica i en la seva transformada discreta, que en aques! cas seria

1

?o{n}z..'z_ bt e "7 a
-1

»

VVeiem que la relacid entre ambdues &s que @{ Trn}=2 lPo{n)_ Com

que  P{t}= :/_: L ‘Eo{n) UL , &s

nez

- n -iTTnt
P+ Pl-1) = 2 P (11 ) e )
nezZ
de manera que @{t) ¢9{t—1) =1 per a Ost<! { 0 com a funcié periddica
Wt} és equivaient al fet que ?O{n)=0 per a n par diferent de zero i
?0{0)= 1. Aixd i llobservacid anterior porten a la

{4.3.2.) Proposicié.~ Sigui $¢D amb supt9c(-1,1] i F= ¥

Llavors, ${t) +9(t~1)=1 per a O=ts1 si i només si F{O)=1 | F{2TTn}=0

per a n# 0. //

4. 4. - Construccid de les particions de la unitat,

introduirem ara la hipdiesi gue ens permetra de construir

les particions de la unitat que necessitem, o el que &s el mateix, les

13%



¢ complint (7) adequades,

per a nzl,

Es definei 3 i =
s defineix { veure {30] )} , si m. Mn/ M

{r}= nombre de m_ que sbn « r,
n

Aleshores tenim

n
r
{8} "oA AM{r‘}= sup , el suprem s‘agafa a n=nir).®
n M
n
I__n n—1 i
. . . r - .
Aixd &s conseqlitncia del fet que — / =r m és =1 per
. M M n
n =1
anen{r} i »1 per a nyni{r). La hipdlesi de no guasi-analiticitat
— =1 . X .
= mo < @ implica { 130] )} que
n
{9} nir) =o{r}.
Doncs bé, la hipdlesi gue necessitem és
= n
. . 2 Mn (r)
{10} " existeix >0 tal que < C .o
n M r
n{r) Nl

{ &s a dir, &s una hipdtesi sobre la velocitat amb la qual decreixen

= =1
els rests de . m )
n

o
l.a successid Mn ={n!) amb o> 1 satisfd {10}; en aquest

o | of o« .
cas, mn=n i si nere {n+1) é&s nir)=n; aleshores nir} &s , llevat

1/

de constants, n{rj=r Per altre costat, pel criteri integral,

M
n

-, 1- ¢ 2

2: {nt1) &s, lievat de constants, no , de manera que
nn nyn{r) M
o n

1/« }I—d:rl/o( -1

41

&s del mateix ordre gue {r , que &s del mateix
ordre que ni{r)/r .
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(4.4.1.) Lema - Suposem certa {10} i fixem £20; per a
cada r»0 posem dr‘(E)= 16 C mf{r) /e . Per a cada r» 0, hi ha una

e r P
successio (F"r{1 }} de nombres positius tals que:

— P 1
@ &~
n Pn“ 4
plr 1
(o} 1im (—— " = ¢,
n M

@ oM A (1/Kkeaier) e"a e M

on K &s una constant independent de r, E

]
n
Demostracid. - Sigui Qn= dF{E}n £ Mn de manera que,

per {10}

= < =

rsdrfel 16

Z Qn i 2— Mn C nir} 1

nynir} Q.,; €9.ME) nanlr} M

Posem P= n{r} ; després sigui pzel\l t. q.

3
IN
t

nyp, @ 422

i en general sigui pkeN t, q.

= !

= =

= k&1 *
n;pk QnJ-I 4k 2
Podem suposar que (p ) és creixent, Si p ¢nep definim p "y
A ’ k™ k1! n



de manera gue

»

o 1
{ b= fdr{E} k si p #n<p o,
M
r
i es compleix (b). Tambeé,
Pres !
=]

T
3
hel
X
+
I,
il
ho QRIS
2z
A
.y
a3
[N

3
ny ey Pl K
m i
= = Q 2 1 1
2 E - -
k21 " a . . w42 8
’ P it 4

Per a nep,= rn{r} definim Pr{rlz {8 n{r})n. AixI,

™ n _
ne P:r: B
Py Tkt
i amb la dfabans, tenim f{a), Ara,
P{r} P(r‘)
n n
sup = max '
n o nerdr} Q
n n
{r} e
perqud Pn - Qn per a nynir), Aixi,
plir} (& n(r)) "
sup £ max T = max = <
d M
noQ nenfr} 6 (&) & M ngnlrl (2C) M
iy Pn{r-}
£ max = .
£ M M
ngnir) " a(r)

on hem suposat sense pbrdua de generalitat que C?i i hem utilitzat {8},

{42



' {r} nir}
P r 16 C nir) 1
sup - € = }n(r} =
n Qn Mn{r} € dr*{e} Mn(r}
ascn)” 7 t1sc 33" nt
< sup <sup = lN{ 1/ KEd (£} )

h {zdpis})” M n {Sdr“”nMn

que és (c}. /f

{4, 4.2 ) Lema, - Suposem certa (10}, fixem€»Q i per a cada

r>0 siguf dr-(e) com & {4.4,1.}). Per a cada r >0 existeix 'PPGDM t. q.

{2} supt ?r('[_l’]]
(o) P ()P (t-1)=1 per a O€tel |

]
£ C .
(e} pI,Edpfi )(‘fr} g XN( i Ked (£))
on C,K sbn constants independents de r,f ,

e R r .
Cemostracid. ~ Per a cada r>»0 sigui F’r{1 } la successid del

lema (4.4, 1.), Definim { la construccid que segueix &s en par! inspirada

en [42] )
sin{z/2} sin{z/8) sin A z
(n F (2)= { 32 _x"_ ,
z/2 z/8 k=1 )\kz
on kk= Pk{z)‘ / P}Er} per a k31, Es

sin 2
t =

|« 8tz

per a |z[£1 i per tant
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sin

\5 B )\ktzi per a {zj<c 1/ kk

z
k

Com que Z )k«tao per (a) de {4,4.1.), la skrie
k

—_— srnkz-
2y

Chz

k

convergeix uniformement sobre tot compacte. Aixd significa que el
producte de (11} convergeix i que Fr &s una funcid entera , A més

a més, utilitzant la desigualtat sinz/zlzexplzli (a) de (4.4.1.), és
T

ob
|F e (2 (oo 202 T1 exp A g2t -
k=1

\ [ [ 7 1
A Tizigexp qzi

\Y

R R
= — e —
exp | 3 n

ry
n

&s a dir, F satisfh {8} de {4, 3.1.).

Es evident que F.P{O)=T i que FP{27Tn}=0 per a nfC, Per a

x real, §sinx}<|x] 1 {sinx|£1 . Per tan, )
sin{x/8} n sin )\ x
lxn F {x)l,{lx]n (——-—-—}2 ﬂ —_ £
r /8 k=t | N X
(12}
sin (x/8) sin{x/8)}
< ! SRS W W 2.
x/8 x/8

Ara utilitzant {b) de (4.4.1.) veiem que Fr- satisfh també& la condicid

~

{b) de {4.3.1.}. Per tant, Fr='fr amb
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reo

1 .
= F{x} exp (-itx} dx
@t} = 5 P ’
— o
i supt ‘P{{.[—l,l]. Aixi ja tenim {a}. Com que Fr{0}=1 i FP(ZTI'n}=0

per a n# 0, {4.3.2,) ens &iu que Yr‘ satisfa (b}, Ara,

40
¢ = sh e Fe e (iv ax
T -w
i amb (12}, + o0
sin{x/8}
[« 2 2 [ o
rh =TT " =/8
-0

Si ara ulilitzem {c) de {4.4.1.},

e © Ai/med @ne” g e m o,
és a dir,
p',fdrfsl{ Prsc )\N{I/str{sn
que és {c}. //
Aixd ja és el que ens haviem propesat a la fi de I'apartat
4.2.. Desfent el cami, i fixant-nos que per {19) i la definicid de

d {£), d {¢)} tendeix a zero guan r —y« , podem enunciar:
r v

{4,4,3,) Teorema. - Suposem certa (10}, Fixem £>0. Per a

cada d>0 &s posible de trobar una particid de ia unitat ('fn d } per
’

funcions ‘Pn d { no necessariament positives) de DM subordinada al
¥

recobriment format pels intervals Kn a4’ [(n-l}d,{nl-!)dj i de manera que
¥
{k} k
i3 -
(13) 2 |f il = e Adikea g5m
pera tot t,tot keN, on C i K sdn constants independents de d, £ . //

145



4.5, - E) teorema de la _sintesi espectral,

Demestrarem ara el teorems de la sintesi espectral,
inspirats en [3]] . Abans cal demostrar un lema, sempre amb les

hipbtesi {5}, {10} .

{4#.5.1.} Lema,- Sigui | un idea! de EM i fe nlL P(x},
: x

&s a dir, per a tot x hi ha 9, € | ta! que ‘l’--gx és plana a x. Fixem
r, £ i sigui [_CKP t. q.
[ - ol
(14) sup DP,BE{ g}
x el
{aquesta B &s la de (4. 1.1.)) . Aleshores, per a tot 220 existeix

gel 1 Q)eEM que val 1 en un obert que conté L i tal que
p (P f-g) = 5.
mE ¢

Demostracid, - Com que f-ga és plana a a tenim (&} .

Empran (14) tindrem, per a {x|er

ik} k -1
(15) (t-a ™00 £ clerem [x-al AT (178 HIx-a)),
on C{&} és independent del punt ael .,

Per a cada d» 0 sigui (‘Pn d} una particid com a {4.4.3.) .
r

‘
subordinada a{Kn dg' Posem P = ‘.n ez/ K df\ L # Q}, com que
)

1

L.CKI__, P &s un conjunt finit, Per a cada n&P, sigui aneKn d(\ L.

Definim, posant g, = d

n
¢:% ‘Pn,d , 9=%?n,d S

146



de marnera que g&€1; L no talla U K n,d que &s un tancat, |
ndpP
(13 val 1 al complementari dlaguest tancat, Aixd demostra gue 43

val 1 en un entorn cbert de L . Avaluem ara P. c {q)f-g}:

4”—9 = Z P qf-9)
: neP

Per a2 [xler, meN

|br-a™ea)s 2 |18, 90 1| <
neP ’

2_ Z. (8% bof -0 0

neP k=
Ara, per a cada n, i degut a la presé&ncia de 'ka-}d , homés conten
L
|
els x t.q. Ix-an| < 2d, Utilitzant {15) amb a =a i el fet \x-anlf 2d,

arribem a

(m) -1 = m m- Z 3]
|1-a™x] £ clera X 1/zema gotkla Mo = ||,

ne P

Podem pensar que la H de (15} i la K de (13) sbn tals que 2H =K,
perqud sind emprariem {15) amb £ K/2H es lloc de & i aleshores ara
estariem avaluant pr’c£{¢)f—g} per a una certa constant c, cosa que
no afecta e! resultat final, Aceptat aixd, si ara utilitzem (13) es
produeix la Ncancelacid" que esmentavem a la intreduccid .

m
‘(‘t’ f‘g}{m)("’t < Clg)d ;:Z":o(mk) Em_ka_k " M, £ C(E) d EmMm 2™ .

Aixbd val qualsevol que sigui x]l4 r, meN. Per tant
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(16} P 5, @ f-g) £ Cle) d.

Aixi per a cada d»0 hem construit d) i ge&l tal gque {16) val amb
Cl£] independent de d . Per tant, a fi de cloure la demostracid

de! lema &s suficient de prendre d prou petit. //

(4.5.2.) Teorema (de la sintesi espectral),- Per a tot

ideal tancat | de EM'
1= MY 1ee
x
on P(x) &s tlideal de les funcions planes a x . Es a dir, si una
funci® f pertany puntualment a 1 en el sentit que el seu desenvolu-
pament de Taylor en tot punt coincideix amb el dluna funcid de |,

aleshores fe&l |

Demosiracido,. - Per a cada x sigui gx(-,l tal gue f-gx
es plana a x, Volem veure que fel (la inclusid contriria es evident).
Com que | és tancat, é&s suficient de veure que donats r,e,§,

existeix gel tal que P ¢ (f-«g)ég . Definim per a p:ppo,

Bp=4{x/|x|£r‘ i pr'Bsfsz—gx}4P}

on B é&s ia de (4.1.1.}) i p_ és el primer t.,q. B # ¢@. Demos-
o Py
trarem per induccid Itenunciat seglient, per a p3 Py

: g 1 0 y i i

Hp ona S‘) y EXisteixen ¢)p eEM i gp gl tals que
= 1 en un obert LU! ue conteé B i {p - }SS. A més

¢p p ¢ p ' Pre ¢p %

a més, @p(x) =1 si ¢>p~_l{><) =1, per a PP n
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= & | lema {4, 5.1, i .
Per a p p, &s el lem { J puix pr‘,Béspr‘,B&/2
Suposem-ho per a p-1 : donat S\;O existeixen ¢D—l 3 EM i gp_I (]

tals que ¢p-—| =1 en un cbert L,Iﬂ_]DBp‘_'I i
P feg )= &/2.
rE {q_Jp—l Fp-1 /
Sigui 1 = B Nsupt (1- }. La funcid {1~ f
9 ,nsupt (1-¢ (¢ )

' L i (1-¢ {1 = {1= foq ) &
pertany a Q LEP{x} i (1 q:'p-_‘} f-{1 ffilp_1) 9, ( CPD_I) { gx] és
també plana a x. Com gque '

Prggl -0 =08 Dade b oo -G )0p, oo ff-g),

roman acabat per a xs& L!ch, estem sota les condicions del fema
(4.5.1.) de manera que existeix gé€l i ¢EEM que val 1 en un

entorn abert Ll de LIt tal que
. P (¢ I-—¢ f—g}’- S 2
L !E ( p- 1 ) /

Defini 1ob = (- (- . I . bs el

efinim 4)p,gp per ¢p { ¢) { qu_ll fa,=gka i és clar que
=1 a Itocbert U {puix =1 a i tamb& que =1 fora de

¢, {puix ¢ u) que ¢

supt (!-(pp_l}; per tant (Pp:d a la unid dlaquests dos oberts, que &s

un entorn de Bp. AixT, (?p =1 & un obert que conté Bp. També

Prg @f-g)=p L+ 00§ Mit-9-9 )=

e, W@ f-9 e @0~ f-9eS
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Que q)p{x] =1 si q)p;l(x] =1 és conseqbitncia de la definicid de ¢p'

D'aquesta forma Hp és cert W p2P, - Aleshores, serf

Ke L v — U er a uns certs -
K Lpl uL.pm P L
p = max (pl-—— pm}; com que tot xeKr_ esth a un dels up , &s

2 p_. Sigui

m <

q"p ix} =1 per aun i ialeshores també ti)p(x) = 1, Aixd vol dir
i

que (i)p =1 a KP i per tant

fog ) = £
Prg 95! = Pr (4, F-5) = .

és a dir, 9, &s la que buscivem, per a aquestp., //

Per exemple, a les classes de Gevrey val la sintesi espec-

tral,

»

s cosiuni. de posar. | =1 27X} | dire=ne la component

» —
primaria de 1 al punt x, Al darrer apartat del Capitol 6 weurem
com sbén les components primaries  diun ideal i precisarem el

tecrema de [a sfntesi espectral, en el cas qgue EM sigui |, m—convexa,
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CAPITOL. 5

LA STNTESI ESPECTRAL A LA CLASSE DE LES FUNCIONS

PERIODIQUES EN' MITJANA, -

S. 0, — Introduccib,

Hem diu que una funcié f €E é&s periddica en mitjana si

satisfd al! menys una equacid de convolucié homogtnia
{1} Txf = 0 ,

on TeE'!, &s a dir, T &s una distribucid amb suport compacte, Dos
exemples d'equa;cions com fa {1} sén : (a) T = PI(D) , un operador
diferencial amb coeficients constants; aleshores T#f = 0 és el
mateix que P(D)f = 0; (b} T ;SP-S i aleshores (1) significa -

que f{xdp)-f(x} =0 Vx, &s a dir, f &s periddica amb periode p.

En ambdbds exemples hi ha teoremes clhssics de represen-
tacid de les solucions de (1), Al primer, per a cada te@ tal que
Pla} =0 hi ha un pelinomi Cq{x} de grau més petit que la multipli-

citat desfa P | t.q.
(2) fx) = <2 Cylx) &%,
P{d) = 0

El segon &s el cas de les s¥ries de Fourier

it 2T ni
(3) fx})=2 Cc e T P
- ab
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La skrie a (3) &5 convergent a Hespai E . Fixem-nos gque els dos

exemples tenen en comi dues coses

{a) tota solucid de (1) stexpressa com a ITmit en un cory

sentit de combinacions lineals de monomis cxponencials , &s o dir,

. . m . . .
expressions del tipus x exp {ixm), que sdn també solucions de (1].

{b) les freqlincies d'aquests monomis exponencials,

~

solucions de (1), son els zeros de T, la transformada de Fourier

de T,

L. Schwartz {({44)) generalitzh aixd al cas que T fos
qualsevulla, Aixi, si f satisfi una equacié com la (1), f &s Iimit

de combinacions lineals de monomis expeonencials

—ixef

N

i4) fixh = . Cyixi e
T} =0

~—

iUna qllestid natural que es presenta &s:com depenen els coeficients

i les fregbgncies a {(4) de f ? , Per exemple, si
TFf = TR = e =T xf =0

quines fregltncies serveixen ?. E{ natural fbra que fossin les
comuns, &s a dir, aquells of t.q. T1 {fot) = - = Tn {t} = 0, En
particular, quan no hi hagi zeros en comQ f tindria que ser O,

Aquest &s el teorema de la sintesi espectral demostrat per Schwartz

({a4]) :



Teorema de la sintesi espectral, Si f € E satisfa

THE =0, i=1, -, n i{ql;i(q} =0 §=1,-—, n} = g,

aleshores f = 0,

El propbsit dlaquest capftol é&s demostrar aixd mateix per

El cas periddic es pot tractar directament, doncs en
aquest cas hom & una fbrmula pels c, de {3} Fent~ho només per a

p= 2T, a fi que (3) sigui converg®ncia per E per a una f €E

M? M
periddica, &s suficient segons (0.1.1.)} que
L w0
S=a —-inx
L o
2 e} P. e ) )
| -
per a tot r,§ [és a dir que les sumes parcials de {3} formin un
conjunt acotat a EM). Integrant per paris, és immediat que
27T 27T
i {rm} inx (-in)rrI inx m
?T_T f {X} e dx = —'2-T— f(x} e dx = (—In) c
0 9]

Aleshores,

ENE <l "211' £ Pmr,s o M
$ ™M

) =1 .n
|cn| <« pZTT,S {f) |:1f —n?-= pz‘lT,s{ﬂAM (g—}-

. 2 t t
Donats r,& , hi ha &> 0 t.q. 1t lM{E-) £ C X"‘(_ﬁ_} per a una

certa constant C >0, Uavors,

n'

153



Lat .

boav
RPN
—on —ap

e } oo
2 Py s D A (DAL 2 © by (1D <o
< P2rb Mg g = 21T, 2
s —w "
El problema es pot plantejar dluna forma més general :
pel teorema de Hahn-Banach, i la definicid de conveluci®, (1) és

equivalent al fet que el subespai tancat V. generat per les trasladades
de f és propi i T e\/o . UWn subespai tancat propi de EM invariant
per traslacions n'hi direm una varietat, V. EIs problemes a rescldre
sbn : a) Hi ha al menys una exponencial en tota varietat Vv 7 . b}
Esth.tota varietat determinada pels polinomis exponencials que conté 7,
I::‘s a dir, si feV, é&s Ifmit de pclinomis exponencials de V ?. c)
Relaciconar els polinomis exponencials de V amb els zeros de les

~

\ o
funcions enteres T, amb T eV |

Seguirem un m2tode que redueix aquestes gliestions a
qllestions sobre els ideals de EIL! ,  quan EL‘ sigui una Algebra de
convolucid {veure [12], [47]). Primer hem de veure quan E"\" &s una

ilgebra de convolucib,

5.1, - L'dlgebra de convolucid E;v‘l .

Recordem la representacié (19) del Cap, 0, per a una

feEM :
(5) o = | Z0E g
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: ] 1
A (5},/4 és una mesura acotada i k{z} dominé totes les LM(%I)exp r]]mzl.

Més en general, és W T g E;w ,

T {z}
T =] L4
e kiz} o
Per a t’eEM E.TGE;W es defineix llur convelucid per

ITRF (X} = Ty fix-y}).

Tk { &s doncs una funcib. EI gue farem ara, que &s veure que

Tx f &s diferenciable i estudiar quan TkfeE es pot fer directament

M’

tal com es fa en el cas classic, perd ac{ ho farem utilitzant {5),

Tenim

exp {ixz} exp {—ivz)
fix-y} = — d mf{z) .
@ ki{z} : 2

Ara fem actuar T sobre la variable v i obtenim

(6) (Txn oy = | 20D T D g,

P k{z)

~

La integral de (6} t& sentit doncs T € H, . Com que les potencies

M
Izt" sbdn absorbibles als }M{l{l—} i k domina tota }M{%i—}expr‘llmzi,

podem diferenciar sota el signe integral, Txf &s diferenciable §

exp{ixz} {iz)rI :1: {-z)
k{z}

T* 0

d/* {z} .
¢
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~ i
Estudiem ara quan Tif éEM .S ‘T(z}l £ C AM(—L;--}exp r[lmz] R

tenim per a |x}ss,

lz{" X (}-;':l—} exp {ris) Jimz}
fran™oals o el su M .
z k{z)

Suposem que es compieix la propietat {5} del Cap. 2, &s a dir,

{?7) )\M{A:) }\A{B" = O {XM{GG Y, MA,B>C

Aleshores,k domina totes les {-l-f—l-} k (-El) expr [Imzl i aix!
€ M %

n
l(Tx{f}(n){x}\f C{E,s) sup —‘-\—l-itl—zi- = C{g,s) EnMﬂ, wn, |xlgs
z {—
Mg

&s a dir, Txf€E,, .

Ltaplicacié lineal f+—s TXf &s continua perqud té grafica

tancada : si fn — T a EM i TX fn—; g a EM’ per a un x fixe
és
glx) = lim Tlye=f, {x~y}}.

n
Com gque evidentment ltoperacid de trasladar &s contfrua a E 4 les

aplicacions y yr—p fn(x-y} tendeixen quan N ——pep a lfaplicacid

y—3 f{x-y) per la topologia de EM' Liavors
gix] = Tly+— f{x-y) ) = {Txf) (x)

i g=Tsf . Resumint,
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{5.1.1.) Proposicid, - Si es compleix la condicid {7},

{que és equivalent a x: {1} = Of XM(Ot) 1, t >0 ), per a cada

Te}z;Vl TXf eEM MfeE,, | f y— TXf &s continua, //

Recordem {Cap, 2} que la condicid {7} és equivalent a

M
n
SUp (—-;5 l/t} oo . Per a les classes corresponents aMn = n“ ,
n M
2«
Mon t/n {2n} of
{ - a4
M n
n
de manera gque {5.1.1.} és cert per a aguesies cilasses { de fet,
1 /e

- it
AM(t) = exp t }.A [tapartat 2. T, vam veure que és cert per a (nlogn} .

L F
Fixem TieE;\ﬂ‘ Per a feEM, posem f{x} = f{-x}. Es

v
immediat que fi— f &s una operacib continua a EM ; aleshores,
. vy
segons {5.1. 1.}, també fir— (TI* f} és continua, Adquesta tindra

una trasposta continua E;M — E;\A . A la imatge diuna T2 € E;wI per

aquesta trasposta nthi diem TZXT Aixi,

1"
LAY
(TZxTI){ﬂ = Tz( (TIXf) y, w~f C—EM.

Cateulem (T,XT ) (2). (T x&,) (9 = (T ¥e_) 6) =T, (yise_lcy) ) =

= e_ZIX) Tl(y H_e_z(—v} } = ez(—x} TI(y — eZ(Y) b= e_{-x) ; (z} .

z

—

v oV - . . v v
Per tant, {Tlxez) (x} = ez{x} T' {z}, és a dir, (TIXez}

]
®
-~

{z) .

z ]

Aleshores,

[

- _ Y ~ >
(8 (T,XT,} 22) = (T,XT ) le)) = T,((TxE ) =T (2) T(2)
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Utilitzant {8) i el fet que Ty T £&s un isomorfirme {teorema
{0.3.2.}}, veiem que TZXT] =TI:QLT2 i de la mateixa manera-’

totes les propietats gque fan que E;\A esdevingui una higebra per la

convalucid . Llavors
HM={Fer4/[HzH=:c(}M(ohl}@m ohmzh},

la imatge de E;v! per la transformacibd de Fourier, é&s, segons (8},

una aigebra amb el producte ordinari, cosa que també hom wveu amb

(7).
Finalment comprovem la relacid® necessiria més endavant
T KT )ki=T %(T %f), T, T_eE!,, feE, .

{9} { X 2])?- T‘#( 2 }, T, €ELS "

Aguesia &s consegldncia de {6} i {8} ja que ambdds membies resuiten

&sser iguals a la funcic de x,

exp fixz} ';'1{-2) ';2 {~z}
q;&(z}
{t .

k{z)
A partir dlara suposarem certa la hipdbtesi (7} .

5.2, - Plantejament i solucid del problema a HM .

{5.2,1.) Lema.- Sigui V un subespai tancat de E,- Vv és

. . , R « B . e
una varietat si i homées si V &s un ideal de E;VE {per la convolucid},

Demostracid. - Si WV &5 una varietat, &s el mateix dir,

per a TGEI'M’ T} =0 MfeV que TRf=0 WigV. Aixi,
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Vi ={T / Txf = 0 erv} . Aleshores, {9} demostra que \/O

és un ideal.

o rl . - + - .
Suposem ara que V &s un ideal i sigul fev. Fixem y

v v
i volem veure gue fy {x} = f{x-y} &s a V; ara bé, fy = Syx.f =(§ ;‘. £)

i si Tev°, T(fy} = T{(S_;r. ¥)¢}= (T mgy} {f) = ¢ doncs T*S-y e V°

Per tant, fye v =v . /7

»

Aleshores [ = (\/0} seri un ideal de l-iM .

n
{5.2. 2.} Lema.- x explixd}eV si i només sji tota

F ¢i slanul.la al menys n vegades a o .

Demostracib. -~ Es conseqlidnecia det fet que x? explix=() ¢ V

. 3 . La g n . . .
per a j¢n{és combinacid lineal de trasladades de x explixw}}i de la féormula

(10} T2 = T (x s (0" explixz) ) . //

Posem amb les mateixes notacions que als apartats 2.2, 3.7., h{j}
pel conjunt de zeros de 1 i kh{l) ={F€HM/ F{z) =0 W™z Eh{]}}

{contant multipiicitats) .

(5.2.3, ) Lema.- Sigui V una varietat i \/0 < VvV oel

subespai tancat que engendren els monomis exponencials de V.

Sigui | = {VO}“ ; aleshores Vo =V equival a kh{l} = |

Desmotracido, - Es suficient de demostrar que kh{1}={vz)“

i aixd é&s conseqlidncia del lema {5.2,2.) 1 de {(10). //

E! lema {5,2 2.} respon la qlestid 3) plantejada a ta fi

. n . - . s
de la introduccid : x exp {ix¥}€ V si i només si & apareix a h{l)
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amb muitiplicitat z n, La qllestié a) &s ara

L]

A) 1é tot ideal tancat | de HM un zero ? . Equivalentmen:,
h{l) = § implica 1 dens ?

i la qbestid b} és

B) &s | = kh{l} per a tot ideal tancat | de HM ?

A una algebra .topolbgica A de funcions enteres amb la
propietat
Mgi FeA i Fld} = ¢, Flz}fz-do € A’
€s facil de veure que A) =P B) {observacid deguda a Rubel )}, pel
mateix métode amb el qual a Itapartat 2.2. wvarem veure que (2.2.1.}
implica (2.2.3,}. Es clar que HM compleix aguesta ;;ropietat, ja que
a fi que una funcid entera estigui a HM nomes depén del seu compor-

tament per a z de mbdui gran i per a |z- )21,

F{z)
1 z-9

|27

Aixi només ens faita demostrar A} . En el cas analitic,

= 1
HM- HM(O} és Ithlgebra de les F t.q,

-‘F(z}| = 0 Ay0l2]))
és a dir, é&s lfdigebra de funcions enteres de tipus normal respecte
el pes 1Mi aix? A) &s cert {{26], {27],(47]) i per rant B). Perd
padem donar una demostracid en el cas general, El lema seglient

és demostrat a[illl] :
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{(5.2.4.) Lema - Si F{z) é&s una funcid entera de tipus

exponencial i ripidament decreixent en el eix real {(&s a dir, dominada
ey oy
per |x| W n } (equivalentment, F =% amb 9D}, aleshores

—

(11} Fi{z) = P(z) Fl2) & 2. (Fl2)

n I=Z
n

L P (2) Fl2)),

on z_ son els zeros de F, P, Hurs multiplicitats, P(z},Pn(z) sbn
polinomis | la strie &s t.q. la seva restriccid al eix real e&s conver-—

gent a L’{FR) s

Sigui [ un ideal de HM sense zeros | Fel ; pedem suposar
que F =l} amb \PeDM(siné, la multipliquem per una de f)M}, de
manera que tindrem (11}; sigui Gn{z} el rest dlordre n de la série
de (11} . Totes les Gr'a tenen el mateix tipus r [ per tant, segons

(4, 3.1.), les
Lo

1 .
?n“} = 375 Gn(x) exp (-ixt) dt

- &0

totes tehen suport dins un interval fixe [—r‘,r‘] . Per a f g EM’

r

“Gn,f)‘ =l (1) F (1) dt | <z2r {ell “lpnllnf 2r Uell Y “L' .
-r
Segons el lema, "G II —3 0 ; per tant, (G ,f)l —3 0 wf €E , &s
n L' [a] M
a dir, Gn -3 0 dibilment a HM; com que aguest &s de Montel,
Gn—-—) 0 a HM . Per tant, la s&rie de {11) &s convergent per la
toepolfogia de HM' Com que FEelI, F{zn} =0i | no té zeros, la

funcid

pertany a | (veure /2.2 2.)); aleshores {(11) demostra
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que F'¢ | . Dtaquesta forma hem vist que si F&£Il n E)M’ .aleshores
d
Ftgl, i reiterant P(E) Fel WP . Per un altre resultat de [44],

) . .. d .
al menys una expohencial &s limit de P(—‘;} F per la topologia de

E!'! ; com que E!' <« E;m s continua, conclulin que una exponencial
&s Ifmit d'elements de | i aleshores, tota exponencial &s {imit
drelements de 1, puix que 1 és un ideal. Com que les exponencials
rl . - - - “ .

son denses a HM {les Sx trivialment ho sén a E;m i Sx(z)= explixz) },
| é&s dens a HM . Aix!, A) &s certa i podem enunciar, dualitzant
A}yi B) :

{(5.2.5.) Teorema.- Suposem que &s certa {7) i que V' és

una varietat (propia) de EM. Aleshores V ceonté al menys un monomi

exponencial i totaf €V &s IlImit, a E de polinomis exponencials de

M?
v, Els moncmis cxponencizls de VWV sbn determinats per hil) {contant

multiplicitats) on 1 = {V°}*, segons (5.2.2.).//

5.3.- Les funcions de H.

Lhd]

peridbdigues en mitjana.

Hem deduit un resultat sobre varietats de EM dfun
resultat sobre ideals de H_, mitjangant els lemas (5.2,1.),(5.2.2,),
{5.2.3.). Perd de la mateixa forma resultats sobre ideals de EM

esdevenen resultats sobre varietats de HM' Comengarem per donar

els lemas ceorresponents als del apartat 5. 2.:

{5.3,1,) Lema. - Sigui | un subespai tancat de E:'.M i

¢ ] . R .. R - .
v ={l }*. Aleshores | &s un ideal si | només si V &s una varietat.
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Demostracib. - Posem {f,F) per designar !'accid de F
sobre f, com a element de E!&, via transformacid de Fourier, D'acord
amb la definicib de T, fixem-nos que (ez,F}= F{z). si Fw(z}z F{z-w}, és
(12} (f,F ) =(e_ £,F),
VchM. En efecte: &s suficient de fer-ho per a f= ez doncs aquestes
sbn totals . i en aquest cas

le,, FI=F 2)=Flz-wi=le, ,Fl=fe_ e ,F).
Per tant {12} &s cert erEM, W FEHM i W w. De {12), veiem que

V és una varietat si i només si ew[c.l per a tot w; com que les e

sOn totals i 1 &s tancat, aixd &s el mateix que dir que | &s un ideal. //

n
{5.3.2.} Lema.- z exp{iz«} € V si | només si tota f&l

stanulda al menys n vegades a o { aci e m).

#(a). com que

{r}

Demostracid. - Considerem Sin) {f}=
(5{:) }A{z}= (iz}r‘I exp (it z}), podem escriure {f, (iz}n exp{iaz)} =F {ar),

i aixd demostra e! lema doncs si 2 exp {i€z) esth a V també& hi és

z?! exp {igfz) amb jen,que &s combinacid lineal de trasladades dlaguesia. 17

Fl

Es clar que en el cas analitic el mateix resultat &s cert
aceptant valors complexes de o . Tal com a Iltapartat 5.2, hom
deduiria, en el cas quasi-analitic { que &s quan podem parlar propia-

ment de hil},kh{l) }, el seglient lema,

{5.3.3,} Lema, - Sigui V una varietat de HM i \/Oc_V el
subespai tancat gque engendren els polinamis expeonencials de v { amb
freqglidncies & reals en el cas general, amb freqti®ncies complexes en
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el cas analftic} , Sigui 1= \/0, mddu! transformacid de Fourier,
Aleshores, Vo:V equival a kh{l}=I { zeros reais en el cas general,
zeros complexes en el cas analitic | sempre contant multiplicitats). //

Per tant, quan les gllestions A} i B} tinguin respostes
afirmatives per 2 ideais de EM tindrem Hanhleg del teorema (5.2.5.}
per a varietats de HM' Aquest &s el cas dels teoremes (2.2, 1.)-{2.2.3.}
i {3.7.1,). Dlaguesta forma tindrem;

{5,3. 4 ) Teorema.- Suposem gue E__&s analitica(i que

M

compleix ies restriccions del Capitol 3) o bé que &s quasi-analitica
invertible, i sigui V una varietat de HM. Aleshores, V conté al

menys un moromi exponencial { amb freqlgncia complexa al primer

cas, real al segon} i tota FeV &s Ilfmit, a H _, de polinomis expo-

M’

nencials, Els monomis exponencials de V sén determinats pels zeros
o T
de 1= V", contant multipticitats, segons {5.3.2.). //

o
Per a Mn= {fn!} amb %<1 val el teorema {5.3.4.). En

174

o . .
aquest cas, )\M{t}= exp ! { ho veuriem de la mateixa forma que

a exemple de ltapartat 3.4.} i HM= HM{OJ és Hespai de les funcions
enteres dlordre fet_t i tipus normal, A fls'?] hi ha més exemples
dislgebres defin.ides per condicions radials a les quals val {5.3.4. ).
També &s cert per a an {n tog n}n ja que aquesta dbna
lloc & una. classe quasi-analitica invertible { apartat 2, 2.}, Caiculem

que val lM{t} en aques! cas, per identificar HM. Amb les notacions

de 4. 4., aci és

{n Iogn}n _ 1 et log n
m_ = =n (it } logn {

{ {n=1} logln-1}"" fe1 log {n-1)

)n—I
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1 log n
n-1 n-1 . .
) i —) tendeixen respectiva—

n-1 log (n-1)

Les successions (1+

ment a e i 1 i per tant el sustituir mn per nelogn significa susti-
tuir M = m]....m per una successi® equivalent, de manera que supo-
N sl

sarem gue m = e n'logn, Aixi ara, seguint amb les notacions de 4. 4,
n

i per (8) del Capitol 4 , &s

n
t
D si enlognetee(ntl) logink1), nith=n i )\M{t}= ——
{n log n}
La primera desigualtat ens mostira que log nft) i log t sén del mateix

ordre, i que n{t) &s del mateix ordre que n!i{u) on n! &s la funcid

n que correspon a n! i u=t/logt, Per tant,

)KM{IJ=

tn(t}

(n{t} log n{t}]nh)

és del mateix ordre que
n'iu)
[N}

r'l'{u}nl u

que, com ja savem, &s del mateix ordre que exp u, En resum, per a

n
Mn: (n log n} XM{t) &s del mateix ordre que exp { t / log t}. Observem
que aikd &s eongruent amb la condicid (c) del teorema de DEnjoy-

Carieman (0.4, 1.) doncs

o0 o0
log 1M(t} t
—_ dt = —— dt
1 4+t . logt {1Hi7)
v D

és divergent a o0 . Aixi, en aquest cas HM és llespai de les funcions
enteres tals que
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<O |zl
exp O|Im zl }

\F{z)‘:o { exp
' log ©|z|

i per a aquest espai val el teorema (5.3.4.} amb fregl®ncies reals.
Veurem que també &s cert el teorema (5.3.4.) gquan EM

&s no quasi-analftica, I.m. -convexa | satisfh les hipdtesis del

capitol anterior ( és a d?r; quan valgui la s'ntesi espectral). Aixd

ho farem al darrer apartat del Capitol 6.
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CAPITOL 6

LA IMATGE LOCAL | PUNTUAL DE LES CLASSES E “’

En aquest capftol estudiem la imatge local I puntual de

les classes EM . Per imatge local de EM entenem Italgebra restriccid

de EM a I'inteFVaI[—l,I] i aixi es tracta d'estudiar quan

Py EM —_— EMU}

Pe= e,

és exhaustiva. Per Imatge puntual sl'enten el conjunt de successions
n
()

{0) )} amb feEM . Llespai de successions involucrat és el que

-
ja va apardixer en el Cap, 3 (veure 3,1.}, &s a dir, I'espai
n
EN0 ={a =ta) / ver0 3ce) ta lafectere"m }

Aixi es tracta dtestudiar quan liapiicacib

r: By, —E, 8]

(n}

f ey (17(0) )

és exhaustiva {és a dir, !'aniieg del teorema de Borel}. Hi han
diversos treballs on es dem=zulra ilexhaustivitat de r, en casos
concrets {veure ['10],{3511 o bé es donen condicions suficients sobre
urna successid a = (an) a fi que a elmr‘o {veure [20]} . Ehrenpreis

(f 11, darrera seccid), amb petites restriccions, arriba a una
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condicid necessaria | suficient per a gue r‘l i r  siguin exhaustives.
o
Aci arribarem a condicions semblants dluna forma que considerem

més senzilla.Al darrer apartat precisem la sintesi espectral del Cap, 4.

Només considerem el cas g.a. neo analitic i el cas n.q. a,

ja que el cas analitic ithem tractat ja als apartats 3.2., 3,3,

6.1.- Les imatges local i puntual en e! cas guasi-analitic,

o analitic,

En aquest apartat es tracta dlestudiar si les aplicacions

Pyt EM ] EM“)

ro: EM —_ EM{O)

(o)

definides per r-T(f) = f!@l,l]’ ro(f} = (0} }n, sbn exhaustives en

el cas quasi-analitic, no analitic (en el capltol 3, apariats 3.2,,3,3,,
s'ha tractat el cas analftici{3. 2. 1.} dona una condicid necesshria i

suficient, per a que T sigui exhaustiva} ., En el cas quasi-analftic,

no analitic, !a resposta é&s radicaiment oposada, puix r r*o no sbdn

t!

mai exhaustives {aquesta afirmacid, per a P és a la tesi dlen Bang

i demostrada per altres métodes) .

6,1, 1.} Teorema.- Si EM &s quasi-analitica | no anali-

tica, é&s a dir,

1
M, My
S e, e e
M&I n't
>0 n : n
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"y i » no son exhaustives.
c

Demostracib, - Veiem primer Y- Si o fos exhaustiva,
seria bijectiva ja que &s Tnjectiva al ésser EM guasi-analitica, Ales-

hores seria un isomorfisme topeldgic 1 E EM(I} serien adlgebres

M »
topeldgiques isomorfes, Perd el teorema (1.1, 1.} ens diu que tenen
especires diferents. Aixf r, ne pot ser exhaustiva,

FPer a r valdria una demostracité semblant si haguéssim
tractat EM{O) com a algebra i vist que el seu espectre estd redult a
un punt, Perd podem denar altres demostracions:

1.- lgual que abans, si ro fos exhaustiva seria un isomor-

fisme topoldgic, Aleshores, per a cada x, Itaplicacio

("0} ey 1)

seria una forma lineal continua a EM(O). Tenint en compte com és

e! dual de EM{O) ( apartat 3.1.), hi ha una successid bn{x) t. q.

I/n

sup (b bl M2, 0= 2 o1 b 0 vreE
n n

M "

. - n n
Si especialitzem a f{x)=x trobem que bn{xlz x /nt ., Llavers, la

primera relacid anterior dbona gue

M
mn
X sup < o0 .
n n!
que contradiv la segona hipdtesi,
2, - EI teorema {3.2.1.) &s també& vd!id en el cas gquasi-

analitic general, de manera que

A, (0 exp 1= A (A (BY)
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&s una condicid necessiria per a que o sigui exhaustiva., Veurem
gue aixd implica que la classe &s analitica i haurem acabat: utilitzant
(3.10.3.}, podem escriure

Ay Ao Acn

per a una constant C. Aleshores dedufm que
expt £ A )M(Ct},

i per (0.2,1.}, EM &s analitica.

Aixi r tampoc pot ser exhaustiva. //

El teorema (6.1.1.) planteja el problema de caracteritzar
dtalguna forma Im "o en el cas q.a. no analitic : com ha d'&ésser una
successido a= (an) de EM{O) per & que existeixi una féEM t. Q. f(n](0]=
8. 2, sembla ser que Beurling { no publicat) va r‘e;ofdre aquesta
qliestié pel cas Mn= (n log n}n { veure {11]) perd no hem pogut trobar
el seu resultat ni molt menys esbrinar els seus metodes. A part de
les dbvies condicions necessaries que (2,1,1.) proveeix, només po—
dem donar una condicib que no és, tanmateix, una soiucid satisfactdria
del problema { [20) també conté un resultat en aquest sentit}.

Podem pensar que el dual de EM(O} s el subespal HM{O}
de HM de les F t,q. |F{z}l =0f lM{ Clz])). Una successid a=(an] de

EM{O} &s un funcional

H(0) ———— @

—_— ) n —
F(Z}-an{lz) —2 8 b
Com que EM és reflexiu, a€lm ro 5i i. només si aquest funcional es
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pot estendre continuament a HM i com que HM(O) es dens a HM af
coentenir els polinomis { estem en e! cas qg.a.), si i només si aquest
funcional &s continu quan HM(O) porta la topologia induTda per HM'

. . 1zl
Per tant han dlexistir C >0 i k que domina tota AM{—E—) exp rllm z] t. q.

|Fiz)]

‘Z_anbnléc sup —
z kiz)

per a F(z)= an“z}n de HM(O}. Fins i tot, com gque els polinomis

son densos, és suficient d'imposar aixd als polinomis.

{6.1.2.) Proposicid. - Una successib a={an) és a la imatge

2 - N - . Z‘
de N si i només si existeix k(z} que domina totes les lM(L—}E exp r!lm z|
n
—_— ke
i existeix C »0 tals gue per a tot polinomi P{z) =2 bk {iz})
: k=0

lp(a)]
Z_ab(_éCsup——— .S/

k
k=0 < z k{z})

Fixem-nos que aguesta condicid, per a P(z)= z , és equi-

valent al fet aeEM(O).

6.2, - Les imatges local i puntual en el cas na_quasi-~analitic,

El problema &s el mateix gque en lNapartat anterior, perd
en el cas n.q.a.. Trobarem condicions suficient‘s, necessaries per a
que les aplicacions rys o siguin exhaustives, Les condicions que
trobem sén molt semblants a les obtingudes per Ehrenpreis ( seccid

X, 3 de [11]) perd creiem que d'una demostracib molt més clara.
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{6.2.1,) Proposicid. - "o exhaustiva = " exhaustiva,

Demostracié. - Si fek, (1), hi ha f_e¢E t.a. £
(n)

1=ty

i fJ_e EM t. q. fin}( 1)= £ (1), Aleshores, la funcibd que &s igual a

f_ per a t£-1, a f;_ per a t3» 1 i é f per 2 -1£t21 exten f//
El seglient criteri &s una altra forma d'escriure un cone-
gut teorema sobre epimorfismes dlespais de Fréechet :
Proposicid, - Siguin E,F espais de Fréchet | wE —F
lineal continua. u &s exhaustiva si i només si Imu &s densa i
{ker u}o c Im ut.
Demostracid. — v &s exhaustiva si i només si Imu és densa
i Im ut &s debilment tancada a EI{ veure [48] ). Com gue Im ut és

1
o . t
dzbilment dens a { ker u)” i aquest &s débilment tancat, dir que Imu

. e s . . t o
&5 dibiimeni tancada &s equivalent & dir que Imu = {ker u) . //

En el nestre cas, &s clar que Im r‘1,lm To sén densos ( ja

que Im r, conté els polinomis i Im Po les successions quasi-nul-les),

1
Aixi tenim
) ; 0 t [1]

n " exhaustiva equival a { ker rl] < lm "y

. o t
n ro exhaustiva equival a ( ker r-o} c Im o i,

t . . .
m r‘1 és E.:v\(” pensat com a subespai de E! i el mateix

M
("](0]= o

podem dir de im r':). Telker ro)o si T{fl= 0 sempre que f
W ; utilitzant (4.0, 2..] , veiem gque (ker r‘O)o consta de les ultradistri-
bucions T tals que supt T={0}( &s a dir, si supt T='f0} , T &s limit
a Ei(d de combinacions lineals de S(n}, sense que aixd contradigui

ta nota al Teorema 4 de {407 ). De fa mateixa forma ( ker'r‘1}‘Dl &s bMespai
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de les ultradistribucions T amb suport a f-l,l] .

Calcularem fes imatges per ia transformacid de Fourier
dlaquests subespais de E;\l’1 de manera que poguem treballar amb espais
de funcions enteres,

t v, . .

Per a Im rl s Im Mo €S immediat: es transformen, respectiva~
ment, en HM{I),HM(O}

HM£1}={FGH/1F{2){=O{ XM{OIZI) explim z{ }]

(1)
H o Fer/ [Fla) ot A olm} .

-~

[o]
Per a (ker r]) cal saber expressar en termes de T el fet que

supt Tc[—?, I} . Suposem doncs que T EEf!vi i que supt Tc:[—‘!, 1}.és

< f
ITi<ce 0, feE,
per a uns certs C,;r, &£ . Per a cada o sigui hS‘EM tal que hg =0

per a lx]:;IL% i h{ =1 en un entorn de [-1,1]. Aleshores, com que

f=fh¢ en un entorn de [~1,1},

fTni=lTer njsc P (F15) .

= i fhe)s hiJ.
Ara, fhg=0per a Ixb1eb @ b (fhg)s Preg.e (4P s ¢ /ol s ¢ /oY)
Dtaquesta forma, si supt Te[-1, 1] existeix£>0 i per a cada $20 hi ha
c(®}>0t.q.

£ 5 f feE, .
T} £ ct®r oy ¢ 0, feEy
Reciprocament, si aqueéta 2s certa i {-1,1]asuptf =g, agafant

s <d{[-1, I},SUpt f}, hom troba que Tif)= 0. Aixb ens diu que supt T ¢

c[-l,l] si | només si Tg ERA{H-S} per a tot S)O { amb la precisid que
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~

£ no depdtn de $ ). Tenint en compte la caracteritzacid de E!\'d{uﬁ}
com HM(‘ILS) { teorema {0.3.1.} ), tindrem:

1
(6.2.2.) Proposicid,- Una T F.EM 18 suport a [-1,1] si i

només si hi ha £> 0 tal que per a tot 5> 0 és

{2) ) \'P{z}\:o( kM(—I-:-l} exp {1+8) |Imz]) , zea

i té suport {0f si i només si hi ha €> 0 t.g. per a tot §> 0 &s

) ITA{"’[“’{ le%l) expblimzl }, zea . //

Definim hM(l}, hM{O} com els espais de funcions enteres
que satisfan respectivament {2}, (3}. El nosire problema queda ara

plantejat de la forma seglient;
!

n Ty exhaustiva equival a hM{l) C_HM(I) n

{4}
" hausti ivai t, {0} 4 ju
r, @xhaustiva equivai a n (] c M{{}}
amb els espais definits per {1},(2), {3}
1l[1ustra pensar en un cas semblant, ei de E : ef paper que
tzi .
per a EM fan els pesos )M(-—-) variant £> 0 ho fan per a Eels pesos
&
(Iszl)m variant meN. Per exemple, el problema de si o és exhaus-—
tiva { el teorema de Borel} &s equivalent al problema: donada una
funcid entera F t. g. per 2 un m és
m .
IF(Z}I =0 { {1+]zl} expgl Im z])

S m . . . . .
Mo, és ]F{z}l =o{{1t|zl} }, &és a dir, &s F un polinomi 7. Ajxd
és [5]1(6.2,13.), Doncs igual que aguest resultat de Boas, ens basa-
rem en estimacions fines de la creixenga de les funcions enieres que

apareixen,
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- ipcit 1Y i h
6, 3. - Nova descripcid de hM{ )i M(O}.

El que volem fer &s obtenir una descr‘-ipcié de hM{‘I') i
hM(O} en termes similars als que tenim descrits HM(I) i HM{OJ, és a
dir, en termes dlun Lnic pes { fent fora els $ a la definicio de hM(I),
hM{O) ). Comencem per definir aquesta unicid pesh,

La funcid leg }M{lt[) &s una funcid contfnua de t i és
dat/ 'I-l-t2 ~ integrable segons ia condicié {(¢) del teorema {0.4.1.) de

Denjoy-Carleman. Podem considerar doncs la seva integral de Poisson

$00
1 Iyl tog )M{Iti)
_ =% dt , z=xtiy, y£ 0,
T {t—x)"% v
—w .
que &s una funcid harmdnica de z a ambdds semiplans | t&é valors

frontera log lM“t[)' Definim, per a y# 0,

- 40
i tyl tog A (00

{5} dM(z}= expd — ———— dt , Z2=xkiy,
T {t=x} & ¥

i la considerem estesa a R per r:(M{t)= }M{itl),Aixf O(M &s una
funcid continua al pla complex que extén lM{[t{} i t.a. C{M('z')= O(M(z},
Tambg, és.immediat de comprovar que dM{—z)= O(M(z}, és a dir, o(f\-;i
gueda determinada en el quadrant x3 0,y>» 0. Necessitarem les estima-

cions contingudes zls lemas seglents,

Lema, - { acotacib de _ﬁ).— Per a tot S 0,
¥

(6) A, (2) =0 ( A (2Ix() exp Slyl ), z=xkiy,v# 0.
Demostracid. - Es suficient de fer~ho per a x>0, y% 0,
Fent el canvi t=xtu a {3},
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40
¥ log

A (ki)

log o, {2}= —— due =
2 2
M T u 4+ v
—0
+a0 400
vy [ 1eg A, lxitlud v [1ea A f2bdiklog A (2l
£ — > 3 du ¢ — 5 5 du ,
T u b oy T u by
- -}

on hem fet servir la relacid lM{sLt)fk{ZS} lM{Zt} { veure (3. 10, 3. ).

o0 )
y dus y | log leﬂUU
log O(M{Z)_{-Iog )\M{lel) — = P — du =
T Uy ™ U o+ oy
4ob - bt
Y log lM(ZIui}
= log lM{Zix[} S I ———— du
T u +y

~dly
Liavors és suficien de veure que Vo o,

+ ol

v | tog lez[ti)

— -—-—Z——-E--—dt=o(1}4-gy.
T t &y
—ot

El terme de Hesquerra &s el valor en el punt z={0,y} de la integra!
de Poisson de la funcid continua log 1M(211H . Hi ha una acotacid
{{29] pg. 232 lema 3 ) que diu que si v &s la transformada de Poissan

diuna funci® continua u , aleshores per a cada 3 0,

,
1z]
\u(z)\ o1} +$

b4

En el nostre cas z={0,y} i aix{ acabem la demostracid del lema. //

Lema { acotacid de XM }.- Per a tot £>0 tenim

{7} XM{t) = 6{ exp gt}
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. .
Demostracio, - Es conseqli®ncia de la relacio

vilida en el cas n.q.a., que varem demostrar a la nota posterior a
(1.2.3.).//

Necessitarem també& el teorema segllent, degut a Nevanlinna
( teorema 6.5. 4. de {S5]o teorema 5 pg. 40 de[29] ) :

(6.3.1.) Teorema.- Si F(z} &s una funci® holomorfa al

semiplad y >0, continua al semipla tancat y20, els zeros {zn] de F

al semipla obert no tenen punt dtacumulacid finit i

(8} o = lim inf . log M(r) < o0
r—sc
0
log " |F(8)]
{9} —_—— . dt £ oo
1 I-'(2
- 00

{ acl M(r)= sup(ll:{z}'; lz}=r, Im 23;0} ), aleshores

400
X - z/ z | v log | F (1)
{10} |og|F{z)!=Iog ﬂ Em— | - — dt + cy,2z=xtiy,y> 0
n=11-2/ z T ) {tex}Thy
~c0
2 &
-1 ig
on c=Ilim {—)} r log IF{'r‘eI )‘ sinB dB ., Tamb&, c=4 o /1T,
r—wt T /
0
{ Nexisténcia de ¢ i la convergkncia del producte i la integral formen

part de les conclusions del teorema).//
Ara ja podem donar la nova descripcid de hM(I), hM(OJ :
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{6.3.2.) Proposicié. - Una funcid entera pertany a hM{l] si

i només si hi ha £20 tal que

{11} . |F(z}|:0(O(M{—ze—-}exp[|mzl],ze.(r
i pertany a hM{O) si i només si

' . z
(12) F{z) =0{ O(M{ E_)}

per a un £ 0,

Demostracib. - Comparant (11) i (12) amb (2) i {3) veiem
que la suficiBncia &s conseqlitncia de !lacotacid (6). Vegem ara la
necessitat { ho fem només per ‘a hM(U éssent Igual per a hM(OJ ).

Sigui F ehMU), és a dir, existeix £>01t.q. W80,

(13} [Ft2)| =0« 1M(-l-z—|}exp“¥$)|]mz|}, Z€T,
- 8 - .
Segons [7), XM(%—l- =0 ( exp%[z[) US>0, de manera gue

|F(z)| = © { expblzl exp (145 ) Jim 2|},

per a tot $>0. Aplicarem el teorema (6.3.1.) a la funci®d G(z)=

=F{z) exp iz, Per a Imz >0,
|G{z)|=]?(z)) exp -|Im zl‘—— O exp&zt exp%llm z| ).

Per tant, IG(Z)\ =0 { exp Zﬁlzl) per a tot 520 alIm z 30, Aixd significa
que (5 és de tipus exponencial zero i que satisfh per tant (8) amb

oH£0, Per a teR, (13) dbna

{14) letl=1Fm)] = o )M( '.i) )

¢
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i G també& satisfd {9) { estem en el cas n.q.a.). Per tant, per a y» 0,

40
n -2/z | tog |F(1)]
log |F{z)|- y=log IG(Z)‘=Iog — — di + cvy.
n=1 ]_Z/zn T} {t-x) &y
—d0
1-z/zn |2-2 |
Ara bg&, cs4ad/1T=20 i = <1 si imz, Imz » 0, Conclufm
- — 1]
I—z/zn |z-zn]
doncs que, per a y» 0,
420
y log | F (1)]
IoglF{z}lf-——- —=3 dt + v

iES {t—x) Ly

-

Si fem el mateix amb la funcid F(-2), trobem que per a ya(,

10
I l -y Iog[F(—t)I
loglFi{z){¢ — | ———— dt - ¥
™ | (exPey?
—o0

i amb ef camvi -t=u trobem gue en general, per a y;é Q,

{0
| teg[Fo
(15) log [Fizl ¢ — | ———gpom ot + Il
1L {t-x} +y
- o
Ara, per {14), 'F{tlléc 1M{L£”_- i { fent el canvi t=fu a la integral)
400
lyl log Ct log 1M{|—“—
log [F(z)|¢ — — gt +fy] =logC & |yl &+
T Ctex) oy
-~
4ol 300
Iyl [log A (Iub) v/el [ tog X fiub
+ — : du = log C & |y} + — du
2 2 x 2 2
T [(Eu-x)ty T ) H%—)
—-ag —al)
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és a dir,
\F{z]l £C o (-E—} exp [Im zl
Mg ’
per a y£ 0. Per a y=0 aixd ja &s inclds a (13) puix qM(t)= )\M{ltll.
Per tant, F satisfh (11} i la demostracib &s aixf completa. //
El problema coriginal ha gquedat redult, mitjangant (4} i
la proposicié (6.3, 2.) a! seglient: tenim

HM{I }={Fe H/|F.{z}|= of :\M[O[zl) exp | tm z})}
H,,(0)={F € H/IF (2)}= Of XM{o|zl)J}
(16)

h {1 }={Fe H/IF ()= Of & (02} exp |Im z| )}

h 0={|=e = }
i) H/\F(2)] = of ¥, (02)
i busquem condicions necesshries i suficients per a que valguin les

inclusions h (1) eH (1) i h [0}eH (0}
inclusions le le (VALRERLERLW te Vikts

6.4, - Lna condicid suficient.

A la vista de {168} &s immediat el resultat seglent:

(6.4.1.) Teorema.- Una condicid suficient per a que

P EM—)EM(I] , o EM—) EM{O)

definides per r-I[f)=f r‘o{f)=(f[n](0}) " siguin exhaustives s que

If-1,1] °
(17) ®,z) =0 ( A (olz))

on Q(M estly definida per (5). //
Més endavant analitzarem si aquesta condicid es compleix

en els exemples més impoftants,
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6.9. - Condicions necessaries.

E! que segueix esth fet per a r_, perd el mateix metode

1
val per a . { fins i tot es simplifica en alguns punts)
Suposem doncs que hM(I)cHM(IJ, és a dir, hM{H = HMU).

Aleshores, aquest &s un espai de funcions enteres en el qual hi

podem posar dues topologies : la inductiva de les

| Fz)l

I l=”I = sup
£ AM{L:'_IF} exp!ln‘l Zl

i la inductiva de les

[Fiz)

el < suw
£ z
q’Nil(-E-—) expllm z]

1 2 . . .
Posem hM{l}, hM {1} per designar Despai vectorial topelbgic corres-—

ponent, Posem també&, per a i=1,2
i i
hyt1se)={ Fer/ {IFll <o §

i * - C. - .
Cada hM(I,E) &s un espal de Banach i per tant les dues topologies
son topelogies LF. També les dues sén més fines que la topologia
de la convergdncia puntual, Fent servir una vegada més el resultat
de Grothendieck ([15]) segons el qual sobre un determinat espai de
funcions només hi ha una topologia LF més fina que la de la conver-

i i 2 . .

gtncia puntual, coencluTm que hM{I)=hM{IJ com a espais vectorials

topoidgics. En particuiar,
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2 id 1
hy {1} ———— b {1}

&s continua, és a dir,

2 !
th,S) — hy,(1)

&s continua per a tot $> 0. Per un altre teorema de Grothendieck

{[15] pg. 148 ) hi ha >0 tal que ha(l,g)ch:ﬂ{l,s) i

2 1
hy(158) Smmmmy h {1,€)

&s continua { com a espais de Banach). Aixi, per a tot 3>0hi haE» 0

i C»0 1als que

- | Fta2 [Fiz)
{18) sup — £C sup
z lM{ig-'—] exp |Im z| z O(M{:_] exp[[m z\

sempre gue el membre de la dreta sigui finit., Aixd ja es wva sembiant
a la condicid (17): si existis una funcid entera F t.q. lF—‘(z)I =

= G(M(z} exp \lm zl aleshores {18} per a S=1 i aguesta F ens donaria
que la condicié suficient {17} &s també necesshria. Es clar que una
funci® com aguesta no existird sempre, Ara bé, cada F que trobem
ben adaptada a {18) ens donarl una condicid necessaria.

Suposem que tenim una funcid entera F tal que:

(@ [Fm| =0 ol , ter

(b) F &s de tipus exponencial zero, és a dir,lF{z}]=O{exp£fz| }

VE€30,
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F estarhd a les condicions del tecrema (6.3, 1.) doncs {a)
implica {9) i {b} implica (8} tamb& amb o £ 8 . Aixi, {10) &s vhiid per

a F I Imz 3y 0. Definim

400
Lyl log [F{1)]
(z}=exp{——-— dt} per a Im zg¢ 0
FF 1T (t-—x)z + yz
—ot

P =) ={Fl.
De la mateixa forma que hem obtingut {I5) a2 la proposicid (6.3,2.)
{ utilitzant que c£0 i gue {z—znl<|z—2n] per a Imz,Im zn>0 tant per

a F{z) com per a F{-2) } obtenim que
{19) {Fiz)] € pta)

per a Im z# 0 { hom pot també obtenir aixd utilitzant un principi de
Phragmén-L indeitf), Després, (a) implica , igual que a! darrer

pas de la proposicid {6.3.2.), que
20 =
(20) Pefe) = 0 (& (02)).
Analitzant la demostracid del teorema de Nevanlinna {6, 3, 1,), hom veu
que la convergencia del producte
oo

1-z/z
$iz) = n___“’n»

n=l 1-z/ z

Itassegura la converg®ncia de la sbdrie "SF— Ilrn ‘I/Z”[ . Ara bé, aixd

implica no sols la convergéncia del producte al semiplh y» 0, sind
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la convergéncia uniforme de ¢(z} sobre tot compacte que no contingui

cap zn. Aixd ens permet de definir una nova funcié entera
WF(Z)= ={z} ¢(z) exp icz exp -iz ,
{ aquesta ¢ &s la de {10} }, de manera que
\wF(z}‘le{z}lkp{z}l expeCY exXp ¥ .
. o ~1 .
Si Im z>0, com que (10} stescriu ara lF(z}]:FF(z)Idp (z}[ exp cy, tenim
in(z}! = (’F{z} exp y.

Si imz<£0, és M){Z}I(I puisz-Ean—znl i també exp-cy< 1 dones

c<0,ve 0, Aleshores, IWF{z}i f[F(z)l exp ¥ i amb {19}
[we(2)f€ P o(2) expy.
Finalment, si Im z=0,
we]= [Fw] = P

En resum, W &s una funcid entera tal que

TN

(21) |welzd] ¢ Pota) emy, wzeC,

{22) \WF(z)[ FF(z} expy siImz»O0.

Per {20), PF{Z):‘Q A “M{Bz} i aleshores {21) diu que (18) per ag=1/8

i W te el membre de la dreta més petit que A. Per tant,
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fw (2|
SuUp IZI|: = CA
zeT XM(—E—) exp | Im 2|

per a uns certs C,£ , és a dir,
lw {z}ISC A (---—IZI } exp|im z' Moz,
F M" g !

Si especifiquem a Im z >0, per (22)

12|

FF(Z]‘.‘. c lM{—E—) ,

per a Imz>0 i com que FF{z]= PF(Z}, per a tot z, Resumint, hem
vist gue si una funcié entera satisfh (a}) i {b) , aleshores PF(Z] =
=0 ( A0k ).

Comencem ara a aplicar aixd a F concretes. Primer ho

apliquem a Fi(z) =}.[M(z) = % zn/ Mn . Que/MM satisfa {z) és

immediat (/uM i }\M sén de! mateix ordre )} i {b) &s conseqglitncia

de la desigualtat [M, ()] € m (121}, del fet que u, i lM sén del

mateix cordre i de (7). Hem arribat a

{6.5.1.) Teorema,- Una condici® necessiria per a que

o i r‘o siguin exhaustives &s que
4ol

vl log | M, (0]
(23} exp{ —— ---—-—-{-;—-—-—2— dt}y =0¢( lM{ olz|) ),

T {tux) & vy

tn e
on /uM{t)z .2_ — i

n%0 Mn

També es - pot agafar qualsevol funcit obtinguda de/{lM
suprimint termes., Per exemple, si EM(ZJ=/UM(Z)L/UM(-2}, obtenim:
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{6.5.2,) Teorema,- WUna condici® necessaria per a gue

o i TS siguin exhaustives &s que
100
1v log B’M(t} A
{24} exp{— | ———— di } =0 ( A (0lz]}),
I {t—-x}" Ly
-0
t2I‘1

on HM{t} = Z

>
n20 MZn

4

Les condicions {23),{24) sbn més fluixes que la condicid

suficient {17), Aixd es veu mitjangant la definicid {5) i les relacions

| (0]« sty = 2 X (i)

(25)
LRI lMtzit\)

6.6, - Condicions necessaries i suficients,

Quan alguna de les relacions (25} sigui certa en sentit
contrari tindrem una condicid necessaria 1 suficient., Per exemple,
aquest és el cas amb la pres®ncia de la condicid (5} del Capital 2.

Aquesta era equivalent a

1
M -

2n
{26) sup { % ' 2 e
n Mn

. . n 2
i aleshores, si M ngH Mn , de AM( t) 21

2
2n — 2n
1 (VH t)
kanfljutnﬂup € sUp ———— e ¥ T 1),
n Mn. n M2n "
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Aixi, si val {26} és AM{MJ =0 (¥, o), &s a dir,1a

segona de les (25) es potgirar" , Per tanl, podem enunciar: .

{(6.,6.1.) Teorema.- Si es compleix {5) del Capito! 2

o equivalentment (26), les conditions segllents sbn equivalents:
{a) P és exhaustiva.
{b) e &s exhaustiva.

{c)

100
vl log )\M(nl}
(17) &, (2)=exp{— | ——sm di} = O )M( olzl) ), zec.//
T (t-x)"Ly
~a

Nota. - Demostrarem ara ia segllent relacid
= < & i
Ayfl2) = otz 5 o (2) 2 o (il

La primera { que. per altra banda demostra les inclusions HM(O]IC hM{O}
i HM{I} c:hM(T) directament } voldri dir que {17) és de fet imposar .
que XMIIZI) i c(M(z] siguin del mateix ordre. La segona demostra
que {17) equival a O(M{ir') =0 'AM( cr}) , és a dir, a
o
2Zr log

{t) X
{27) expl — dty= O { Or))
T 121- r-2 M

Per demostrar les anteriors desigualtats només cal chservar que és

suficient de fer~ho per a Im z20, Re z %0, que
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464

o Q
y log lM(It?) y
o, (2} = — — dt = — ¢ k
M 1 " }2 L2 1T ) =
X Y 0 -
—o0
o0
Y 1 . )
= log 1 {t) + dt
M 2 2
™ o (t—x}zLyz {tbx} +y
1 - 1
i que al posar y=r sin® xsr ceos® al nucli vy +

(1=x)2h y% (1)l y?

hom troba una funcid de 8 que a Ilinterval 0<£8¢Tr/ 2 &s creixent,

Al darrer apartat encara trobarem més condicions

equivalents a {.17)-{27) .

6.7.- Interpretacit de ta condicid. 1

Aquest apartat intenta d'explicar com &s que la condicid
{17} &s suficient. El que ara segueix &s alhora una nova demostracit
de la sufici®ncia,

Ja stha wvist que HM{O) &s, mddut fa transformacid de Fou-
rier, e! dual de EM{O} i que la topoliogia forta coincideix amb la indud.-
tiva delsrespais de Banach HM(O,E) { apartat 3.1.}. Igual que per a

HM’ aquesta topologia resulta ésser igual a la definida per les normes

|F(z)]
IFil, = sup
ze@T kiz)
on k{z) é&s una funcié que domina totes les lM{—"—El—] (|:1 I]IAG] ).

Suposem que {17) &s certa, Interpretem aquest fet aixT: tenim la

. . \zi, . .
familia de funcions RM( —~.) i una transformacid
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X, (ﬁi Py a, {—)~exptp[)« ("" ]

{ P la transformacid de Poisson }; {17} vo! dir que per a tota funcid
1zt tzi
1 (?} de ia famflia n'existeix una altra 1 (S_) tal que

PY l (E} 1=01{ 1 {LZ-I-) }. Aleshores aixd mateix seri cert per

z
a ia familia de funcions k gue dominen 1 (-l—"':—l---l| WEY O per a tota

k dlaquesta familia nlexisteix una altra k tal que

Bt 4]
fyl log E(t}
{28} exp | ——— dt =0 ( kiz} }
" T {t-x} by

{podem pensar que {28) &s una altra forma dlescriure (17) }.
A HM(O} hi podem considerar també& la topologia definida

per les normes

=]

“F”'k = sup
el  ki{x}

Evidentment que “F";< ¢ “F”k . Donada k, considerem k com a {28);

per a FeHM{O} tenim ( igua! com demostrarem {15} per a F eHM(I} } que

1
byt log |F 1]
tog {Fz) ¢ — | ——— dat .
T {t—x) "¢y
v
Per definicio, [Floj<|Fl; &)
' w
[yl log “F”;; +log k(1)
log ]F(z}lf — > 5 gt =
T {ft—x}" &+ y

-l
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)

. M tog k{t}
PR —_——— gt
T {t—x}zl-yz

—-al

Aixd, utilitzant (28}, vol dir que Mk 3k t.q. Fuks C ﬂFH:-;

= log "Fn

X1

per a tota Fg HM{O}. En altres paraules, la_condicidé {17} significa

1
gue la topoiogia de H_(0] estd definida per_les normes_ il {]k {en la
L)

terminologia diEhrenpreis, que Més un conjunt suficient), i, en certa

forma, cencentrada en l'eix real. Amb aquesta interpretacit de {17}

hom pot donar dluna forma més constructiva una demostracid de ia
suficigncia, Repetim MNargument emprat per a deduir la representacib
{19) del Capito! 0: una aeEM(O} &s un funcional linea! continu a

. . s . {z}
HM(O} i per tant hi ha una funcid k{z} que domina totes les AM(E—)

tuna CY0t, q.

|, milecliFll, . Fenyo.

Per Hahn-Banach, aquest funcional extén a Itespai de les funcions
continues f(t} t. q. lf"(l)\=0 (k{t}} 7 per tanlt existeix una mesura acotada

/“ a R tzl que

Fit)

{a,F} = dult)

k{t} /

R

per a F eHM{O). Si '1'n és la forma lineal contfnua que aplica

fe N
a= (an} sobre a ., és Tn(z)= {iz) . Adxi,

{6.7.1.) Proposicid. - Si es compleix {17}, per a tota

successib a=(an) de EM(O} existeix una mesura acotada/u a Ri una
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t
funcié kit) que domina 1M('l§_} WYEXQ t.q.

(it
a_ = —_— duft) A
k{t} )(
(i

Ara &s faci! de demostrar lexhaustivitat de.r‘o: donada

a QEM{O} i si /A, k son com a la proposicid anterior, definim

fx) = | e duit}.

Com que ara M &s una mesura acotada a R, t& sentit aquesta definicid

i feE, També { com després de la representacid {19) de! Capitol 0)

(it)n exp {itx}

#Mpq) = — G0
R k(t)
En particuiar, f{n}{0}= a, f(n) esthd acotada a R i
n

' (el
] 2 all sup —

t Kk{t}

st A= ce) ko,

n
o (e} /&) /e
| f{n}"znf- u/.u £ sup ..'____,_:u/uuc(g;g“ S
; K{t) t AMf[tl/E}

= lull cte) " m

demostren que f e EM .
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6.8, - Exemples.

Abans de considerar exemples concrets cal una observacid
de caracter generai. ] és que el fet que lM compleixi la condicid
{17) &5 equivalent al! fet que una funci®é del mateix ordre gque lM ta
compileixi (si a la formula {5) que defineix O‘M sustituim lM per una

del mateix ordre stobté una funcid del mateix ordre gue O(M) .

{a} Les classes de Gevrey . En aguest cas ,\M(t} és del
. 1/ - .
mateix ordre que exp! {ho veuriem de la mateixa forma que a
ltexemple de Il'apartat 3,4.) i dtacord amb Dobservacid inicial podem
/e

pensar gque AM{t) = exp 1 {fixem-nos que aixb &s congruent

amb la condicid {c} de! teorema {0C. 4. 1.}}. Ara !

{ Iyl f*w i_t!l/d )
O_’M(z}=exp1—} e dti

2
I7 {1=x}" % ¥
-0

i un chlcul per residus dbna gque

o (=]
of (z) =exp{ r'-tf {cos 2 + R, sen -——}}
M o
of of
. . 1> -
ohn Rc{ &és unz constant i z=re {fixem-nos que quan & — 0

o
{z} —y exp rl/ = 1 {r) com ha diésser}. Llavors
o M M

dM(Z} £ exp .{ (1L Ry) r“/‘}

1/
i com lM(lz]} =exp r / es compleix {17}. Per tant, tenim el seglient
teorema { aquest &s el resultat demostrat a (to], (35], per altres

m&todes) ,
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«
{6.8.1.} Teorema, — A les classes de Gevrey Mn=(n!}

amb d>1 les aplicacions r i r sdbn exhaustives . [/

2 .n . s
b) Mr_1 ={n log n} . Per a aquesta suctessid, {que déna

! i p
lloc a una classe n.d.a. doncs Z —7m & e < % ), és
n Mn n nlegn

t 2 2 ’
M o— {2n log 2n} Iog& 2n
2n.n
2 .2
Mn {n log n} leg' n

i per tant es satisfa fz condicid { 26 ), de manera que, segons
{6.6. 1} la condicié (17} {o Hequivalent {27} ), &s necesskria per a

que r A siguin exhaustives, Amb un ciicul semblant al fet per a

I!

n .
Mn ={n logn} al darrer aparitat del Capito! 5, hom troba que

(1) = exp

5
log t

&s una funcid del mateix ordre que AM{t) . Per no tenir problemes
t
at= 1, posem f{t} =exp {————) que continua essent del mateix
thiog't
ordre. l_a condicio {27 } amb aquesta f en ilac de XM sltescriu

=)
2r t dt Br
exp €A exp —mam——
- 2
T o {H-Iogz t} tZL r‘z H-log Br
i prenent logaritmes
-
2 rtdit Br
—_— £ C )
5 %
T 0 (H-Iogzt}{tzi-r‘ } I&-longir
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dividint per r :

w0
tdt c B

2
- )
™/, (1tiog2)(3%e r ) r 1+ log” Br

fem el canwvi t = ru a la integral

)
2 u du C B
_— £ - 4 ;
T o {1+ Iogzr‘u)(‘ll-uz} r 1 Iogzsr‘
e 2
multipliquem per Iklog” Br (per r grans}
it 2
2 t 4t 1+leg Br
— 5 £C —eu— }+ B
T 2 141 t '
c {1+t5) (___0_9%5__} rot
14+ iog Br
¢
Les funcions gr{r} = 3 tendeixen puntualment a
2 t+io rt
(1465 (=228
1+lcg Br
t
: . 14 Iog2 Br
la funcid 5 QUar I =—ag | COM QUE ———r— 0, tenen
14t n R

1

integrals acotades. EI| lema de Fatou implica gue és integrable

; H-tz
i hem arribat a un absurd, Aixi, {17} nec es pot complir en gquest

cas i tenim:

n
{(6.8.2.) Tecrema.- Pera Moo= {n Ic>92 ny, r.ir_ ne

sbn exhaustives, //

s n
{e! mateix seria cert pera Mn ={n Iogp r} amb p%2} .
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6.9 - Precisions del teorema de sintesi espect_r'af del

Capitol 4,

En aguest apartat veurem que la hipbtesi (10} de! Cap. 4

amb la qual hem demostrat la sintesi espectral implica (17); aixd
ens permetrd de precisar el teorema de la sintesi espectral.
Recordem que m_ = Mn/Mn , per a nxi1 i que nir)
és e) nombre de mn que sdn < r ., Posem
M =1
(r) = tog A (r)
Aleshores, {veure [30] o [40])
. M JiS r
Mir) = sup 2 log r - log ki = sup 2 log w—7
M
n%, 0 qg=1 q=1 nz 0 g=t mq
i el suprem stagafa per a n=n(r}). Podem escriure doncs
n(r) r r r r.n(u)
Mir} = 2 log — = log — dnf{u) = du
Ld
q=] q 0 o
Dtaquesta,
er er
n{u} du
{29} Mler) 3, - du 3 nir) = nir}
u u
r r
dm nir}
j = . Basant-se en aguesta Gltima, hom pot veure {[30])
dr r
lag AM{” Mt}
que la convergdncia en @ de —_— dt = 7 dt i

t 1
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nit}

dt sbn equivalents 1 impliquen que

M(t) n{t}

{30) lim = 4] = lim
t
t5e0 t ~balz
Ja hem vist que (17} é&s equivalent a {27) . Com que

només importen a {27) valors grans de r {a podem escriure,

prenent logaritmes, sota la forma

o
r M{t)
3 PR =
(3n tzL rz dt O (M(or))
4]
Ara bé,
|
r r 1
[ P Mit) r { 1
P& MY d = hAlP]) du
J 121- 2 s e tzl- 2 t ‘ '} 1+ u2
0 r 0 " 0
r
és a dir, ja &s Q(MDr) ) ; per tant (31} é&s equivalent a
4]
r Mt}
———————— = L
z—s— dt o (M{Cr))
t +r
~
2 2
t &P
‘FFinalment, com que 15—-2-—-- £ 2 per a t»r, aguesta é&s
t
equivalent a
o0
r Mt}
t
r

Ara calcularem explcitament {a integral de (32). Integrant per parts,
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com gue —— = )
dr r
0 © d
M1} ML) n(t)
— d = - —_ L
t 5 dt
t t t
r r r
i emprant (30),
0 o
Mit) M{r) n{}
5 dt = + 2 dt .
t r t
r
Posem p = n{T} ; mp_{r Z mp“ . Ara
o m m
1% ki
Mt} Mir) P [+ - l k
— = L — dt 2 —_ =
t2 dt - tz dt + t2 dt
L
) r kaptl m,
M(r} 1 1 — 1 1
- bp (—- Ve P K (e - )=
r T Mo k 5 ph1 Mo Murg
M{r} nir) 23 —_ 1 1
- + - L2 K (o = ammm ) =
k
r r mp“ ;PH m_ LU
Mir) n{r) —_ 1 Mir}  nir] = M,
= + L 2 —_— = + L 2 i
1 -
r r kypki Tk r o kynlr) ikl
o}
r M(t) = Mk
AixT — dt = M{r}+ n{r) e _;‘ , | utilizant {29},
r ! ' k> n{r) Mkl-l

arriben a que [17) és equivalent a
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M
(33) F 2 K Lo(mor)).
k nfr) Mkl-l

Per. (29), la condicit {10} de! Capitol 4 implica {33) i per
tant (17} i Co &s exhaustiva. Veurem quines consegliéncies té aixd
per a. la sir'_ltesi espectral.

Abans observem, perd, que {33} tamb& implica (10) del
Capitol 4 si M(r) T n{r) sén funcions del mateix ordre, HWna condicibd

suficient per a aixd (Him és

n n rd-1

(34) M1 & © M
per a una certa constant C. En efecte: si m ¢r« anJ, &s n{rl=ni
Mlr} = n log r- log Mn de manera que

i) log r - log M]/n.a fog Tt log Mn“

= g - -
= 7 Ll?
n{r} n Mr" n M

roman acotat si [34) &s certa, Per exemple, les (n! }b‘ amb «>1 satis-
fan (34). En certa forma, doncs, gairebé sén equivalents élO} del
Capitol 4 i (17).

Ara ro s exhaustiva. Ens posem en el cas que EM sigui
I.m.-convexa{ que &s el cas que originalment ens haviem plantejat),
Per exemple, les classes de Gevrey sbdn |.m, -convexes, ( apartat 1,2.)

EM(t}) &5 una algebra amb el producte { que fa de r, un

merfisme) seglent: si a= (an) i b= (bn}

(M a, b

(a. b}n = k X ‘n-k

n

k=0
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{6.9.1.} Proposicid. - Si EM &s invertible { en el cas
n.q.a, és equivalent a |, m. -convexa, apartat 1.3, b, EM{G) és una

algebra local, Tntegra i amb ideal maximal M ={a/ a°= 0} principal

PN\ kL
ST = fof
Demestracib, - Veurem que si aof 0, a é&s invertible, Sigui

{n}

fEE  ta ro{f)= a, &s a dir, { {0)= a_ . Com que f(0)= a, £0, f no

: -1

slanul-la en un interval [—r',r-]. Aleshores, g =f € EM{P} ja que

EM{P) &s invertible { apartat 1.3.}; ara, b ={ g(n}({}} } &s un invers

per a a. Aixd demostra que EM(O} &s local amb ideal maximal 1 .
N ,mk P ; k

Quell ={o} &s immediat doncs ¥ ={a/ a=..... =a .= 0.},

M &s la imatge de {f/ f{o)= 0} per r i aguest &s principal doncs
si f{0)=0 &s f{x)= x g{x} amb
1
ag{x} = | f{ix} dt
O
Per tant, m és principal, Que EM{O) és integra és immediat doncs
EM{G) &s isomorfa a una subligebra de les sdries formals mitjangam
ta v la /xt). //
Per un teorema general dtilgebra commutativa { veure [1}
problema 4 pg 99} EM(O} &s un aneli de wvaloracid discreta i en parti-
. . k
cular 1ot ideal de EM(OI propi és un deis 1’1’1
Sigui 1 un ideal de EM. Posem

rl EM —-)EM(O)

f—— f{n}(x}.
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La component primiria [)< de | a x é€s r‘;] " {i1) . Com que r-x(t}
és ara un ideal de EM(O} al ser r exhaustiva, hi ha ne€N ( aceptem

n
el valor = per a n}, t.q. r'x([} = i aleshores

L ={ £/ f{k}{x)=0, 0 ler n}

Dfaixd en treurem unes conseqlidncies:

a} Caca 1_#&s tancat i h(l } ={x} . Aixt, 1, &s un ideal tancat
primari { &s a dir, contingut només a un maximal), Suposem que J
&s un ideal tancat primari & x, &s a dir, h{Jj=ix{ ; com que h{J) “—‘ij
J>P{x) perqut &s e! minim. Ara J3li J>P{) donen J2 Ix . Per tant
podem enunciar el teorema de la sintesi espectral sota la forma:

{6.9.2.] Tecrema.- Suposem que E, &s no quasi-analitica,

M

f.m, —convexa i que satisfa leshipbdtesis (5X10}de! Capitol 4. Aleshores,
tot ideal tancat é&s la interseccid dels ideals tancats primaris que el
contenen, [/

b} Sigui | qualsevol. Tindrem 1 :Q T £ P{x}. Perd

-1 . - .
I +P(x) = P r-x(l) €s tancat § conté | ;per tant &s lTel LP{x) i

T+P(x)}= - P{x). Aixi,

(6,8, 3.} Coroilari.- Suposem que EM és n.g.a., l.m. -

convexa i que satisfh les hipdtesis (5)10} del Capftot &, Aleshores, si |
&s un ideal de By s

‘=Q L Px) L/
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¢} Enunciarem dfuna forma més suggestiva el tecrema de
la sintesi espectral. Donat un ideal tancat, agrupem els x t.q.
p
r (1) :
e

h;)(l)={x/rx{l)cﬁ{p} = {x/ f =0, jep-1, v fei] , pEN.

hp([} = h;}(I) - R (1} per a p finit

pki

he(l) = (D).

Anklogament a khi{l} definim per a cada peﬁ

_ B iarmo i .
(kh}p(l) —{feEM/f {0}—0,3_p—¥,\.¢x\.hp{[)} .

Fixem-nos que {kh} (1) = ﬂ 1l ; aix{ el teorema de la sintesi

espectral slescriu

on {kh)p{l} és lideal de les funcions que slanulilen ai menys p vegades

alla on totes les de [ stanul-len al menys p vegades,

d) Veurem ara que el teorema {5.3.4.) és tambeé cert en
aquest cas. La gllestid A) dlaquell Capitol t& resposta afirmativa:
si b{l}) = ¢, | &s dens { &és un fet general a les klgebres |.m.-convexes,
[38] ). ElIs temas {5.3.1,) i (5,3.2.) coniinuen éssent certsen aquest
cas. Amb les notacions del lema (5.3.3.}, si f¢ EM és ortegonal al
subespai engendrat pels z" exp {i«z} que siguin a Vv, segons {5.3.2.)}
f sfanulla al menys n vegades allad on totes les de | slanullen al

n
menys n vegades { serk n=w si z exp {ixz}eV Mn ). Llavors, per c}
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o] >
f &s de | =V . Aixd demostra per Hahn-Banach, que V_ &s dens a

V. Aixi,

{6.9. 4. ) Teorema.~- Suposem gue EM &s no quasi-analitica,
1.m, -convexa i que satisfh (SH10)delCapitol 4 . Aleshores, tots
varietat tancéda \/ propia de HM conté al menys un monemi exponen-—
cial { amb freghb®ncia real} i tota F £V &s limit a HM de polinomis

Pl

exponencials, //
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