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PROLEG

Quan hom estudia gruns abeliang definits mitjan-
gant una propleftnt P {ner exemnle, zruns 2pelians de P-
torsid o P-loczls} s interessa immediatament per glies~
tions com: si A compleix P 1 Be¢ A, B compleix P 9; si
A i Btk compleizen P, A/B comnleix P ?; etc.

ﬁé lédzic fer-se les matesixes preguntes trasllada-
des a homologia, 45 2 2ir, si @ (go necessariament abe-

1id) és tal gue els seus grunps @ "homologia HnG per a

n2 1 comnleixen tots una determinads ovronietat (per exem-

nle, ser de P-torsié o P-locals) i 14 G, qué massa amb
els grups HnN ?7; ete. Per a resoldre aguests nroble-
mes cal eines més poderoses gque les ususls de grups abe-~
lians 1 aixi, cohcretant, als problemes d’extensions
s'hi apliquen técniques de successions espectrals, téco-
niques que en l-estudi de propietats de finitud sén,

per exemple, insuficients .

Dinsg d aquest context, U. Stammbach en el seu 1li-
bre " Homology in Group Theory " estudia la classe dels
grups G, anomenats HPL, tals que els seus grups d"homo-
logia (per a nz1}, HnG, s8n P-locals. Algunes de les

propietats gue demostra sdén:
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i) 3i A &5 abelid, A és HOPL si 1 només si A és T-local
ii} Donzda N 2= —_— Q amb ¥ 1 Q HPL, G tembé és
HPL

iii) Don:ts U <G

1U0<G els tres H™L, llavors G, * G

1 2? 1 Uz

és HPL

En zquest treball hem volgut estudiar commarativa-
ment cmb els grups EPFL altres exe#ples de gruns G tals
gque els seus zZrups HnG, nzl, vertanyin a unn determina-
da classe de grups abelians, de maneraz que aluenys les
tres nronietats anteriors siguin certes, tot esbrinant
la possibilitat d‘inclourels en una formulacid general,

aini{, concretament en el czanitol I, firxade una fa-
milia de primers, P estudiem la classe dels grups G, gue
anomenern HPT, tals gue HnG sén de P-torsid. Compnrovem
les egmentades pronietats, a més d'algunes altres entre

les que citarem:

iv) S8i a 1'extensiéd N>——>( -—-—I&Q , ¥ i G sén HPFT,
també ho és Q. |

Aguestes analogies ens varen motivar cap & un
estudl més profund dels grups abelians Pwlacals i de
P-tersis, que ez concreta en la proposicid I-9, la
qual els caracteritza com una closse C gue compleixi

les tres condicions segllents:



é) Si AsC 1 f+ A —=> 3B €3 un morfisme, Be ¢ si i
només si Ker f€C i Coker f £¢C
b) Si Aeg, ?Aec per a tot conjunt d@d'indexs T
c) Si’lAi }:ezés un sistema directe on cada A, €C,
LE&!%’GC

Un nou exemple, £l dels grups abelions acotats
{Capitol II}, ens.feu adonar de gue no eren aquestes
dues les Gniques classes de gruns abelians, C, per a
les quals la classe HC tenia propietats andlogues i,
per tant, que calia considerar, en general, classes
de grups apelians amb les propietats a) i b} de la pro-

posicid I-G. Per una tal classe, demosirem les prople-

tats estudiades eﬁ el Capitol I per la classe HPD i,
en yarticular, provem gue iv) és tamSé certa per la
classe HPL.-Finalment donem exemples de classes C que
compleixen lanterior definicié.

Les notacions utilitzades aén les usuals a (1) i
{2}, No hem incldés can Cap{tol de resultats previs i
quan necessitem resultats ben coneguts en donem la re-
ferédncia,

Finalment, vull manifestar el meu agraiment al
Dr, Castellet, que amdb tant d"interés ha dirigit aquest

treball, d’engd que em proposd el tema fins & la redac-
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cid de 12 present memdria. Em rlau també €72grair a en
Pere Wenel, 1 interds awb que m ha ajudst sempre gue ha

calgut.



CAPITOL I

GRUPS HPT. COMPARACIO &MB ELS GRUDPS HPL

Al comencar aquest capitol, fixzarem ja les no-
tacions que més utilitzarem. Aix{, per P indicarem
una familia quzlsevel de nombrers primers, i per P/
donada f, el conjunt de primers gue no pertanyen a P.
Un enter m és anomenat un P-nlmero si nemés es pot
dividir pels orimers de P.

Donat un grup abelid A, A_ voldrd dir el conjunt

P
de x ¢A tals que %enen ordre un P-ndmero. P, notard el
conjunt de primers, p, pels qguals Ap# O.

Les demés notacions i definicions, relacionades

amb homologia de grups i amd teoria de grups abelians

serdan les usuals a (1) 1 a (3} rescectivament.

Definicid. Un grup G s’angmena un HPT grup, o
simplement HPT, si els seus grups 4 homologia HnG sén

de P-torsice pef a tot n2rl

Proposicié I-1., Sigui A un grup abelid. Llavors,

A #s un HPT grup si i només si A és de P-torsiéd.
Demostracid:

=»} HNo cal fer res, ja que Hla = Aab= A
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& ) Ho veurem primer ner un grun A finitament
senerat.
Suposem & t2l gue cxisteix un tnic ng¢gP,, &s &
LY
Ly
dir, tal que [P, ]= 1. tleshores, si A =¢x; ) = 2/n,
H A = '_/ k 0 ( > 1) ’ ai 1 eare a 11
HA =2/, nk segons sigul n sennr o narell,

Per tanit, 4 €s H'PAT. 3i A = <x1,...,:<r> = z/p}b“.@z/pk,'

k. i i< C s i oae:
nosem Alz Z/n 1 £2= 2./?_1r .ee Z/0 3 Der hindtési 4'in-
duccié'sobre el nombre de penersdors de 4, Al i A2 son
HPKT, i anileant la succesid de Kinncth

u o4 1 . i
,‘%ﬂHiAlQ)..knz)—) HA P ﬁ{_n_l;or (diﬁ.l, Hkﬁg}
dedulm que HnA és de P -torsid, i, en particular, de
T-torsid.

suncsem-no demostrat per (P, n i veiem-ho per
1 & ] =

]PAL = n. 3i P, = {pl,...,pni, amb p, % p,,

i J
A S .»“-Ap@..'.@ AD.. » ({3) capitol IT). Si fem A;= A& 1
] T3
;|
ﬁ2= ® ﬁﬁ, ver hindtesi & induccicé sobre {PXI’ cada
T A : :

Ai éa HPA?’ i tornant a aplicar la suweccessid de Kunneth,
i
tot tenint en compte que Hi31€>HyA2= 0 si i,k # 0 i que
Tor (Hiﬁl, 1, A,) =0 ({3) capitol <), gueda provat gue
H A és de P _-torsid.
n A

5i & no é&s finitament generat, n"hi ha nrou 4"cb-
servar gue A = 113 Ai , on els Ay sén tots els subgrups

de A f.g. , 1 ver tant, HnA :.%Eﬂ HnAi. Com gue els Ai

sén f.g. ,» concluim la demostracid. /.



La scgllent proposicid ens permet de definir un
functor (4 P———*Aﬁ) dels gruns 2belizsns do torszid en
L

ells mateixos que commuta amb el funcior H
g n

Trongsicid I-2, Sigui A un grup abelid de %tor-

sid. Aleshores, (Hnﬁ)n = Hn(hp) ner 2 tota familia de

nombres primers P i n 21

Denostracid: Per ser & de torsid, 4 = A_J@ AP'
Aplicant 1a successid de Kllnneth 2 zquestz descompo-—
sicid tenim la successid evacta

X ) i H B s FI ]
® Hjmp@}fkap_, _— H A —» & Tor (HJRP ' HkAp )

Jekam r ezl

Per la provesicid anterior, quan j,k £ 0, Hjﬁp i HkAp,

sén respectivament, de P-torsid i de P'-torsid, que

ens vermet concloure que H A = H A ©H 4 ,
_ n np np

Un altre cop per la proposicid anterior,

Ité

(H (A, = (A @ {HnAp')pl = H (A)

La hipdtesi " A de torsid ™ no es vot suprinmir,
com ho demostra 1°exemple A = 2® Z/p. En aguest cls

H,A, per la successié de KWnneth, conté un subgrup Z/p

i, en canvi, Hg(Ap) = Hy(2/p) = 0

La segllent proposicid ens permetrd estendre agues-

tes dues proposicions a grups nilpotents.
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Dronosicid I-3. Sipul E: Hoy—— G —% [ unn

e

successid eszcta de grunz, Si ¥ 1 9 sén HPT gruns, tan-
b8 ho és G.

Demostracid: L'eina nrincinpal gque utiiitzaren
&s la successid espcoctral de L.H.5. per homologis de
gruns, eplicada a 1°extensis E, que convergelx finita-

ment a HnG. Es a dir, existeix un r ¢2 1 una filtracid

G, ™ = ¢ 3 F. ks ves T P,.=

de Hp+qu, r HIHQJ > pD‘ p-1 2 Ty 21:_1 0
' r 2
2 a 3 =7 _/F 89 I = Qi N
de manera gue 0, nep ﬁp/ bl ? essent Eo,g Hp(¢,1q
. 2 . .
= E = ¥ ¢
St q = 0, - pjl que és)per hindtesi, de

P-torsid. 3i p = O, HO(Q, HqN)': (HqN)Q = HqN/HqNIQ,
que és de P-torsid per ser-ho HqN. 5i v,q # 9, ver a
czlcular Hp(Q, HqN), prerem una re§01u016 Q-projectiva
de 2, P —» 7, i avaluem 1 'homologia del complex

P ®'HqN —_— ZQHqN, que és de P-torsié¢ per ser-ho

P @)HéN. En conseqildncia Ei gz de P- torsié sip £ 0

1 G

8§ qg# 0, i per tant E; 4 ¢s de P-torsiéd si p £ 0 &
1
q#0
I _ )
Com que Fy = Fo/l_l = Eo,n és de P-torsid, fent

induccid sobre la filtracid de an, concluim que aquest

és de P-torsid ./.

Pronosicid I~4., Sigui G nilpotent. G és HPT st

i només si G &€s de P-torsid.



Demostracid:
=3 ) 5i Gab és de P-torsid, tambés ho &s G
((5) capltol I)

&= ) Per induccié sobre la classe de nilwnotén-

cia, &, de G. Si ¢ = 1, G és abelid i podem aplicar I-1.

Sunosem ¢ »1l, i consgiderem la série central inferior
= = PR P .. = . ’ i
Gy = G oGy [G,G)e G PG,y =1 A 1l'extensio
Gy r——6 —» G/Gé , Gé i G/Cvé_ sén HPT per induccid,

i aplicant I-3, G é¢s, %ambd, HFT ./.

Prooosici¢o I-~5. Sigui ¢ nilpotent de torsid,
Liavors (H G) = H G
n’p n'p

Demostracid: Per ser G de torsid, G = Gu x G _,

sy

((5) capitol 3). Aleshores la demositracid &s fd igual

que la de la Proposicid I-2 ./,

El seglient resultat, jz de tipus general, afirma
que la classe dels grups HPT &z tancada per quocients

guan el grup i el subgrup sén HPT

Provosicif I-6, Si NG — ¢ s una exten-

sié de grups tal gue N i & sén HPT, aleshores Q també
és HPT

Demostracid: Utilitzarem una alira vegada la
successid espectral de L.H.S., junt amb les considera-

cions i notacions explicades a I-1.
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Fixat ne zZ, n» 0, considerem 1n filtroceid de Hl}

T r-1 r-1
)i = : e g _.1'1 = a o = L = 1 F
dnG B2 2y 2 0 “n,c 11, ¢ %W%}F I11*‘1/ n-1

s de P-torsidéd per ser-ho H G. D7altre banda, per ser

segrmpre r » 3, °-r ¢ 0 1 Br -1 = 0, Zr_l s de P-torsid.
mprel, 27 n,Q
. Lr-1 =1 r-1 .

De la successid dn,O r—— 3 20,0 ———ﬁl%*a'hz i del

fet nue r~2>0, deduim que ur é és de P-torsid,
2

3i r = 3, ja hem acobat, ja que aleshores E = H 2
n,0 n

és de P-torsid. Si r >3,

Lr-1 _  r-2, r-2 _ r-2 " : .

En,0 T én,O/ g, o T Zn,o , Per ser 3-r<0, i, per

tant, zi'g és do P-torsié. Seguint el »orocés r-2 cons,

»

coricloem, nue HnQ ds de P-torsid ./.

Corol.lari. G, 4G, 1G,xG s6n HP? si i no-

2 1 2

mnés si G, 1 G

1 5 ho sdn,

Derostracid:

= oeqr H 7 3 i
== } Desigrem per P;* Glo 5 T Gl i

ji: G, r— doG2 + ¢ls morfismes naturals. Llavors

= -ET} G avn. .(_- .
(p.1 o Ji)a. Hoi T Hn(GlA 2) &8s la identitat i, en

consequéncia, (ji)! és injectiva i Gl &€s H?T. Anlicant

la darrera proposicid, G? també &s HPT.

Andlogament pot fer-se per a Glx G2
& ) Es suficient anlicar I-3 a la successid

: g, & V2
exacta G, r— G, G, —* G, 7/



E1l comportament dels gruwms HPT resnecte a pro-
ductes lliures amalzamats, el resumim en la seglient

Proposicid.

Pronosicid I-7. Suposem G U gruns anb

11 GQ’

U subgrur de Gl i de G2. Llavors =i tres dels grups

U, G, ¢,G, sén HPT grups, també ho é&s el quart.

G 1 Wiz

1’ G2!

Denostracids 5i denotem, com és usual, per
h.: Uyr— Gi les injeccions candniques i per

8+ Gi————? G1 ﬂJGE els morfismes naturgls, la succe-

s8id¢ de Hayer-Vietoris s’ escriu

TS 23,07 30 _
—i» HG®R G, — H (G ,6,) — H 0 -—...

Llzvors, tenint en compte que per a n = 1 l'aplicacid

HOU = L — HOGl H0G2 =2 2 és injectiva, conclo-

em la demostracid ./.

Corol.lari. G1¢ G2

si G1 i G, ho sén tots dos

és un HPT grun si 1 només

Demostracid:
&) Es la darrera prowosicid
=4 . e 3 . G —r——— & T
«> ) 35i D, Glt JQ——-—?Gi ijgs &y )Gl &,
indiquen e¢ls morfismes naturnls,

(v

és injectiva ./.

i © ji)*z (id)k: id: HGi ————QHGi , 1 per tant (ji)‘
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dir frmués oul o omraaricld ens

cisna un exemnle de gue ole TT zrung ne sdn tancals

ner subgrung sormols, fine 1 tot en cl ems en aud el

quocient gigail un HPT grup. Ter vaure nlxd n’hi ha mrou

en fixzar-se on 1 cxtensid

[z/2% 2/2 , 3/2 % 2/2] y——3 1/2% 3/2 > /2 @4/

—t - . .
En la seglient preo osicid, merd, ens nreocunen de

donar, so0ta hindtesis nrou fortes, una condicid nece-
x 1]

* . N . . . —
sseria 1 suficient npergud el :ucli d'un wmerfisme onire

HPT grups sigul un HTT grun.

Domndz unz aitonnia de

» , direnm nue ¢s T-cendrnl si € 4G

Otserven pue omb aguenta delinleild les orten—

sisns l-centrels no sén altra cosa que les extensions

centrals.
També vel a dir aue, si definin Iy = [a,1] i
1 LG,A ] s ¥ #s K-central si i nomds el Ly =1
La Remostracid 4 4ixd &= Gbvia ja nue nomds cal anli-
car 1n Adefinicidé de centre k-&ssim d°un sran.

Pronosicis I-8.

unz exztensie de gruns, amb ¢ HPT Llavors 7 &s HPT

2
[e

i nomes si 1/[G,N] &5 de r-torsid i G/ {G,¥]} €s un

HPT grun.



Demostraciod:
== ) Considerem la successi¢ dels cine ternmes

associada a E,

H,G » H,Q > N/ [C,H] G $Q,, » Com que
HéQ i Gab sén de P-torsid, H/{?,NJ 3 de P-torsié.

Per acabar, només c¢al considerar la successié exacta
N/{&,N} = 6/ [G,N] ——» Q i aplicar-li -la Proposi-
cid I-3.

&= ) N'hi ha prou d'aplicar I-6 a2 la succesgiéd

N (G, N r——6/ T, 8] —Q

Corol.lari. Si NG —» (Q &3 K-central,

i G ¢s HPT, Q €3 HPT si i només si N és un grup de
P-torsis.

Demostracid: Podem aplicar reiteradament k cops
seguits la proposicié anterior, AixI la primera vegada
obtenim el resultat I-8: Q €s HPT si i només si N/Nl
&3 de P-torsid i (;/rq1 &s HPT.

Aplicant I-8 a N, »— ¢ —» G/N1 , tenim que

1
(}/I\I1 és un HPT grup & Nl/N2 43 de P-torsie i (}/N2
€s un HPT grup. Bs a dir, tornant endarrera, Q &s HPT
8i i només si N/Nl i Nl/N2 sén de P-forsié i G/N2 &s

un HPT grup. 4 la k-8ssima aplicacié ens quedaria, Q

ds HPT si i només si N/ﬁl s ase Nk~l/Nk sdn de P-
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ﬁorsio i G es un HPT grup. Com que Nk =11 G per hind-
tesi €s ja un HPT grun, la dermostracié és ceabada ./

Coin hem dit en el prdleg, observem aue las pro-
nosiciéns I-1, I-2, I-3, I-7, sén molt semblents, fins
i tot en les demostrr.cidns, a les andlegues estudiades
a (2) per grups H7L, 2ixd &s, per grups G tals gue o¢ls
grups EnG, n2l, edn P-lccals. La »rovnosicid I-6 i 17es-
tudi fet per extensions ¥-sentrals no €s troba a {2},
malgrat due,segons veurem en el capftol seglient tam-
vé t& validesz encara que la demostrzeid hagi de ser
diferent perquéd els grups abelisns de P-torsid sén tan-
cats per subgrurs i en canvi els P-locals no.

Sigui com sigui, aguestes anclogies ens han me-—
nzt can a 1a sechnf pronosicid, que, bdsicament ha
tingut importancia dins del context general perqué ha
estat un grad importantissim cap a la formulacié gene-
ral que donem en el canitol II.

Pronesicid I-G. Sigui ¢ una classe de gruvs

abelisns que compleix

a) S1 A€C 1 f: A > B és un morfisme, BeC si i no-
més si Ker f€C 1 Coker f£0C
b) Si Ae(C, C% A EC per a tot conjunt 4'indexs I

I

e} Si }A‘ y éds un sistema directe on cada A & (C,
itiel i

115 Aie C.



que ©

Aleshores existeix uria famflia de primers P tal

bé C 4s la classe dels grups abelians P-locals

o b§ ¢ és la c¢lasse dels grups abelians de P-torsid.

Lema I-9. Si ¢ és una classe de grups abelians

que compleix les condicions anteriors a) i b), llavors

(1}
(i1)
(111}
(iv)

(v}

(vi)

(1)

(i1)

(iii)

(iv)

81 A€EC 1 BT A = BeC
Si A,BecC 1 f: A ——B és un morfisme, In f€C
51 A )—g-—-)B —:—-PD és exacta amb A,De ¢, llavors
B Eé
Si®AaecC i J ¢I, llavors @& 4 _ eQ

el 1 ed J
Si p,BEC, AB®BEC
si ARG, A@ B, Tor(A,B) €C per a tot grup abe-
lia B
Demostracid:
S§i f3 A ~——> 3B és isomorfisme, Ker f = 0 i
Coker £ = 0. Com que Q& C, (&3 el nucli de
id: A — 4}, aplicant {a) Beé.
N°ni ha prou d’aplicar ) a 1la successié
In £f>»—>B8 ——>» B/In f.
Bz wuficient veure que Kerfe ¢ 1 Coker£e C;
Ker £ = 0 €C i Coker £ = D, que per hipdtesi &g

de C. Per tant B e(.

- . : @ . > . - = + s .
Definim f DAy :?IAJ- per f[A&‘ id si idy

i 0 si 1eJ. Llavors Ker f ';@JAJ. y 1 per tant
»E
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@ .“‘\.GCQ
el ¢
{y) Considerem Ii y—— P ——=b 3 unza nresent~cid Z-1liure

e

de B, &5 a dir, amb F £ &2 1 R = ® 2. Licvors te-

nim ia successid exacta

Por{A,B) > 5 RE® A » PEA —»B®A on

ROASH® AeC i1 P@AT®Ael. Per tant BRA

i Tor{(4,B} & C.

Demostracidé de la Provosicis I-9:

Donat un grup abelid A, definim PA/T(A5 com.el
conjunt de primers p, tals que A/T(A)} té un subgrun

n-bisic diferent de zero. Fixada la clesse C de grups

iz inim P = W T, = W '
abelirns, definin Pe AeCPh ’ 'C/T(C) &ﬁfk/T(&) R
=D NS ividi 2 mostraci Lfe-
P Pa 1) Pafutcy - Tvidirem la demostracid en dife
rents apartats.

(i) Suvosem P £ @

il) Py # # amb C sense gruns 1lliures de torsid.

Anem a veure que, en aguest cas, AEC si i només

si A és de PC = P-torsié.

=» )} Si Ae G, per construccidé de P, és ben clar

C

que A és de Pc—torsié.

& ) Sigui pe?P llavors existeix A £C amb

c ¥
Al # 0. 7Per ser Ap = Por{Z/P®, A}, A EC. Considerem
Ap@ /p. Si Ap@ Z/p = 0, Ap €s divisible i per tant

és isomorf a wne suma directa de Z/pv® . Anlicant el



Lema, z/0° €C i tot grun de P-torsid és de C.

5i Ap@z/p £ 0, Ap@ z/p £ ®2/v i, tornant al Lema,

Z/p&€C . Per hipdtesi 4 'induccidé i per la condicié a),

anlicada al morfisme 2/p ——— Z/pd y concloem que
x —_— pq-l)c

/'€ C per to-t «€& 2. Per tant, per ¢, 2z/pweC i

tot grup de P-torsid ¢és de C.

L@y

z/p" on

51 A és de P-torsid i f.g. , 4 = 5

-

cada p, ¢ P. Com que hem vist ja que Z/pga:,aplicant

el lema, Ae¢C; si no és f.g.y A = 113 Ai s amb cada
Ai f.g., 1 per ¢, Ae (.

12) Py £d, PC/T(C) =@ i C conté algun grup, A,
lliure de torsis.

En aquest cas, tot A 1liure de torsio de C es
divisible, és a dir, isomorf a @& Q. Sigui pe Pc i
considerem 1-extensio 3 . — ) ——® /7
Wz n ¢s de P-torsié, i per tant, per un argument ja

utilitzat a i), ¢s de €, don 3 p€ C, que és contra-

deix amb gue PC/T(C) = g
i) Suwosem P, £ &

3 % Posocey * 8

En aquest cas demostrarem que A€ ¢ si i només

He

si A &3 P-local
=) A sempre pot posar-se com 1l extensio

T(AY > A —» a/T(4). T{A) &5 de P-torsit i

77



78

ner tant P-local. &/T{4) té unicitzt de P-arrels ja

. in aue la classe dels grups
que PA/T(A) C PC/T(C) C P. Com nue classe s gru

abtelians P-locsls &s tancada ner extonsions, afcabem la
derostracid,
& )} En arimer llec dermostroren cue tot grupn de
P-torsid mertony = C.
Sigui ©p ePC « Anlicunt 1 =2rgument de sehpre te~
nim que tot grun de 1 -%torsidé és de €. Si pe:Pc/&(éi ,
vol dir que existeix A/T(A) €C, umb el seu subgrup .p-
bésic, Bn. diferent de zeroc, i ver tant isomorf a ® Z.
Tensorialitzant 1 e:tensid
& 2 —— A/M{4) —— A/T(LY/@®F , ver un grup de
n —torsid és manté 1 exactitud (veure TFuchs, capltol L)
ia/T(a)/@ 2®G = 0.
Concleen due GEC 1 utilitzant que C és tancada ner
limits inductius, que tot grup de P-torsid nertany a C.
Per existir a C gruos A-1lliures de torsié,
A@Q = @)Q, ner ser lliure de¢ torsidéd i divisible, i
Jel., Llavors, com nue Q/ZP és de P-torsid ZPeC i,
en consequéncia, tots els grups P-locals s6n de C
ii) Si Ps @, AE€C si i només si A és divisible i
1lliure de torsid, £s a dir, C gnté formada'pels grups

Zy -locals.
o]



CAPITOL II

En agquest cap{tol, dividit en dos apartats,

considerem en primer lloc una nova classe de grups

" abelians: els acoirts, per a la qual repetim 1 %estudi
'fet en el capitol anterior per als grups HP?. Ia
comparacio d’aguesta classe amb els grups abelians
P-locals i de P-torsic a travéds de les condicions de
la proposic¢io I-9 ens por;a a definir, en general, una
classe adequada C ge grupa abeiianslde manera que la

i
.clesse HC t¢ propietats andlogues,
I. Grups amb homologfa acotada.

Un grup avelid A direm que és acotat si existeix
un enter m tal que mA = 0, Un grup G {no necessaria-
ment abelid), direm que és un HA grup, o simplement Ha,

si els grups H G 8én acotats per a tot ny 1.

Proposici¢ II-t. Un grup abelid 4 €8 un HA grup

si i només si &s acotat.
Demostracid: i A é¢s un HA grup és svident
que &s acotat, car HiA = A,
Suposem A acotat i finitament generat. En aguest

.cas, si mA = 0, la successié de Kinneth i la hipdtesi
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d‘induccid sobre el nombre de generadors de A proven
que mHn& =0, n2l. Si 4 no es rinitament generat,

= EEE}AE on cada Ai és f.g., mi = 0 imnlica mAi = 0,
i per tant m:f A = m. 1__r:$H A =0 ./,

Pronesicid II-2, Sigui Ds: N G Q

une successid exacta de gruns amb N 1 g HA gruns. -
Llavors, ¢ €s un HA grup.

Demostracid: Fizat un n €z, arer a veure gue

existeix m tal gue mHnG = 0. Considerem, amb les

notacions de sempre, la filtracio &e HnG,

= 2r 2 ewe 27 =
FnG HnG 2 F 52 FO Y 0, 7yper a la_qual
r .
E = . és originat per
Byn-Db Psn P p/ p-1 P’P Y & v
quocients 4 un subgrup de
2
E =H H N}e St n-p =20
D,y0-P p(Q’ n-p ) P '
v (n MY = i exid i ¥ inotesi Y
"p(“’Hn—p') HPQ i existeix, ner hinotesi, M0
! h = 31 -} = 1w iern
tal que mm’0 Hn.é 0. 51 n-p 0, notem ver
m un enter tal que m {# H} =0, 1 per
P,0-D pyn=» * n-=p "

al nuel, en conseqﬂéncia, es comnpleinx
i £ 7
- (JP(Q.Hn_pL))

Si m=max m R

P, =D n =000, 1 , &5 ben clar
=

. n+l
que m ?p/Fp_l = 0, i per tznt que n H G =0 ./

Com nerm 2it, sezuint la moteixe linia gue per
als gruns HPT, estudiem en la segllent nrovosicisd els

gruns nilvotents HA.



Pronazicie II-3, Sigul & wn zrun nil-atens,

G ¢s un HA zZrum ni i noads si G s mcoint.

Demostiracid:
. o
=3 ) fQue G &5 acotnt 4o conseolloncic de que
G, ho &3 (vegic (5
2p o €5 (vegis (5))
= Bs ben clar ner indugcid sobre lz classe

PR b . . - -
dez milrotencia de G, tot anlicnat la nromasicid I1I-2
L ¥ 2

Projosicio IT-4. & 1%extensid ¥ r—3§ —» g

81 N 1 G sdn HA zrups, Q trmbé ho &3,
Demogtracid: Els termes de la“successid es-—

pectral X y 0 £ 0, tenen el seu origen a B>
- “myn m

¥
g I

i per tant sén acotats. E1 que volem demostrar és que

també els E2 = H @ sén acotats. Suvosem
n,0 n

r -1 Y-
E o~ = =7 -
En,0 Zn,o En,O n/Fn—l gue és acotat per ser

- . r-1 r-1 r-1
ho HnG. De la successis Zn,O >———>En'0 _._—?Ii--nm-z’

per ser r-230 i per les consideraciéns fetes abans,

B;-é é€s acotat, Si r = 3 ja hem =zcabat, i si no
L}
r=1 _ _r=2 . . ) . i
bn,o = Zn’0 » 1 repetim el mateix raonament per a la
. r=2 r-2 r-2 . .
Y—— . =
succesgid zn,o En,o —E . 51T =4, ja

hem acabat, i si no anem fent ./.

Corol,lari. | G115G2 i Gj_ng gdn HA si i no~

més si G i G, ho sén,
Demosirecid: Val la mateixa que per als grups

HPT ./.
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Per evitar repetir el que ja hem fet en el Capi-
tol I, les seglients proposicions Les donem sense demos-
tracis, fent esment, només, de que les dificultats sén

les mateixes‘que les andlogues per grups HPT,

Proposici¢ II-5. Sunosem G., G., U grups amb

v 2!

U subgrup de Gl i de G2. Llavors si tres dels grups

Gy Gy U, GlﬁJGE sén HA grups, també ho &g el quart
Corol.lari. Glu G2 €3 un HA grup si 1 només
8i G, 1 G, sén els dos HA grups.

1 2

Pronosicid II-6. Donada E: N3G —»

extensio amb G HA, Q &= HA si i nomes si N/[G,N] és

acotat i G/ [G,N] és un HA grup.

Corol.lari. 'Si E és K-central, i ¢ un HA grup,

Q també he és ai i nomes si N és acotat.

Aix{_. doncs, gairebé, 1’estudi dels grups HA ha
estat una reveticié del que hem fet en el Cavitol an~
terior per als grups HPT. E1 seu mdxim interés, perd,
és gque ens proporciona um exemple d’una classe ‘de grups
abelians gue compleix les condicions a} i ) de la pro-
posicié I-9 i per la qual la classe HA ¢és tan similar
com hem vist a les classes HPT i HPL. Aixd s el que

sugereix el segllent apartat, on comprovem que per & una



classe C de grums abelians amb les cordicions a) i b),
la classe HC és tancada per extensions, nroductes lliu-

res, etc.
I1%. Una formulacié general.

En tot el que fem & continuacié 1’ exovressid
" olasse de grups abelians C " voldrd dir una famf{lia
de grups abelians amb les provistats
a) S5i A€C i f: A —>B és un morfisme, BE€ C si
i només si Ker £ € ¢ i (oker fe ¢

b} Si aec, G%;Aiec per a tot conjunt d indexs I
i£ L
i

Proposicie II-7. Sigui G un grup i A un G-médul

tal que com a grup abeiia reriany a C. Llavors
Hn(G,A)E C per a tot nzl.

Demostracia: Sigui Fn —» Z una presentacio
G-1lliure de Z, aixd 4s, Frl = & ZG. Considerem el
complex A@E,Fn —_ A@cz, gue ens serveix per a de-
finir Hn(G,A) com Keré;_l/lm.gg_ on

<

ne1’ A%Pn — AgF ., . Com que A%Fn = @PAceC,

acabem la demostracid ./,

Definiciea. Direm que G és un HC grup si els

grups HnGe C per a tetnezl,

Proposgicio JII-8. 8i E: NG —» Q &g

exacta 1 N i Q sén HC, G 4s HC.
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bDemostracle: M hi hz prou d= veure gue els
k . . )
En qE ¢, ja que en nguest cas, congiderant la Tiltra-
=y

i F = ﬁDnoo 2 F =
ci6 de H G, F =HG2 Fy2 1 =0

Ir
a _ ¢ . c . io.
Fn/ n-1 En,o ¢, 1P _,€C per induccio
. 2 . :
Si k =2, Ep’q = Hp(Q,HqN), qug, si q # 0, ver
la proposicie II-7, pertany a C; si q = G, Ei a = HpQ
) L

i pertany a C per hipdtesi. Suposem que Ez £¢ i
. 1

. k + .
anem a veure gue Ep i € ¢ per a tots els enters v i g
L}

kel k K , , . s . k
Ep,q = zp,q/ kgt ! i per hipdtesi d'induccio _Zp’q
K

Prk, 4-ioed vertanyen els dos a C. /.
Aquesta provosicid ens simplifica la seglent, en

la que demosirem gque C é4s tancada per homelogia.

Lema IT-1. 8i AecC, T(A) i A/T{A) pertanyen

Demostracid: P(4) = Tor(Q/z,4) (vegis (3) Capli-
tol X) i vodem aplicar el lema I-9.
Aplicant la condicioe a} de definicid de G,

A/T(A) C /s

Proposicio II-9. Si 4 ¢, AeHC.

Demostracio: Dividirem la demostraci¢ en dues
parts
18) Suposem A de torsio

Considerem 1 extensid



&)B )—-—-—-?OA —EHA /B {s) on B &8s zero si
pef D ?C}U/P b P

A és divisible o acotat, i un subgrup p-bdsic en cas

contrari, rosem D —@PD , on cada
e P

k . .
Dp:Z/p@ 2/0°® ... Q)IZ/p ®... 81 B £0 1 Oen
cas contrari. Tensorizlitzant 1 extensidé (%) per D

tenim que es conserva la injeciivitiat per ser cada

Bp b, > An ¥ AU/BO p-pura { {3} Capitol X} i ens

queda la successis exacta

D >—-——=»@A @D —» A /B B . P
g %0 p TP OL/5,O0, . per
ser BU p-bdsic, 4s clar que cada Bp és un sumand directe

de B i 1 B = 8
e p@Dp,lcom que,_AF/p@) Dp ¢ per ser A]:/Bp

e

divisible, : '
sbe,@Bp@Dp Ap@l}pec, & Bpésun
sumand directe de @Bp @D i cencioem gue 'Bp eC.
En conseqtiencia @AP/B £ C. Si AU/B €s divisible
P&A

A /B_ = o =
I/ o @ 2/v™ ; en cas contrari A és acotat i Ap %El

on cada B, = ®Z/p1. Per tant P =@F_ , on F_ = Z/p>
i af P P
si .ﬂ.p/Bp és divisible i Z/0'% en cas contrari,és un
sunmand directe de @ AI/B i pertany a ¢.
%4
Tor{F,HA) = @ Tor{F JHA} =®‘I‘or(F ,(I{A) ), si F = 2/p*
?&A
Tor(Fp,gA) = (HA)p i si Fp = Z/p*? , com que pf'.Ap = 0,
b }
0 =mn* H(Ap} = p"?(H(A))p (pel gque ja sabem dels grups
HPT)}. %n tots els.casos Tor(Fp,HA) = (Hﬂ)p , 1 con-

cloem que HA T ® (HA) e ¢C.
Pe B p

- 8BS
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2%y sunpsen & 1lliure dc torsis

¥ogem P, 2l conijunt de primoa:rs p ner als
quals existeix un subgrun p-bisic, Bﬂ, diferent de ze-—
ro, Alechores, ¢s cinr gue A 1 HPA {n2>1) so6n PA-locals

i, en conseqliencis, n’'hi ha nrou de demostrar que

ZP e C.
A

A 1’extansid ZP y > Q » /2, ., Qe
7 A

jaque Q@AZ®Q, i ¥z, =
A

H
&
B3
N

ﬁoper ser divisi-
ble i de P}\—torsio. Llavors A ® 2, = @ A @2/

A
si ens fixem en 1l‘s:itensio B = A —¥ A/Bp »

wl
p

concloem que A @ E/ﬁ‘; ® Z/pooi que Q/ZP que és un
A

sumand dirccte de A @)Q/ZP s pertany a C.
A

val a dir aue si P, = #, 1llavors 4 i H A son
Zg «locnals {divisibles i lliures de torsio} i el re-
sultat és, també, vd4lid ja ague Hnﬁ és una suma directa

de Q, i com que Q€ C, hem acabat ./.

En les seglients nrovosiclions estudiem condicions
necessiries i suficients perqué un grup nilpotent sigui
HC. Val a dir que els resuttats, encara que forga sen-
zills, no ho sén tant com els obtinguts pef grups HET
1 HA, degut a que en general, com veurem, la classe {

ne és tancada per subgruwvs.



4clarim, abans, que donet un grumn G, per Gl grnto=

nem el mateix grup G i per Gi+1 el grup definit per

6,6.) -

Pronosiecis II-10. Sigui G nilpotent. G és un

.. . c .
HC grup si i nomes si Gi/Gifl C ver a tot i.

Demostracid:
= ) Ho farem per induccié sobre i.

5i 1 =1, Gl/G2 = Gab = HlG’ Gl/Gl =0. 8§iizx2,

consideren, l'extensiq
Gi-l/Gi )—}--—-—-) G/(}i i G’/Gi

1t Avlicant hipotesi

d induccioe 1 qué HC és tancada per extensions, conclo-
em que G/Gi s un Hé gfup. Per demostrar que Gi/Gi+1E c
¢s sufieient considerar la successid dels S-termes
associada a 1’extensié G, Y G — G/Gi '

~

H2G — H2G/Gi e Gi/Gi§1 ?Gab ori Gab » 0

i tenir en compte la condicié a) de definicid de C.
&) Peri=coa 1l%extensie

r
G, > ¢ - G, /6, , G

o-1 i Gc-l/Gc sén de C

¢
(i per tant de HC) per hipdtesi. Llavors, fent induccid

G és un HC grup./.

Proposicié II-1l. Sigui G nilvotent. G &a HO

8i i només si HiG i HEG pertanyen els dos a C,
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Demostracio:
=) lio cal fer res.

& ) la successid dels cinc-termes aplicada a

1fextensio G, »> - G » G/G. , é&s
i i

n A‘J\I"‘ 0
itl “Yab " Tab :

HZG ——--?'H2C‘r/c-i }Gi/G |
Per induccio éobre i, podem suposar G/GiC‘HC (pensis
que G/(}2 = HlG que 6s HC per hipotesi) i concloure
que G,/G, , € C. Llavors de 1'extensit

G /G, T G/G:.L+1 —» G/{;i tenim que G/G, , és
HC, i de la proposicié anterior que G &s HC ./.

Si comparem acuesta oroposicidéd darrera amb les
demostracions de les proposicions II-3 i I-4 veurenm
que perqué G, nilpotent, fos HPT o HA bastava gue HlG
fos de P-torsid o acotat. En general cal, perd, la
condicio de gue HzG també sigui de C, com demosira el
segﬂeﬁt exempnle,

Exeﬁple (#): Sigui p un nombre primer qualse-

vol, Definim G = <:z0 s X. 4+ ¥, 4 1 =0,1,...: 2

1 1
- %P .-
Xg = Kjeq 0 ¥y T Vi Byl

[%i020] = [v502) = L s [X5074)

O

L si i £ 3§,

ZO> - Llavors,amb

{#) Aquest exemple té el seu origen en un exem-—
vle del treball d‘en Pere Menal ™ Sobre radicales
finitos i linealidad residual de grupos nilpotentes ™.

Pnbl. Mat. U.A.B. n2¢ 7.



agquestes relacions, és clar que G2 = [G,G] = <zo) = 2/p

i que G és un grup nilnotent de classe 2. H,G en a-

nquest cas seria el grup abelia generat ver ;i iy,
amb les relecions X, = x.> i §. = 3.7
i il i i

i+l ! és a dir,

é¢s un grun isomorf a Qn'@ Qp s ON QU és el grup adi-
tiu dels racionals gue tenen per denominaders noten-

cles de B, i per tant H.G es Pllocal i en canvi G no

1
D

ho és { pensis que z. = 1, i que zy N0 té pearrels a G).

G
La seglent proposicid assegura, perd, que per a
clesses ¢ tancades per subgrups aquest cas no pot

donar-se.

Pronosicio II-=12. 3i C és tancada per subgrups,

G nilvotent és HC si i només si, H.G pertany a C.

1
Demostracis: Segons (5) peracada i tenim un
. x . £ )
—_— . B 1
morfisme & Gab ) Gi/Girl er un lema anterior

Q§ G, € C» 1 per ser C tancada per subgrups Ker f € ¢,

i en conseqgliencia Gi/Gi+1 € C ./,

En la segﬂent proposicid demostrem que la classe
HC e&s tancada per quocients guan el grup i1 el subgrup
mddul sén els dos HE. Volem aclarir que,en la demos-
tracié, usarem sense cap mena de definicid ni de con-
sideracié les notacions referents a succeassions espec—

trals ja utilitzades en el capitol I.

39
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Provosicid II-13. Donada 1‘extensid

E: N » P G » J on il 1 ¢ sén HC, Q també é&s HC.
Lema JI-2, Eﬁ o € ¢ per a tot enter r 22 i tot
- RE X
q?r-l»
. . 2
Demostrzcid: Sir=2 1 :1, E =H (9,H N
aQ 3 v,q p(?’ aq )

i ja hem vist en el lema II-1 que pertany a C. Conti-

nuen la demostracidé fent induccio sobre r.

T Pl gl . r-1 g el nucli del morfisme
Prq Dy q  Per-d,8-rk2 PG

r-1 r-1 . . .

0, o ‘Prﬂiqth , 1 per induccidé pertany a C.

r-1 .
Anem & veure gus Bpﬂuhq_rfa £ (¢. Considerem la suc-

cessid (no exacta )

0 r-2 %-2 r-1 ?h} r-1
= — R
N2 Prv-1,%-¥ +2 g Ervr-x.‘fi-”" ? “p,q * °F
- . . r-1 .
&.., ©s la projecclo {pensis que E_ | 4.2 €s un

-

r=-2
per-1,9-7rd

quocient de 2 yif 1aplicacid que amb

r-1

Prr-)l, ¥+ 2

r-1

bona notacio s hauria de posar cem 4 perd

que per facilitar 1'escritura posem simplement com fr 1

Llavors ot = Im £

Paret, g-v+d -1 - Im (fr—l ° gr-2)°

Considerem la successid (no exacta !)

% - ‘Er- —
NO _ zr-} F3> r-2 2 -2

> B :
r-3 Pavt,ded- prr-l, #e2-¥ Pt -1

on per les f i g valen (i valdran a partir d‘ara), les
mateixes consideracions aue abans. Llavers tenim una

aplicaéio exhaustiva
1 33 0 ey
= —_—s N, —
Nr—3 Ker (fr_2 ) gr_3) o Er+rd1$-Pia

i Imf ,=Tm(f 08, ,08. 3



Considerem en un seglient pas, les successidns

-— ‘3-— - '?- : -—
N() - .zr 4 __*» &F 3 _iry g¥ 3
r-4 Fer-i, G427 Prr-3, 3427 £r2, 9
froaod..
1 9.5 0 Lo po2
= Slew _
Nr_4 Ker (fr—-S o gr—Q) l\r-3 7 E,.a, g 1
2 1
= —_—
Nr-4 Ker (fr—2 o Epy © gr—Q) r—3£
2 1 O r-l - r-1
¢ —> I > —_—— —
l\r-l Nr-} — Nr—-2 Pye-1,3-r02 5 Ep,q

Aix? podem anar seguint per induceié fins que

arribariem, en un nombre finit de pasos, a les suc-

cessions

o _ 2 %y g3 3

N? = sz-x,‘}e:-r ? Er_f"“!?"z“' E Pavok, GHRT
on Ng‘ic per ser ¢ z2r-1, q+2-r >1l. Llavors

. 1 .
N; = Ker (f3 ! gz) & G, pergue g+d-r 2> 3-1 =2, i

tenim la successié

Nl 3: NO -3 5 4 ﬁ_} : 4

z2 3 Peret B4a-r Pri-5, Q45 €<

5]

d‘on deduin 'Nz

5 = Ker (f4 © 8y 0 g2) € C.

Al final, $indriem que Im £ €s la imatge

1
d‘un cert morfisme N- — g7t , amb Neo 4
. 2 Pyq 2
r-1 . .
Ep,q € ¢ per induccic., Concloem que Im fr-l £¢ ./,

Lema II-3, Pixzt ng Z, n2z1, considerem la
filtracis de HG, P =HG >F7 +ee 2P _2F = 0.
n n n - n-1 . =

Liavors els grups abelians Fn/Fk_1 s FK/Fk—l ’ Fk ,

pertanyen a C peratet k<¢n-1,

g1
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Demostrocid: Per induccéis sobre k. 51 k = -1,
1A =H i ol = B = . -
’n/l—Q HG i F_1/~_2 F_y = 0. Surosem=ho cert
fins a k-1, i demostrem-ho ver k. ILlavors, per hivno-

s . 2 o . . = - .
tesi 4 induccie, Ln/Lk_2 £0C i 'k—l/'k-Q £ ¢ i

t r/E = F /B F iy H 2
COm que n/ K1 Pn/ Yo k—l/lk—Q_ tambe veriany a

T r+l r-1 . .

i T = B =
Cr Fi/Tr 1 = Bionok = Biepnei Boeer, mowgor 1 temIm
: . . . r-1 9»-;

o ™ I
una apllcac1o.exhaust1va zk,n—k — hk/_k_l
Considerem la successis (no exacta !)
2 S0 o .3 43
—— E 1_:: 'y -

Zk,n—k ) B ,n-k o3, morenl Pel lema an

. =3 . 2 .
terior B3, re a2 € C i per ser ke n-1, Zk,n—k € C;
Llavors Ni = Ker (f3 o 32} € C i tenim una anlicacio

. 1 % 3
: T, —2» = .
exhaustiva H2 Ker f3 Zk,n—k
En un seglient pas considerem la successio
N, —=» = E — E
Y 2y 0k 7 Py n-k . |
pel lema anterior E4 e €, i, en conseqgliencia,
k-G, 9K e
Ng = Ker (f4 o gy © 52) € C, 1 ftenim una anlicacio ex-
. - _ 4

haustiva N2 — Ker f4 = zk,n—k .

Continuant amb ¢l mateix procés, tindriem Ni_ £C

3

i una aplicacid exhaustiva

2 r-1
—_ —
Mooz T Zenox /Pl P/ Pyt
Per irnduccisé, P, ., € C, que implica Fn/Fk—l €¢C, 1
' 2
P = I; N —_D P /7
per tant ;-k/Fk_1 Im { N3 4 rn/*k—l y € ¢,

i F C oS



Demostrrcid de la Pronosicid:

En owrimer lloc demostrarem nue i X &s un en-—

~p=lk#l
ter tal oue ¥#2 ¢r, llavors & & C.
N n-tel, r-K-1
. ' r
31 K =1, es tracta de¢ provar pus E___, ..., € C. Perd
L ATl Tad
T r &
E = E .
Cmeredivod "'m_rn,(m-t.}-(m-r&i}c
’ r r-1 r-1
Surosem k> 1. Llavors T . x.3 = QMJ““;*”“‘/BnLa;m
' r-1 ]
» =
Per ser k21, e ensbefe b 0, i
T r-1 . :
E i = Z & C. Considerem ara la
marE R LR moreX | pen-d
successisd
r-1 r-1 r-1
movin, o -l - ik, ekt 7 m-zrpKed, v - k=3

rel

Com que, 2r-k-3 > r-1 zr-2, Bﬁpr+x,r-K-1 éC, pel

lema II-2. Si k = 2, ja hem acabat. S$i k 23, fent

r=1 r-2 .
el de semnre X = Z L € g i
PR S o L Mmoo, TN

considerem la successié

r~2 X r-2 LT-2
fn-i—ﬂ‘;"""l ) Em-e-q-n,'r-}‘"' 4 PN SR E I N bl Sl
r-2

- P e > - g
Com que 2r-k-4 2r-2 > r-3, JU———

€C,

5t k =3, r-2 =r-k+#1 i hem acabat. Si no, anem

: r - )

fent. Pel lema II-3, En'0 = ;-n/Fn_1 £€¢, 1

r_ pr-l,r-1 . _ =2 _ :
En,O B zn, Bm;r-L,"'*Z - S1r=2, “n,0 HnQ *

. r r-1 .

hem acabat, si no (r =3}, En,o = zn,o € ¢, i podem
considerar la successid

r-1 r-1 Pret r-1 .
Zn’o — En’o —> Ep-vet, r-2 -, Per les consi-
deracions fetes just abans i pel lema II-2, Im frhlé'c
i Ei“é € G. Llavors si r = 3, ja hem acabat i si

, .

!!-K'—j
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no anem fent fins arribar & una successid del tipus

2 2 22 .
Zn'o ) o bn’o > P21 ? de 12 que deduiriem
2 .
En’o = H 2 § C com voliem veure ./.

Jlari, G i ¥ ; i i
Corol.lari Gl-é , 1 G1 02 gén HC si i

només si Gl i G2 ho sén.

Demostracid: s gairebé la mateixa que la feta

en el capitol I per a grups HPT ./.

Provosici¢ II-14. Suposem Gl, G2, U grups amb
U subgrup de G1 1 de GE' Llavors si tres dels grups

Gl' G2, uJ, G1 1y G

5 gén HC, tembé ho és el quart.

Demostracid: K hi hz prou de itenir en comdte
la successi¢ de Mayer-Vietoris adequada i gue donats

dos grups abelians A, B A®B €¢ & 4, BEC ./,

Corol.lari. Gl n 62 és un HC grup si i només

si G, i G, ho sbn e
En les demostracions de la proposicid I-8 i del

seu corol.lari en cap momeni hem utiiitzat cap fet es-

necific dels grups de P-torsidé, i , per tant, mitjen-

gant un canvi adeguat de llenguatje continuarant sent

certes ner grups HC, €s a dir:

Proposicidé II-15, Si en una extensi¢ de grups

N ¥ > G > Q, G és HC, ¢ tambeés ho 4s si i



nomeés si N/[G,NJ €0c 1 G/@,Pﬂ és un HC zrup.

Corol.lari. Si N > G =-—» { ¢s k-central
i G és HC, 9 és HC si i romés si HlN i H2N per-
tanyen a C

Pinalment dorarem alguns exemnles de families
de grups abelidns gue compleixen les condicions de
defiricid del que hem anomenat " Classe de gZrups
abelians " en tot aquest capitol.

1- Grups de torsid amb un npmbre finit de p-
componcnts.

2- Gruﬁs de torsid amb cada p—componeﬁt acotada.

3= Grups.dé cétorsio i reduits. { Per a veure
gue acuests darrers grups formen realment una "Classé

de grups abelians " es pot consultar (3) }.
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