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PROLEG

Quan hom estudia gru-)s abelians defi :jíts mitjan-

gant una propietat P (per

	

gru-)s abelians de P-

torsib o r-locals) s'interessa immediatament per gUes-

tions com :

	

si A compleix P i B~- A, B compleix P ? ; si

A i B O A eompleixen P, A/B corn-)leix P ? ; etc .

Es 16gic fer-se les matei.-~es preguntes trasllada-

des a homologia, és a dir, si G (no necessoriament abe-

liá) és tal que els seus grups d'homologia HnG per a

n >_ 1 compleixen tots una determinado, prometat (per exem-

ple,

	

ser de P-torsib o P-locals)

	

i N 4 G, qué passa amb

els grups HnN ? ; etc . Per a resoldre aquests proble-

mes cal eines més poderoses que les usuals de grups abe-

lians i aixi, concretant, als problemes d'extensions

s'hi apliquen técniques de successions espectrals, téc-

niques que en 1'estudi de propietats de finitud sbn,

per exemple, insuficients .

Dins d'aquest context, U. Stammbach en el seu lli-

bre " Homology in Group Theory " estudia la classe dels

grups G, anomenats HPL, tals que els seus grups d'homo

logia (per a n>,1), HnG, s6n P-locals . Algunes de les

propietats que demostra s6n:.



i)

	

Si -i 6s a.boliJ, A és 1i :1'L si i només si A és T'-local

ii)

	

Donada. N>-----> G "' Q amb N i .Q H-?. L, G. també és

HPL

iii) Don :-.ts U jI G1 i U i!G 2 , els tres H-L, llavors
Gl 1` UG2

és HPL

En aquest treball hem volgut estudiar , comnarativa-

ment :mb els ;rups H?L 1 altres eXe ::lnles de gruns'G tals

que els seas crups HnG, n ?1, pertanyin a unce determina-

da classe de grups abelians, de manera que almenys les

tres pro?iiet^ts anteriors siguin certes, tot esbrinant

la possibilitat d'incloure'ls en una formulaci6 general .

Aixi, concretament en el capitol I, fixada una fa-

milia de primers,P estudiem la classe dels grups G, que

anomenem HPT, tals que HnG s6n de P-torsi6 . Comprovem

les esmentádes propietats, a més d'algunes áltres entre

les que citarem :

¡V)

	

Si a 1'extensi6 N~--~ G ---~ Q , N i G s6n HPT,

també ho és Q.

Aquestes analogies ens varen motivar cap a un

estudi més profund dels grups abelians P-locals i de

P-torsi6, que es concreta en la proposici6 I-9, la.

qual els caracteritza com una classe C que compleixi

les tres condicions següents :



a)

	

Si A I-C i f : A ---1 B

	

és un morfisme, BE C si i

només si 'Ker f E C i Coker f EC

b)

	

Si A EC, ®A 6C per a tot conjunt d'indexs I

c)

	

Si{Ai
1te,és

un sistema directe on cada Ai e C,

lig, A1 6 C

Un nou exemple, el dels grups abelians acotats

(Capitol II), ens feu adonar de que no eren aquestes

dues les úniques classes de grups abelians, C, per a

les quals la classe HC tenia propietats análogues i,

per tant, que calia considerar, en general, classes .

de grups abelians amb les propietats a) i b) de. la pro-

posicib I-g . Per una tal classe, demostrem les propie-

tats estudiades en el Capitol I per la classe HPT i,

en particular, provem que IV) és també certa per la

classe HPL . Finalment donem exemples de classes C que

compleixen 1'anterior definici6 .

Les notacions utilitzades s6n les usuals a (1) i

(2) . No hem incl6s cap Capitol de resultats previs i

quan necessitem resultats ben coneguts en donem la re-

feréncia .

Finalment, vull manifestar el meu agraiment al

Dr . Castellet, que amb tant d'interés ha dirigit aquest

treball, d'engá que em proposé. el tema fins a la redac-



ció de lfi present memdriae ?:m ~-lau tambo d'~igrair a en

Pere Menal, 1'iriter~-s a.^b que m'ha ajudat serapre que ha

calgute



CA .PITOL I

GRUPS HPT . COMPARACIO AI$B ELS GRUPS H!-'L

Al comentar aquest capitol, fixarem ja les no-,

tacions que més utilitzarem . Aixi, per P indicarem

una familia qualsevol de nombrers primers,, i per P ;

donada P, el conjunt de :irimers que no pertanyen a P .

Un enter m és anomenat un P-número si només es pot

dividir pels primers de P .

Donat un grup abelid A, AP voldrá dir el conjunt

de x EA tals que tenen ordre un P-ndmero .

conjunt de primers, p, pels quals A k 0 .

notará el

P
Les demés notacions i defiricions, relacionades

amb homologia de grups i amb teoría de grups abelians

serán les usuals a (1) i a (3) respectivament .

Definici6 . Un grup G s'angmena un HPT grup, o

simplement HPT, si els seus grups d'homologia HnG són

de P-torsió per a tot n ? l

Proposició I-1 . Sigui A un grup abeliá . Llavors,

A .és un HPT grup si i només si A és de P-torsió .

Demostraci6 :

>)

	

No cal fer res,

	

ja que H
1
A = A

ab=
A



Ho veurem primer ner un grun A finitament

--enerat .

Sunosem A tal que e%:istei- un únic p E P., és e.

dir, tal que I P.°:I=
1 . Aleshores, si A = ~x1i -

	

Z/nir,

H A =

	

Z/nk,

	

0

	

(n >_ 1)

	

se;ons

	

sigui n seri ::r o

	

parell .
n

Per tant, _+ és ??PAT . Si A = <xl , . . ., :<n i = Z/p

	

. " ®Z/pk,

posem ú.1=
2/n i A2= Z/n . . . Z/r, ; per hindtési d'in-

ducció sobre el nombre de generadors de A, A1 i A2 són

HPAT, i aplicant la succesió de Yünneth

i®:-t
HiA1®

uk"2 ~~
S1nA --~,` m_nTor (H iAl , HkA2 )

deiuYm que ?i A és de pr, -torsió, i, en particular, de
n

'P-torsió .

Suposem-ho demostrzt per IP,1 < n i veiem-ho per

lPS ~ . = n . Si PA _ { p1, . . .,pamb pi

	

pi,

:1

	

:1n . «3) capitol II) . Si fem A1 = A~ i .

A = C+~ A , ner hipótesi d'inducció sobre 1P,~, cada
2 i=t

	

_t

Ai és HPAT, i tornant a aplicar la successió de Künneth,

tot tenint en comete que HiA1 ® HkA 2= 0 si i,k A 0 i que

Tor

	

(HiA1 ,

	

P
-
U

icA2 )

	

= 0

	

( ( 3)

	

capitol I:) ,

	

queda próvat que

HnA és de PA-torsió .

Si A no és finitament generat, n'hi ha ^rou d'ob-

servar que A = li Ai , on els A i són tots els subgrups

de A f .g. , i per tant, HnA = lim HnAi . Com que els Ai

són f.g . , concluim la demostració ./,



La segtient proposici6 ens permet de definir un

functor (A a

	

D A p ) deis grups . belians de torsió en

ells rmateixos que commuta amb el furctor ?in

°ronosició 1-2 .

	

Si-ui A u:. grup abelia de tor-

si6 . Aleshores, (11 A) a = TI (A ..) per a tota familia de

nombres primers P i n >_1

Decnosmraci6 :

	

Per ser A de torsió, A = A'® Ap .

Aplicant la successió de Ki1nneth a aquesta descompo-

sici6 tenim la successi6 e :K_acta

©

	

H .A

	

©H A

	

, ~---1 H A ----» © To r

	

(H .A

	

,

	

H A

	

, ) .
+k:n J p

	

k p

	

n

	

.i*K_Tr-1

	

j p

	

k p
Per la proposici6 anterior, quan j,k A 0, H jA p i HkAp ,

s6n resnectivament, de P-torsi6 i de P'-torsi6, que

ens permet coneloure que HA = HA COHAn n

	

,p

	

n p

Un altre cop per la proposici6 anterior,

(Hn(A)) p = (HnAp ) p $ (HnAp.)p = Hn(Ap)

La hip6tesi " A de torsió " no es pot suprimir,

com ho demostra 1'exemple A = Z G) Z/p . En aquest chs

H2A, per la successió de KUnneth, conté un subgrup Z/p
i,

	

en canvi, H2 (Ap ) = H 2 (Z/p) = 0

La segUent proposici6 ens permetré. estendre aques-

tes dues nroposicions a grups nilpotents .



bé ho és G .

Pronosició 1-3 .

	

Si!-ui E : N >------a G

successió e :,acta de -rups . Si :; i

	

són I1PT gruos, tam-

Dcmostració :

	

L'eina principal que utilitzarem

és la successió espectral de L.H .S . per homologia. de

grups, aplicada a 1'extensió E, que convergeia finita-

ment a HnG. Es a dir, e ::isteix un r E Z i una filtració

de

	

Hp

	

cG

	

-F, n=

	

1In+	G?. . .

	

Fn > F

	

1 .1 . . .

	

F
0 p F-1 . = 0

de manera cue Er	= F /F

	

, essent E2	= H (Q,H .,:)
p,n-p p p-1

	

p,q ?) q

P-torsi6 .

	

Si p = 0,

	

H
0
(Q,

	

H N) '= (H
q
N)
Q

= H
q
N/H

q
NrQ,

q
que és de P-torsi6 per ser-ho HqN . Si p,q vÉ 0, per a

calcular Hp(Q, HqN), prenem una resoluci6 Q-projectiva

de Z, P --» Z, i avaluem 1'homologia del complex

P ®H
q
N --" Z OH

q
N, que és de P-torsi6 per ser-ho

P ®H'N. En conseglléncia E

	

és de P- torsi6 si p ¿ 0
q

	

prq

6 q ~ 0, i per tant Er
yq

és de P-torsi6 si p A 0 6

q gé 0

Si q = 0, E2	= HpQ

	

que és, per hipótesi, de
~q

2

Com que F0 = F0/F
-1

= Er n és de P-torsi6, fent
,

inducció sobre la filtracié de HnG, concluim que aquest

és de P-torsid ./ .

Proposici6 I-4 . Sigui G nilpotent . G és HPT si

i només si G és de P-torsid .



Demostraci6 :

Si Gab Is de P-torsi6, tambés ho és G

((5) capítol I)

per inducció sobre la classe de nilnotén-

cia, ¿, de G . Si C = 1, G és abelié i podem aplicar I-1 .

Suposem é >l, i considerem la série central inferior

Gp	=

	

G o G1	=[G,G ] P . . .

	

GC. P- Gd+1

	

=

	

1

	

.

	

A. 1 ' extensió

GC >---> G ---~> G/Gó , G
5
i G/G~ són HPT¡per inducció,

i aplicant I-3, G és, també, HPT ./ .

ProDosició I-5 . Sigui G nilpotent de torsi6 .

Llavors (HnG) p = HnG-o

Demostraci6 :

	

Per ser G de torsi6, G = G
p .x Gp ,

((5) capitol 3) . Aleshores la demostraci6 és fá. igual

que la de la Proposici6 I-2 ./.

El segUent resultat, ja de tipus general, afirma

que la classe dels grups HPT és tancada per quocients

quan el grup i el subgrup són HPT

Proposici6 I-6 .

	

Si N >---> G

	

?P'Q és una exten-

si6 de grups tal que N i G són HPT, aleshores Q també

és HPT

Demostraci6 :.

	

Utilitzarem una altra vegada la

successi6 espectral de L.H .S ., junt amb les considera-

cions i notacions explicades a I-3 .



r'ixat n e Z, n > 0,

	

considerem la filtrz.ció de :` _'-

r

	

r-1 _Ii nG

	

=

	

F
n

?

	

. . .

	

?

	

0 ? i-1

	

=

	

0

	

.

	

Err'
0

	

=

	

ún,0/

	

,- rn/`n-1

és de T~-torsió per ser-ho IinG . D'altro banda., per ser

sempre

	

r >3,

	

^-r

	

0 i

	

Br-1

	

,. = 0,

	

Zr-1 és de

	

P-torsió .n,0

De la successió

	

Zr-1 >--- -r-1

	

,>
Er-1

	

i deln,0

	

n. O

	

r-z

fet que r-2 >O, deduim que Er 1 és de P-torsió .

2
Si r = 3, ja hem acabat, ja que aleshores E- Hi: p

	

n
,2

és de P-torsió . Si r >3,
r-2/,,r-2 r-2

n,0

	

lPer ser 3-r <O,

	

ir.,0

	

n.r-_i, 3_ r

	

n,0

	

P

tant, Zñ,2 és de P-torsió . SeJuint el nrocés r-2

concloem, que HnQ és de P-torsió ./ .

Corol .lari .

	

G1 -~ G9	i G1 X G2 són .IPT si i no-

més si G1

Der.ostracid

Designem per pi : G1 ~ G2 ---i> G1 i

j i : G, r--> G1 --)G2 , els morfismes na.turals . Llavors

(pi o
ji)*

' 'In '1 -~ Hn(G1A G2 ) és la identitat i, en

consequéncia,

	

(j
¡»k

	

és injectiva i G1 és H'-'T . Aplicant

la darrera proposició, G 2 també és HPT .

Análogament pot fer-se per a G 1 X G2 .

Es suficient aplicar I-3 a la successió

ho s6n.

exacta

	

G1 r-~ G1 ' G2 -0

	

G2 ./ .

per

cops,



El comportament deis grups HPT resnecte a pro-

ductes lliures P:malgamats, el resumim en la segUent

Proposici6 .

Pronosició I-7 .

	

Suposem G 1 , G 2 , U gruns amb

U subgrup de G1 i de G2 . Llavors si tres deis grups

G1 , G2 , U, Gl vG2 s6n HPT grups, també ho és el quart .

Demostraci6 :

	

Si denotem, com és usual, per

hi : U }----~

	

Gi les injeccions can6niques i per

gi : Gi	>

	

G1 sU G2 els morfismes naturals, la succe-

ssi6 de P,?ayer-Vietoris s'escriu

n 1

	

n 2

	

n

	

1
u

2

	

n-1

	

"'

Llavors, tenint en comete que per a n = 1 1'aplicaci6

HCU = Z --~ HCG1 HGG2 = Z Z és injectiva, conclo-

em la demostraci6 ./.

Corol.lari .

	

G1 * G2 és un HPT grup si i només

si G1 i G,, ho s6n tots dos

Demostraci6 :

Es la darrera nroposici6

Si

	

pi :

	

G1* G2 -P Gi i

	

ji :

	

Gi	)G 1 *' G2

indiquen els morfismes naturals,

(pi	o

	

ji )oí = (id),= id :

	

HGi -

	

HGi	,

	

i per tant

	

(j
i).

és injectiva ./.



Cal- di .r t^m~~s ^un

ci-,ra

	

un

	

c;_e^ . ,le

	

de

	

que

	

ele .

	

!I-'T

	

_:'''?ns

	

ro

	

són

	

tac_ .,^t :.

ner :~ub rt?r,.. _=orrt.~ls, fins i tot en el � a.s en nué el

quocient sizrui un HPT grup . ^er veure .ni:có n'hi ha nrou

en finar-se en 1'e :;tensi.ó

Z = [Z/2 ~K G/2

	

,

	

Z/2 -k Z/2] i--~ Z/G -o Z/2

	

>

	

Z'/? (DZ/2

En la següent pro~osició, peró, ens nreocuoem de

donar, sota hipótesis .)rou fortes, tina condició ' nece-

ssaria i suficient nerqué el nucli d'un morfisme entre

HPT gruns sigui un H"T grun .

de , : . .

:I ~---1

	

G

	

---» ~~, direm nuo es ,."-c "entrc_1 si N - Z, G

Observes oue asb aquesta

	

les 4.; :_ten-

sions 1-centrals no són altra cosa. que les eatensions

centrals .

També val a dir nue, si definin

	

iy1 = EG,IIJ

	

i

Nitl

	

_ LG' IN i-1

	

,

	

Id é s I,,"-centr2 lcentr2l

	

si

	

i

	

no!-),Cs

	

si

	

:I I; = 1

La demostració d'áixó és Óbvia ja oue no:nés c-q.1 apli-

car la definició de centre k-éssim d'un Jrrun .

Pronosició I-8 .

	

Sigui L : N >---> G

unza extensió de grups, amb G HPT . Llavors 9 és HPT si

i només si

	

N/[G,N]

	

és de N-torsi6 i

	

G/ [G,D?] és un

HPT grun .



Demostració :

_))

	

Considerem la successió dels cinc termes

associada a E,

H2G -~ 11
2Q
-1 N/ [G,N]

	

Gab -jjQab ,

	

Com que

H.

2Q i Gab s6n de P-torsió,

	

111;/CG,N]

	

és de P-torsi6 .

Per acabar, només cal considerar la successió exacta

N/[G,N) >--1 G/ [G, N] -P Q i aplicar-li la Proposi-

ci6 I-3 .

N'hi ha prou d'aplicar I-6 a la successió

NI LG, NI ;--> G/ P, NI

	

11 Q

Corol.lari .

	

Si-N>-->G -W Q és K-central,

i G és HPT, Q és HPT si i només si N és un grup de

P-torsi6 .

Demostraci6 :

	

Podem aplicar reiteradament k cops

seguits la proposici6 anterior . Aixi la primera vegada

obtenim el resultat I-8 : Q és HPT si i només si N/N1

és-.d e P-torsi6 i GIN1 és HPT .

Aplicant I-8 a
N1

>---0 G --» GIN, , tenim que

G/N1 és un HPT grup ~ N1/N2 és de P-torsió i GIN2

és un HPT grup. Es a din, tornant endarrera, Q és HPT

si i només si N/N1 i N1/N2 s6n de P-torsi6 i GIN2 és

un HPT grup . A la k-éssima aplicació ens quedaria, Q

és HPT si i només si
N/N1 , . . . , Nk-1/Nk sdn de P-



torsio i G es un HPT crup . Com que Nk = 1 i G per hipó-

tesi és ja un H7T grun, la deiiiostració és acabada ./,

Com he,,^,i dit en el j-rdleg, observem que les pro-

nosicións I-1, I-2, I-3 ., I-?, són molt seriblants, fins

i tot en les demostx-f.ci6ns, a les ané,logues estudiados

a (2) per grups H.:jL, a¡-.I-6 és, per grups G tals que els

grups HnG,
na 1,

	

són P-locals .

	

La pronosició I=6 i 1'es-

tudi fet per extensions :-C-,--entrals no és troba a (2),

malgr_ t que,segons veurecn en el capítol següent tam-

bé té validesa encara que la demostració hagi de ser

diferent porqué els grups abelians de P-torsió s6n tan-

cats per subgrurs i en canvi els P-locals no .

Sigui com sigui, aquestes analogies ens han me-

nat can a la següent proposició, que, bdsicament ha

tingut importancia dins del context general porqué ha

estat un gra6 importantissim can a la formulació gene-

ral que donem en el capítol II .

Proposició 1-9 .

	

Sigui C una classe de grups

abelians que compleix

a) Si A E C i f : A

	

> B és un morfisme,

	

B e C si i no-

més

	

si Ker fE C

	

i Coker f 6 C

b)

	

Si A e C,

	

+

	

A F- C per a tot conjunt d'indexs I
iel

c) Si

	

íAijrér és un sistema directo on cada Ai e C,



Aleshores existeix uria familia de primers P tal

que o bé C és la classe dels grups abelians P-locals

o bé C és la classe dels grups abelians de P-torsi6 .

Lema I-9 .

	

Si C és una classe de grups abelians

que compleix les condícions anteriors a) i b), llavors

(i)

	

Si AEC i B = A ==~ B6C

(ii)

	

Si A, B E C

	

i

	

f:

	

A

	

> B és un morfisme,

	

Im fE C

(i)

	

Si f: A -I B és isomorfisme, Ker f = 0 i

Coker f = 0 . Com que 0 E C,

	

(és el nucli de

id : A ---!A), aplicant (a) B 6C .

(ii) N'hí ha prou d'aplicar a) a la successi6

Im f )-->B ---0 B/Im f .

(iii) is suficient veure que KerEF C i Coker PC- C ;

Ker

	

= 0 eC i Coker

	

= D, que per hipdtesi és

de C . Per tant B EC .

(iV)

	

Definim f : ~© Ai	> ~~ti	perf 1A .

	

= id si ¡¡J
t~

i 0 si ¡¿-J . Llavors Ker f =® A . ,- i per tant .
je,J J

(iii) Si A Y-->B
r
--0 D és exacta

B EC

amb A,DE C, llavors

(iV) Si (D A . C- C i J CI, llavors 9. A . GC
¡el 1 jej J

(V) Si A,BEC, A®B'CC

(Vi) Si ACC ; A® B. , Tor(A,B) e C per a tot grup abe-

liá. B

Demostraci6 :.



(V)

	

Consideren R )---> TF ---~ B una

	

)rcsent^_ció Z-lliure

de B, és a dir, amb F = ® Z i R - U Z . Llavors te-

nim la successi6 e ::acta

Tor(A , B) >---'~ R 95 A ---~

	

dA --» B mA

	

on

ROA =G AEC

	

i

	

FAJA 'Z©Ae-C . Per tant BOA c- C

i Tor(A,B) G C .

Demostraci6 de la Droposició 1-9 :

Donat un grup abelid A, definim P

	

com elA/T(A)

conjunt de primers p, tals que A/T(A) té un subgrup

n-bdsic diferent de zero . Fixada la cl4.sse C de grups

abeli .ns

	

definim

	

P . = V P

	

P

	

-

	

= tJZ

P = PC ti P
1-11.

	

.

	

Dividirem la dernostració en dife-

rents anartats .

(i)

	

Suposem P ~ 0

i1 )

	

PC ~ 0 amb C sense grups lliures de torsió .

Anem a veure que,

	

en aquest cas, A E C si i només

si A és de PC = P-torsió .

Si A,9 C, per . construcció de PC és ben clar

que A és de PC-torsi6 .

Sigui p E PC , llavors existeix A EC amb

An	0.

	

Per ser Ap = Tor(Z/p®,

	

A), An E C . Considerem

ApQ Z/p . Si A
P
Qx Z/p

	

= 0, Ap	ésdivisible i per tant

és isomorf a una suma directa de Z/p°° . A-licant el



Lema, Z/tf°C C

	

i tot Eruo de n-torsió és de C .

Si A~@Z/p

	

k 0,

	

A C) Z/p

	

`--` (D Z/o

	

i, tornant al Lema,

Z/p E C

	

.

	

Per hipótesi d'inducció i per la condició a),

aplicada al morfisme

	

Z/P -~
Z-/p(

	

, concloem que

x

	

>

	

Pa"i x

Z/p 1 C

	

per tot

	

dE Z.

	

Per tant, per c ,

	

Z/p-E C

	

i

tot grun de P-torsió és de C .

h
Si A és de P-torsió i f.g .

	

, A = CV

	

Z/p0.~

	

on

cada pi C, P . Com que hem vist ja fue Z/p

	

r ,aplícant

el lema,

	

A s C ;

	

si no

	

és f.g.,

	

A = lira Ai	,

	

amb cada

Ai f .g ., i per c, AE C .

12 )

	

PC

	

0 ' PC/T(C) -

	

i C conté algun grup, A,

lliure de torsió .

En aquest cas, tot A lliure de torsió de C es

divisible,

	

és a dir,

	

isomorf a

	

©

	

~.

	

Sigui p e PC	i

consideren 1'extensió

	

Z
P

)-->

	

0

	

Q/Z
P

a/Z P és de P-torsió, i per tant, .per un argument ja

utilitzat a i), es de C, d'on Z
P
a C, que és contra-

deix amb que
PC/T(C)

i3 )

	

Suposem PC Y 0 i
PC/T(C)

En aquest cas demostraren que AE C si i només

si A és P-local

_» A semnre pot posar-se con 1'extensió

T(A) }--> A --» A/T(A) . T(A) és de P-torsió i



ner tant P-local .

	

A/T(A)

	

té LLnicita t de Plarrels ja

que. P
A/T(A) C PC/T(e)

	

P. Com nue la clase dels gruns

abelians P-locr ,.ls és ta:ncadn ner e :,,tc-sions, acabem la

demostracid .

En primer lloc de~!ostr~~re-1 que tot grup de

P-torsió pertnny a: C .

Sigui

	

p a P,,,

	

.

	

Aplic'wllt

	

1'-^rgunent de

	

se:iipre

	

te-

nim que tot grt,in de

	

P -torsió és de C . Si p E PO,j
TM,

,

vol dir que ezisteix A/T(A) E C, amb el seu subgrup

	

p-

basic, Bn , diferent de zero, i per tant isomorf a © Z .

Tensorialitzant 1'e:_tensió

G1 Z

	

>---)

	

A/T(A)

	

---> A/T (A-.)/Q Z , per un grup de

p -torsió és marté 1'exactitud (veure Fuchs, capítol

i A/T(A)/® Z © G = 0 .

Concloem que G tr C

	

i utilitzant que C és tancada per

limits inductius, que tot grup de P-torsió pertany a C .

Per existir a C gruns A-lliures de torsió,

A C Q = C) Q, per ser lliure de torsió i divisible, i

Q a C .

	

Llavors,

	

com que

	

Q/ZP	ésde P-torsió

	

ZPE C

	

i,

en consegUencia, tots els gruns °-locals són de C

ii)

	

Si P v 0,

	

A P-C

	

si i només si A és divisible i

lliure de torsió, és a dir, C está formada'pels gruns

Z0 -locals.



CAPITOL II

En aquest cap~tol, dividit en dos apartats,

consideren en primer lloc una nova classe de grups

abelians : els acotats, per a la qual repetim l 4estudi

fet en el capitol anterior per als grups HPT . La

comparacio d'aquesta classe amb els grups abelians

P-locals i de P-torsio a través de les condicions de

la proposicio I-9 ens porta a definir, en general, una

classe adequada C de grupa abelians de manera que la

classe HC té propietats análogues .

I .

	

Grups amb homología acotada.

Un grup abeliá A direm que és acotat si existeix

un enter m - tal que mA = 0 .

	

Un grup G (no necessá.ria-

ment abeliá), direm que és un HA grup, o simplement HA,

si els grups HnG s6n acotats per a tot n>k1 .

Proposicio II-1 .

	

Un grup abeliá A 6s un HA grup

si i només si és acotat .

Demostraci6 :

	

Si A es un HA grup és svident.

que és acotat, car H A = A .

Suposem A acotat i finitament generat . En aquest

,cas, si mA = 0, la successi6 de KUnneth i la hipdtesi



d'inducció sobre el nombre de generadors de A proven

que

	

mHnA = 0, n ?1 .

	

Si A no es rinitament generat,

A = lim~ Ai	oncada Ai és f.g ., mA = 0 implica mAi = 0,

i per t r~nt

	

miinA = m.lirr

	

HnAi = 0

	

./.

Pronosici6 11-2 .

	

Sigui E : iI

	

G

	

Q

una successió exacta de grups amb id i Q HA grups . '

Lla.vors, G és un HA grup .

Demostraci6 :

	

Fixat un n é Z, anem a veure que

existeix m tal que mHnG = 0 . Considerem, amb les

notacions de sempre, la filtració de HnG,

FnG

	

= HnG

	

? F
n-1

?

	

. . .

	

F
0

	

?
:-1

	

= 0,

	

per a la qual

Er	=E °°

	

= F F

	

Er	és originat per
p,n-p

	

p,n-p

	

P/ p-l

	

pan-p

quocients d'un subgrup de

E2	=Hp(Q, H

	

N) .

	

Si n-p = 0,
n-p n-p

(Q ,H

	

r;)

	

= H Q

	

i

	

existeix,

	

per hinbtesi,

	

m
p

	

-

	

n-p

	

n

	

n, 0

tal que mn .0
HriQ = 0 . Si n-p = 0, notem per

m

	

un enter tal que m

	

(H

	

N) = 0, i per
p s n- p

	

p,n-?p

	

n-p

al qual, en consegUencia, es compleiz

m

	

(H

	

i`i)) = 0 .
n,n-p

	

(Q.Hn

	

n-n

Si m = max m

	

, p = 0, . . ., n

	

, és ben clar
p,n-p

_

que m FP/P P-1 = 0, i per t^nt que m

	

HnG = 0 ./ .

Com ner.! dit, sejuint la -,wteixa linia que per

als Zrups HPT, estudiem en la següerit pronosició els

--runs nilpotents HA .



ició II-3 .

	

lis-u¡ G -ui -run

	

tent .

G

	

é

	

un

	

HA

	

rr un

	

:-,i

	

n n-,s

Demostració

v

==> )

	

Que G é.s acotñ.t ds c~_a-coüe_:ci^ de que

Gab
ho és (vegis (j))

_ ) Es ben clnr per -nducci6 sobre la . classe

de " oil -rotencia de G, tot anlic-rit la nro^osic-6 II-2

Pronosició II-4 .

	

A 1'extensid 111 >----a G --lb Q

si N i G sdn HA Zrups, Q tumbó ho és .

Demostració :

	

Els termes de la'successió es-

pectral Ek	,n A 0, tenen el seu origen a E2
. m,n

	

m,n '
i per tant s6n acotats . El que volem demostrar és que

2també els En
0

= HnQ s6n acotats . Suposem
r r-1

En,0

	

Zn 0 = En 0

	

Fn/Fn-1 que és acotát per ser

ho HnG .

	

De la successió

	

Zr-1
>__>Er-1

	

9Er-1n,0 n,0 m-~rl7r-z'

per ser r-210 i per les consideracións fetes abans,

Er 1 és acotat .

	

Si r = 3 ja hem acabat, i si no,
_r-1 r-2p,n,0 = Zn,0 '

	

1 repetim el mateix raonament per a la

successi6

	

Zr-2 ~--_!Er-2

	

!E
r-2

	

.

	

Si r = 4

	

an, 0

	

n,0 m-r .z, r-3

	

s

	

J

hem acabat, i si no anem fent ./.

Corol .lari .

	

G1 ,5 G2	i

	

G1 x G2	s6nHA si i no-

más si G1 i G2 ho s6n.

	

.

Demostració :

	

Val la mateixa que per als grups

HPT ./ .



Per evitar repetir el que ,pa hem fet en el Capi-

tol I, les segizents proposicions les donem sense demos-

traci6, fent esment, només, de que les dificultats s6n

les mateixes que les análogues per grups HPT .

Proposici6 II-5 .

	

Suposem G1 , G 2 , U grups amb

U subgrun de G1 i de G2 . Llavors si tres dels grups

G1 ,

	

G2 , U, G1ú G2	s6nHA grups,

	

també ho és el quart

Corol.lari .

	

Gl n G2 és un HA grup si i només

si G1 i G2 s6n els dos HA grups .

Pronosició II-6 .

	

Donada

	

E: N )

	

!G -» Q

extensi0 amb G HA, Q és HA si i només si N/[G,N] és

acotat i G/[G,IJ) és un HA grup .

Corol.lari .

	

1Si E és K-central,

	

i G un HA grup,

Q també ho és si i només si N és acotat .

Aixi_ doncs, gairebé, 1'estudi dels grups HA ha

estat una repeticid del que hem fet en el Capítol an-

terior per als grups HPT . El seu mdxim interés, peró,

és que ens proporciona un exemple d'una classe de grups

abelians que compleix les condicions a) i b) de la pro-

posici6 I-9 i per la qual la classe HA és tan similar

com hem vist a les classes HPT i HPL . Aix6'és el que

sugereix el segúent apartat, on comprovem que per a una



classe C de grups abelians amb les condicions a) i b),

la classe HC és tancada per extensions, nroductes lliu-

res, etc .

II .

	

Una formulaci6 general .

En tot el que fem a continuacib 1`expressid

" classe de grups abelians C " voldrd. dir una familia

de grups abelians amb les pronietats

a)

	

Si A E C

	

i

	

f: A

	

> B

	

és un morfisme, Be C si

i només si Ker f E C i Coker f E C

b)

	

Si A E C,

	

® Aí C-C

	

per a tot conjunt d'indexs I

Proposicib II-7 .

	

Sigui G un grup i A un G-m6du1

tal que com a gru.p abelid. pertany a C . Llavors

Hn(G,A) E C

	

per a tot n zl .

Demostraci6 : .

	

Sigui F
n
--5iZ una presentaci6

G-lliure de Z, aixá és, F = © ZG . Considerem eln
complex

	

A®F
n

	--~

	

A®Z,

	

que ens serveix per a de-

finir Hn(G,A) com

	

Kerá-1/Im
~-n

	

on

¿n-1' A®Fn

	

-~

	

Aq9Fn-1 .

	

Com que A ~F

	

= ©A e C,n
acabem la demostració ./ .

Definici6 .

	

Direm que G és un HC grup si els

grups HnG E C

	

per a tot n a 1 .

Proposicib II-8 .

	

Si

	

E :

	

N }---1 G - -T Q

	

és

exacta i N i Q s6n HC, G és HC .



Demostració :

	

?I'hi ha prou de veure que els

Ek E C, ja que en acuest cas, considerant la filtra-
p,q
ció de II G,

	

Fn = 11 nG ? . . .

	

F0 ?

	

F-1 = 0,

Fn/Fn-1

	

En OE C,

	

i Fn-1 E C per inducció .

Si k = 2,
Ep,q =

Hp(Q,HgN) que, si q ~ 0, per

la proposició II-7, pertany a C ; si q = 0, Ep 9q = HpQ

i pertany a C per hipótesi . Suposem que Ek E C i
p,q

anem a veure que Ektl E C per a tots els enters p i q
p,q

Ekn~q = Zñ 9q/B
wx,4_k+1 y

i per hipótesi d'inducció

	

Zp9q i

Bk	Aertanyen els dos a C . ./.

Aquesta proposici& ens simplifica la següent, en

la que demostrem que C és tancada per homologia .

Lema II-1 .

	

Si AE C,

	

T(A) i A/T(A)

	

pertanyen

a C

Demostració :

	

T(A) = Tor(Q/Z,A) (vegis (3) Capi-

tol X) i podem aplicar el lema I-9 .

Ap'licant la condició a) de definicid de C,

A/T(A) C ./ .

parts

1'roposició 11-9 .

	

Si A E C,

	

AEHC .

Demostració :

	

Dividirem la demostració en dues

lá)

	

Suposem A de torsió

Considerem 1'extensib



m Bn >---9PP Ap --OO Ap/Bo	(»,

	

on Bp és zero si
_

	

A

	

P6PA
Ap és divisible o acotat, i un subgrup p-basic en cas

contrari .

	

rosem

	

D =(P D

	

, on cada
p6 p

	

p

2 A k
Dp = Z/p ® Z/p ® . . . ®.Z/p O . . .

	

si B
n
A 0 i D en

cas contrari . Tensorialitzant l'extensió (Y,) per D

tenim que es conserva la injectivitat per ser cada

Bp ?-~ Ap -~> AD/Bp p-pura ( (3) Capitol K) i ems

queda la successió exacta

Bp (8) Dp	}---y©Ap © Dp	-

	

©Ap/Bp (E) Dp . Per
Pe ñ
ser Bp p-básic, és ciar que cada Bp és un sumand directe

de Bp 0 Dp , i com que, .AJBp © Dp = 0 per ser

	

Ap/B

divisible,

	

+~ Bp © Dp =

	

An (x) DD E C,

	

®

	

Bp és un

sumand directe de d Bp (D Dp	i concloem que

	

1 Bp EC .

En consegttencia T Ap/B E C .

	

Si AJB és divisible
Pe FA

	

p

	

p

AP/Bp = p Z/p°°_ ;

	

en cas contrari A
T1

es acotat i A

on cada Ei - ®Z/p1 .

	

Per tant

	

F =ID Pp , on Fp = Z/P-
A

si A_/Bp és divisible i

	

Z/pdP en cas éontrari,és un

sumand directe de P® Ap/
p

B i pertany a C .
A

Tor(F,HA) _ © Tor(F HA) 2IPTor(F ,(HA) ) ; si F = Z/p°°
Pe á

	

p

	

p

	

p

	

P
Tor(Fp,HA)

	

= (HA) p

	

i si FD = Z/pP ,

	

com que p«'> .A

	

=0,
P

0 =
pdP

H(Ap)

	

d= DM(H(A)) p (pel que ja sn.bem dels grups

HPT) . En tots els-casos Tor(Fp,HA) 1-- (HA) p , i con-

cloem que

	

HA = G) P (HA) p e C .
1,6 a



ton^
") S!yosem 9 lliure de torsid

Yoseri °A cl co_:junt de frircrs p per als

quals e ;:istei :: un subgrun n-bAsic, in , diferent de ze-

ro, Aleshores, és clar que A i 11nA

	

(n? 1) són PA-locals

i, en conseqüeneia, n'hi h^ nrou de de-nostrar que

ZP E C .
A

A 1'extensi6 ZP
A

ja que

QE C

Q ® A

	

i

	

-J/Z� - (D Z/ -per ser divisi-
A Pop p

ble i de PA-torsi0 . Llavors

	

A © -JZr _ m A © Z/ri
A

si ens fíxe-n en 1'e :_tei_sio

	

B

	

}--a

	

A

	

-

	

A/B
P

,

concloem que

	

A Q) Z/ f,= 9 Z/pi que

	

Q/ZP	queés un
A

sumand directo de A ® Q/ZP , pertany á C . .
A

Val a dir que si PA
= 0, llavors A i HnA són

Z. -locn.l s (divisibles i lliures de torsio) i el re-

sultat és, també, válid ja que HnA és una suma directa

de Q,

	

i

	

com que Q E C, hem acabat

	

,/.

En les següents nroposicions estudiem condicions

necesshries i suficients porqué un grup nilpotent sigui

HC . Val a dir que els resultats, encara que forga sen

zills, no ho sbn tant coro els obtinguts per grups HPT

i HA, degut a que en general, com veurem, la classe C

no és tancada per subgruns .



Aclarim, abans, que donat un grup G, per G1 en.te-

nem el mateix grup G i per Gi+l el grup definit per

[G,Gi~

Proposició II-10 .

	

Sigui G nilpotent . G es un

HC grup si i nomes si Gi/Gi ;l e C per a tot i .

Demostració :

Ho farem per inducció sobre i .

Si i =

	

1,

	

G1/G2 = Gab = H1G,

	

G1/G1 = 0 .

	

Si

	

i>_ 2,

consideram, 1'extensió

Gi-l/Gi )	1 G/Gi ---.0 G/Gi-l
t

Aplicant hipótesi

d'ifiducció i que HC és tancada per extensions, conclo-

em que G/Gi és un HC grup . Per demostrar que
Gi/Gi+l6 C

és suficient considerar la successió dels 5-termes

associada a l'extensió Gi )---> G

	

99 G/Gi ,

H2G ---~, H2G/Gi -.~ Gi/Gi+1

	

?Gab -P Gab --00

i tenir en comete la condició a) de defiriició de C .

-- ) Per i = c a 1'extensió

Gc ?-? Gc-1 -~> Gc-1/Gc , Gc i Gc-1/Ge s6n de C

(i. per tant de HC) per hipatesi . Llavors, fent inducci6

G és un HC grup ./ .

Proposició II-11 .

	

Sigui G nilpotent . G és HC

si i només si HíG i H2G pertanyen els dos a C .



Demostració

=>) ?;o cal fer res .

<-- ) La successió deis cinc-termes aplicada a

1. e-,

	

Gi P--> G -~i G/Gi , és

H2G -p H2G/Gi	~ Gi/Git 1

Per inducció sobre i, podem suposar G/Gi
e.HC (pensis

que G/G2 = H1G que és HC per hipótesi) i concloure

que Gi/Gi+l e C . Llavors de 1'extensia

	

-

Gi/Gi+-1 >---1 G/Gi}l -i) G/Gi tenim que G/Gi+l és

HC, i de la proposició anterior que G és HC ./ .

Gab

	

-

	

' 0.

Si comparem apuesta proposició darrera amb les

deriostracions de les proposicions 11-3 i I-4 veurem

que perqué G, nilpotent, fos HPT o HA bastava que H1G

fos de p-torsió o acotat . En general cal, per3, la

condició de que H2G també sigui de C, com demostra el

segUent exemple .

Exemple (a) :

	

Sigui p un nombre primer qualse-

vol .

	

Definim

	

G = < z0 , xi , yi , i = 0,1, . . . : zp = l,

xi = xp+l , yi = yp+1 1

	

Cxi ~y~) = 1 si i A J ,

Cxi " zoJ = [y,,,07

	

Cxi,yij = z0> . Llavors,amb

(") Aquest exemple té el seu origen en un exem-

role del treball d'en Pere Menal " Sobre radicales

finitos i linealidad residual de grupos nilpotentes " .

Pnbl . Mat . U.A .B. n°- 7 .



aquestes relacions,

	

és ciar que G 2 = UG,G] = <zO> = Z/p

i que G és un grup nilpotent de classe 2 .

	

H1G en a-

quest cas seria el grup abelia generat per

	

x
i

	

i

	

y .i
amb les relacions xi = xipl i Yi - yipl ' és a dir,

és un grup isomorf a

	

Qp
p Q

p
, on Qa és el grup adi-

tiu deis racionais que tenen per denominadors poten

cies de P,

	

i per tant

	

H1G os P-'local i en canvi

	

G no

ho és ( pensis que z0 = 1, i que zp no té p-arrels a G) .

La següent proposici6 assegura, perá, que per a

classes C tancades per subgrups aquest cas no pot

donar-se .

Pronosici0 II-12 .

	

Si C és tancada per subgrups,

G nilpotent és HC si i només si, H1G pertany a C .

Demostraci0 :

	

Segons (5) peracada i tenim un

morfisme

	

oGab

	

>) Gi/Gi+1 .

	

Per un lema anteriorab

Gab 6

	

C, i per ser C tancada per subgrups ger f E C,

i en conseqüencia

	

Gi/Gi+l e C ./ .

En la següent proposiciá demostrem que la classe

HC és tancada per quocients quan el grup i el subgrup

m6dul sén els dos HC . Volem aclarir que,en la demos

traci6, usarem serse cap mena de definició ni de con-

sideraci6 les notacions referents a successions espec-

trals ja utilitzades en el capitol I .



Prorosició II-13 .

	

Donada 1`extensi6

E : N >----+ G --~ Q on N i G s6n HC, Q també és HC .

q ? r-1 .

Lema II-2 .

	

Er

	

e C per a tot enter r >_2

	

i tot
Prq

Demostració :

	

Si r = 2 i

	

q >_1, E2

	

= Hp(Q,Hq%)

i ja hem vist en el lema II-1 que pertany a C . Conti-

nuem la demostració fent inducció sobre r .

Er	= Zr-l/Br-1

	

s
ps q

	

p? q P+r-1 . q-r+z

Er-1

	

)

	

Er-1p p q

	

P_rt1, gtl''Z

r-1
Anem a veure .que

cessid (no e:,acta !)

NO

	

= Zr-2
r_2 P4,-"4

z
r-1
ppq

i

BP+r-I, c},rt

9,1z

	

Er-1r
P',J.A_o-~t

gr-2
es la projecció (pensis que E-,,01

	

*ds un

quocient de r
ZQrr-1,4-rri )

	

i fr-1

	

l*aplicació que amb

bona notacio s'hauria de posar com dv~l 4_~+z peró

que per facilitar 1'escritura posem simplement com fr-1

Llavors Br-l

	

= Im f

	

= Im (f

	

o g

	

) .
r-1 r-1 r-2

Considerem la successió (no exacta !)

_ r-3

	

9r-3 r-2

	

r-2E170r_3 - ZP} �. .~

	

-i)

	

EPtr-l,

on per les f i g valen (i valdran a partir d'ara), les

mateixes consideracions aue abans . Llavors tenim una

aplicació exhaustiva
1

	

dr-] 0 dr-2 r_1
-

	

-~>ENr-3 _- Ker (fr-2 o gr_ 3

	

W N)

	

r_2

	

P+,-_~, 4_r+i

i

	

Im fr_1 = Im (fr-1 0 gr-2 0 gr-3 ) .

es el nucli del morfisme

per inducci6 pertany a C .

E C . Considerem la suc-

~l > Fr-1
, on

pIq
r-1



Considerem en un següent pas, les successións

N0

	

= Z
r-4

	

9-{

	

Er-3

	

fl-3
>

	

~r-3
r-4 P+r_Icvtz_v_

11

	

y+7. -r

	

r +t, 4

Nr-4 = Ker (f
r-3

o gr-4 )

	

~~ lb Nr-3

	

>

	

Er~? y -i

NT-4
= Ker (fr-2 o

gr-3
o

gr-4)
-~> ;Zr-3

L* 2

	

--~> pdl

	

---r)NO

	

-,~ Er-l

	

r ,~
Er-1r-1 r-3 r-2 Prr-1j<}-r. t piq

cessions

Aixi podem..anar seguint per inducció fins que

arribariem, en un nombre finit de pasos, ales suc-

N0 _ Z
2

	

IL > E 3

	

F3
2P+r-1 .g "Z-r

	

Ptr_i,~.,z_,r

on

	

N2
e C per ser

	

q >_ r-1, q+2-r > l .

	

Llavors

N2 = Ker (f3 o
g2) E C, perque q+4-r ? 3-1 = 2, i

tenim la successió

1 ~? NO 9 ~ E4	~ 4N2

	

3

	

P+rvl .~j+l_r

	

EPr,--S .R,+ ;- rE C

d'on deduim

	

'N2 = Ker

	

(f4
o g3 o gL ) E C .

Al final, tindriem que

	

Im fr-1

	

4s la imatge

d'un cert morfisme

	

N2

	

?

	

Ep~-l
q

	, amb

	

N2 a C

	

i

Epgq E C per inducció . Concloem que Im fr-1 e C

Lema II-3 .

	

Fixat nE Z, n ?l,

	

considerem la

filtració de HnG,

	

Fn = HnG

	

? F
n-1

	

F0 -2 F_1	- 0.

Llavors els grups abelians Fn/Fk-1 , Fk' Fk-1 , Fk '

pertanyen a C per;Ltot

	

k <n-1 .



Demostr,.ci6 :

	

Per inducció sobre k . Si k = -1,

Fr/F -2 = NnG i F-1/?-2 = F-1 = 0 . Su ; :osem=ho cert

fins a k-1, i demostrem-ho per k . Llavors, per hipó-

tesi d'inducció,

	

Fn/i, k-2 c C

	

i

	

Fk-1/Fk-2 E

	

C

	

i

com que Fn/Fk-1 = Fn/Fk-2 /Fk-1/Fk-2

	

també pertany a

r rZl r-1
k,, I'k/Fk-1 =

Ek, n-k = Zk, n-k/B	i tenim

una anlicació exhaustiva

	

Zk~n-1c

	

~M-
1> Fk/Fk-1

Cpnsiderem la successió (no exacta !)

2

	

3
Zk n-k

	

Ek n-k

	

-~

	

s
K-a, m-Kt2

	

Pel lema an-
r

	

,

terior

	

E3

	

E

	

C

	

i per ser

	

k ,! n-1,

	

Z2	6 C ;L k-3,

	

k, n-k

Llavors N. = Ker (f 3 o g2 ) E C i tenim una aDlicacio

exhaustiva

	

N2

	

áz » Ker f3 = Zk n-k °,

En un següent pas considerem la successio

1 92 3 93 4 f4 4N2	---~>

	

Zk,n-k

	

----~)

	

Ek,n-k

	

E

Del lema anterior E4	é C, i, en consegUencia,¡c-;"m-K43
2N2 = Ker (f4 o g3 o g2 ) E C, i tenim una anlicació ex-.

haustiva ' N2 ->> Ker f 4 = Zk n-lc °

Continuant amb el meteix procés, tindriem N
2
-3 e C

i una aplicáci6 exhaustiva

2

	

r-1 >)Nr-3

	

-jD Zk- n-k

	

rk/Fk-1

	

~---,~ Fn/Fk-1

Per inducció,

	

Fk-1 c C, que innlica

	

Fn/Fk-1 E C, i

per tant

	

Fk/Fk-1 = Im (,'1r
-3

	

in/Fk-1

	

F) C,

i



ter tal que k+2 ~r, llavors Er -k+1	C C.
n-F+ K, r-K- L

Si

	

K = 1, es tracta de provar nue

	

Er, .r+i, +z
fl C . Perb

Er
en-r+i ~ r'L

successió

Demostr^cid de la ?>ronosicid :

En primer lloc demostrarein que si k Lis w:: en-

Sunosem

	

k > 1 . Llavors

	

Er

	

r-n-1 = Zr-1K¡r-K-i/Br-1

Per

	

ser

	

k >l,

	

Br-1

	

= 0,

	

irn-ir+K~i~ ~( i l
Er - Zr-1

E--4K,Y_K- s

	

C.

	

Considerem ara lar� n,-rrK ' r-K-i

Z
r-1

	

j---->

	

rr-1	*,r-1
i,1-1-+K,%--1C'i

	

.M-Y4)<, r-K-i

	

`~,n_Zr.}-Kti' 2r-IC--3

Com que,

	

2r-k-3

	

?r-1

	

>_ r-2,

	

EM 1
+ K, r- k ,i E C,

	

Del

lema II-2 .

	

Si k = 2, ja hem acabat .

	

Si k ?3, fent

el de

	

semnre

	

Er-1

	

=

	

Zr-2

	

E C

	

i

consideram la successi0

Z
r-2

	

?--~ E
r-2

Er-2m -r-+k, rr+-F} M .1 Y+K +2, Zr-K - L

Com que

	

2r-k-4 ? r-2 ->- r-3,

	

Er-2

	

E C .
�,-r+Ic, r-k -1

Si . k = 3, r-2 = r-k+l i hem acabat . Si no, aneen

fent . Pel lema 11-3, En 0 = ~n/Fn-1 E C,

	

i
r

r

	

r-1 r-1

	

,~2
En,0 = Zn,0/B

	

Si r = 2,

	

En 0 = HnQ

	

i

hem acabat,

	

si no

	

(r '-3),

	

Er	= Zr-1

	

C-

	

C,

	

i podemn,0 n,0

considerar la successid

Zr-1

	

)---i Er-1
n,0 n,0 E1. 1	Perles consi-

deracions fetes just abans i pel lema 11-2,

	

Im fr-lE C

i

	

Er 1 E C .

	

Llavors si

	

r = 3, ja: hem acabat i si



no anem fent fins arribar a una successió del tipus

2

	

2

	

2
Zn,0

	

-~

	

Ln,0

	

"n-2,1 9

	

de la que deduiriem

E2
0

= HnQ E C com voliem veure ./ .
,

Corol.lari .

	

G1 -~>G2 i G1 x G2 s6n HC si i

només si G1 i G2 ho s6n.

Demostracib :

	

És gairebd la mateixa que la feta

en el capitol I per a grups HPT J .

Pro»osició 11-14 .

	

Suposem G1 , G 2 , U grups amb

U subgrup de G1 i de G2 . Llavors si tres dels grups

G1 ,

	

G2 , U,

	

G1 wG2 sdn HC,

	

també ho és el puart .

Demostracid :

	

N'hi ha prou de tenir en comóte

la successió de Pdayer-Vietoris adequada i que donzts

dos grups abelians A, B ;

	

A(DB e C

	

<4

	

A, B E C ./ .

Corol.lari .

	

G1	G 2 és un HC grup si i només

si G1 i G 2 ho són ./

En les demostracions de la proposició I-8 i del

seu corol .lari en cap moment hem utilitzat cap fet es-

pecific dels grups de P-torsió, i , per tant, mitjan

gant un canvi adequat de llenguatje continuarant sent

certes ner grups HC, és a dir>

Proposici6 11-15 .

	

Si en una extensió de grups

N )-j G -i~ Q, G és HC, Q tambes ho és si i



només si N/[G,N] E' C i G/L~,,Pj]

	

és un HC S-rup .

Corol.lari .

	

Si N >---> G ---* Q és k-central

i G és HC, Q és HC si i només si H1N i H2N per-

tanyen a C

Finalment donarem alguns e~:emnles de families

de grupa abelians que compleixen les condiciona de

definici0 del que hem anomenat " Classe de grups

abelians " en tot aquest capitol .

1- Grups de torsi6 amb un nombre finit de p-

comronents .

2- Grupa de torsi6 amb cada p-component acotada .

3- Grups.de cotorsió i reduits. ( Per a veure

que aquests darrers grups formen real_ment una "Classe

de grups .abelians 11 es pot consultar (3) ) .




