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l.- Intrgduccién Sea V un espacio de Hilhbert real. Una aplicacidn mul-
tivoca T:v-+ se llama operador monotenc si

{1.1) [ul—uz, ul—uz)ao si uieT{ul} ¥ u2eT{u2)

51 el grafa de T no esta contenido propismente en el grafo de ningun -
otro operador mondtono, se dice que T es maximal mondtono., Se llama re-
guiarizacidn Yosida de T al operador univoco Ts definido por

(1,2] T —:I_% ., S*0
=3

. -1
siendo R = (T+sT] el resalvente de T. Ambos opzradores permiten carac
5 <
terizar la imagen de un operador maximal monotono mediante una igualdad,

como se establece en el siguiente lema

Lema 1.1 (ver Bermudez-Moreno [11 ). Las siguientes afirmaciones

san eguivalentes

al uIeT{ul]

b *= Lt -
) us TS{u1 s ul] 550

c) u1=R5[u +5 ui] .80

1

8i f es funcional convexo semicontinuo inferiermente (s.c.i.) pra
pio en V, su subdiferencial of es un operador maximal menctono, que per

mite distinguir 2 los elementos que realizan el minimo de F

{1.3) f{u)=Minf(y)} si v solo si oedf{u}
vl
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Puesto que of {u) es la diferencial Frechet (ver Brezis [2} } en u del
5

funcional F5 definida por

{1.4) £ (2)= Min{fgu]+(1fzs}%lu—z I 2} ,

s vey

usando gl lama 1.1 s¢ deduce

(1.5) Flu)=Min f(y)] si y sols si F {u}= Min § (v)
=) 5
vely vel

Por consiquiente, el prablema de optimizacion ne difgrenciable puede ser
transformado en otro problema eguivalente correspondiente a un funcional
diferencisble. Es razonsble utilizar el método del gradiente para aproxi
mar los elementos gue realizan el winimn de F {o de Fs]

{1.6) uk+1= uk—r of {uk]
K 5

Tomarndo 5=rk, se pbliieng
K Ky 2
{(1.7) u = Rr {u')= Arg.min. {f{u]+{l/2rk)llu—u il }I
K
k
La sucesidn {u l definida por (1.7) coincide con la que genera el algo-

ritmo dei punto préximo {ver Rockatellar |6} J.

La convergencia fuerte de este elgoritmo estd garantizada si 3F es
un operador Tuertemente monctono, es decir, si T verifica la desigualdad

siguiente

2
.8 - T - si wjedf *edffu_), @0
(18] (uy=uy wimul) 5 el ol 1€0r(u,) v usedr(u)),
En el caso general, si existe al menas uwn elemento gue realice el minimo
de f, se tiene asegurada la convergencia debil de la sucesién definida —-

por (1.7} a uno de tales elementos. Permanece abierta la cuestidn de si -

la convergencia es también fuerte.

De particular interés es el case, en el gue f= g+h, siendog y h -
funcionales convexos S.c.i. y prepics en V, tales gue existe we domgadombi,
en donde g es continua. E1 algoritmo del punto proximo genera la sucesidn

definida por

110



(1.9) uk+1; Arg. min {g[u]rh{u]+{1/25;)uv_uk“2}‘

Utilizando la equivalencia {1.3) se obtieme

{1.10) osag(uk+l]+0h{uk*1}+[lfsk} (uk’l-uk}

Representada por HS el aperador resclvente de g, la relacidm {1.10) pue-
de transformarse en
i+l k ksl
u =R [(u-sz *
5 -k
(1.11) . K

zkeag[uk}

} .

Esta farmulacion del algaritma‘del punto préximo esta mativada por nume-
ros0s ejemplos en los qﬁe el Funcional a minimizar pusde ser descompuesto
en dos sumandos, uno de los cuales posee una cierta regularidad y el otro
es tal gue el operador resclvente de su subdiferencial es simple desde el
punto computacional. Ya que la férmula (1.11) es de tipo implicito parece
rnatural plantearse el estudic de algoritmos andlegos de tipo explicito,
tales comﬁ (se supome que g es G-diferenciable).

K+l
u

kK ok
- Rsk(u -s,6'(v})

{1.12)

51 hixk es la funcién indicadora del conjunto convexo y cerrade K el algo
ritmo definido per (1.12) coincide con el cldsice algeritme del gradiente

con proyeccidn.

Si g' es un operador fuertemente mendtono y{sk} estd acotada supe-
riormente por una cota convenientemente pequefia, la sucesiénlu }conuerge

fuertemente al Onico elemento u que realiza gl minimo de F.

Un segunde tipo de aplicacignes de)l algoritmo del punto proximo, =l=]
rresponde al métado de Uzawa para la aproximacidn de puntos de silla de -
las lagrangiaras asociadas al problema de cptimizacién comsiderado.

Para desarrollar estos métodos se considera wunm cuadro funcional ligera-

mente distinto del anterior. Sean E y V¥ dos espacios de Hilbert reales
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(de narmastIyullrespectiuamente],g {resp.h] un Funcional convexo s.c.i.
propio en V (reso‘ en E} v L wn operadar lineal y continuo de V en E.

Se considera el siguiente problema

Hallar ueV tal que Flulef(v) para todo veV, siendo £ el funcional

definida por

{1.13) Flv)=g(uv)+h(Lv]

£1 problema dual segin el formalismo de Fenchel y Rockafellar consiste
en hallar weE (gue se identifica con su dual] que reeliza £l minimo del

funcional
(1.14) Flw)=g* {-L w)+h "(w}
giendo g * (resp.h') 1a funcidén conjugada de g (resp.n}, es decir

(118} g*(w)=sup {(w,v)-g(v]}
v ey

Farmalmente { s= pueds justificer imponiando hipdtesis poce restrictivas

sobre g v b | el algoritmo de punts prdximo aplicado al problema dual ge
K
nera la swucesidn [w } definida por
k1 k+1 k
w o= Bhs {Lv 8 W ]

(1.16) K

k
v = Arg. Min [g[u)+[Lu,w j

En las siguientes secciones se considerard . también el algoritmo de tipo
explicito definido por

o+l 14 ke

w = Uhs {Lv s W )
{1.17) Kk «

v = Arg. Min {g{u]+(Lu,w )}

£n la seccidn 2 se establecen resultados de convergencia: de los
algoritmas que se har considerado. En las restantes secciones se dan -

aplicaciones a la resclucidn numérica de prablemas de centrol optimg.
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2.- Convergencia de los métodas duales Fl siguiente teorema proparcio

na un resultado de convergencia para el algoritme definido por (1.16)

Teprema 2.1. Bajo las siguientss hipdtesis
1} g es fuertemente convexu
2} Existe we dom gndom h, en donde h es continua

3) o¢s <s
k

se tiens
k .
a) {u }eu , 4 85 la solucidn del problema original
K - ..
b) [w !»W , w 25 una solucion del problems dual

Demostracidn. Usando la equivalencia (1.3) y puesto que gracias
& la hipdtesis 2) las reglas de la suma y de la cadena del cdlculo sub

diferencial se verifican {ver Ekeland—Temam'ﬂﬂ ) sg abtiene

{(2.1) oeda{u)+L dh(Lu)

Si #edh{Lu}, del lema 1.1 se deduce

(2.2} ﬁ:OhS{Lu+skﬁ} , 820
ademas
{2.3) u-= Arg.min {g[u]+(Lu,§}

flestando la primera igualdad de {1.16) de (2.2) se obtiene

i_ k+l, 2 K+l k+1

{z.4) w-w | S{I/SK] {Lu-ka+}ﬁ—w Y+(w-w ,5-w ) . De la re-

' - . k+1 oL
lacion de o€ ag(u)fL w vy la analoga para v , usando la hipotesis

1) (es decir, Jg es fuertemente mondtona de médule ) se deduce

K+l I k
(2.5) (Fow Lo - ka2
Combinando (2.4} y (2.%] se obtiene
. k+l,2 k+l 2 14 K+l
{2.8) Jw i +{w/ék) Hu-v i ¢ (%-w ,W-w ¥ )
K+l i 1 Kk, 2 Ik
(2.7) T A E TN Pl LN PRI
Consecuentemente
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(2.8) (v o, =LY -o(VE, )

Para realizar la iteracidn definida por (1.16) es precise resol
war una ecuvacitn no lineal, de la que hasta el mowento se igrora =i -
poseelsalucién y en caso afirmativo, si esta es Onica {le que es im-
arescindible para que el algoritmo esté bien definido}. No mbstante,-
por un razoramiento similar al anterior se puede probar que la trans-

formacion definida por

3
Tw= Oh (Lz+s w +5w)
S +5 k

{2.9]

z=  Arg.min {g(v]+(Lu,w]}

- . . k+l . .

es una contraccidn estricta gue tiesne a w coma dnico punto £ijo.
Ademas, la existencia de solucién de la eecuacion {1.18) garantiza que

k. . !
la sucesion {w } enincide con la generada por 21 algoriimo del punto

préximo aplicado al protilema dual. En consscusncia b} se verifica.

£1 siguiente teorema proporcicna um resultado de canvergencia -

para el slgoritme definido por (1.17).
Tzorema 2.2. Bajo las siguientes hipdtesis

1} g es fuertemente convexa

2} Existe we dom gfideom h, en donde h es continua

3) (1/2w)¢s <s

Kk
. K - k

se tisng que {u }ﬁu y la sucesion {w }es acotada.

Demostracidn. Las relaciones [2.1), {2.2) y {2.3]) sor adn validas,
gracias a las hipotesis 1) vy 2}. Ademés

(220) o2 (1eR) I a1 e 1P (/s ) e )

¢l e (/) (275,00 o0 ®

La desigualdad (2.10) permite concluir la tesis del teorema.
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3.- Problemas de control dptimp Sea W e) espacio de Hilhert de los esta

dos; H1 un espacio de Hilbert en el gue el estado es observado mediante
el operacor (l L[W,H]}; U el espacio de Hilbert de les controles {que se
jidentifica a su dual} y K1 2l subconjunto convexo y cerrado de U, consti

tuido por los controles agmisibles.

Se supone gue el estado es una funcion afim continua del control

(2.1} y(v)= Dutg , DeL{U,w).

Sea zdenl la ohservacidn del estado deseada y J.el funcional coste defini

do por

(a.2) J(v)=lc y(v)-z0 Iialw b8

El problema de control dptimo so formula del siguiente modo

Hallar uEKl. tal gue J{u)ed{v) para tado UEKl

Los siguiente resultados de existencia y unicidad san clasicos (ver Lions
fa] ).

1] 51 ryo, existe un control dptimo dnico
2} Sir=oy Ki gs acotado, existe wun canjunta conwvexo cerrado y no

vacio de cuntroles,

El prablema de control considerado puede incluirse en el cuadro

funcional de la seccidn 1. tomando g=(1/2}J ¥ h:)(K
1

En este caso, la farmula {(1.12) adopta la forma particular

k+1 14 i k. k
(3.3) a e p (u'—s (0°C] (C_y{u J-zd)+ru })
Kl k 1 1

siendo PK 2l operador de proyeccion sobre Kl

Si rro, la sucesidn definida por (3.3) es convergente al dnicao con

. . . k
trol optimo. Por el contraric, s5i r=o, {u } no es en general convergente
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vy en Lodo cusu, razones de inestabilidad numérica desaconsejan su usa.
En esta situacidn, resulta adecuado utilizar el algoritmo de punta proxi
mo
k+1 . K a2
(3.4) u = Arg.min ((l/?]JLu]+IK {vl+(1/2s) liv-u | U}
' 1
La realizacion dé cada iteracidn recuiere la resolucion de un problema

de cantral dptima del tipo ry>o, para lo cusl es aconsejable el wuso del -

algoritmo cefinido por {3.3).

4.- Problemas de control dptimo con restricciones sobre el estado Sea -

H2 un espacie de Hilbert real en el gue el estado es observado por un SE

gundo operador C2€L[W,H2]. Se formula el siguiente problema de control

Hallar u €Uad= [veKl: Czy[n]eKz} tal que J{v)§J(u) para todo veUad

Tomando
£=H , Y= U
{a.1)

2
glvl= (1/2)ulv)+x (v) , hiw]=X (wC g]
1 2
D

o=

el problema de control puede incluirse en el cuadro funcioral de la sec-
cién 1. El algoritmo definido por {1.16) adopta en este casn la siguien—
te forma'
v = Arg.min [{lf2}d[u]+lk (v)}+6 (G ylul+s wk), C Dv]}'
s k 2

2
(a.2) 1 K
k+1 ke
=G (C
w < { . {v ]+skw )
-k
. siendo GF la regularizacion Yosida de X
b 2

(4.3} 6 = (1/s}(1-p ]
2
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Similarmente el algeritmo (1.17) es

uk+£ Arg.min {{l/2]d{u]+IK (u]+(wk,EEDu]}

. (4.a) !

w =5 {Egy[vk}-rskwk}

5i ro, 21 funcional g es fuertemente convexo. Desafortunadamente,
la condicidn 2) de los teoremas de convergencia (2.1) y (2.2) se verifi-
ca 8t oy 5910 51 el interior de K? es no vacio, lo cual es unpa fuerte 1i-
mitacionm en el caso infinito dimensional. No obstante, en la siguiente -
seccitn, se pondrad de manifiesto en ejemplos, como la discretizacion del
problema continuo, levanta generalmente esta limitaciodn. 51 el problema
2s previamente penalizado, 8s accir, el aperador multivoce a}(’K s susii
tuye por [1/5][I—PK ), 1a transformacion w%*wk+1 es contractiva. Un algo

ritmo proximo al de?inidu por (4.4), ha sido propuesto por Mossino fS]

para resolver el problaema penalizado

5.~ Ejemplo SeaS?un abierto acotado de mp, de fronteral suficientemente
regular. E1 estado es la solucidn de

y=Ay=F+v en $2
(5.1} v - o on I

cen FalZ(S)

El problema de contrel es

Min {/Q[y{v}—zd)gdx +r£?u2dxl . zdeLz[Q) , T30

U
ve ad

siendo Y_ = {ugHQ(Q]: lgrag vl c.p‘d.Q]. A la formula (4.4) le co-
a
rresponde en este caso

[ | Vk+l= Arg.min {[1_{2),][\;]+ L,.,Kgrad y{v]dx
5.2
Wt (I/Sk){I‘pK }grad Y(”k}ﬁkwk}

2
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siendo K2= [qeLEE?Yﬂ: iq|sl c.p.d‘SZ} Oe modo similar se describe el

algoritmo definido por {4.2)

Puesto gue el interior de K2 es vacio, la hipotesis 2} ge los teo
remas 2.1 y 2.2 no s.e verifica y consecuentemente la convergencia estos
algoritmos no estd garantizads. Mo obstante, el algoritmo {5.2) pera po
der ser uwiilizado requiere una discretizacion previa del problema, gra-

cias a2 lo cual esta limitacid, desaparece,

2
Sea L [Q)‘_‘el espacio de las funciones escalonadas

- &, 0o
(5.3) Vo= By, vy, () Coru

(L:onsultar‘ en Termam I’?] 1las notacionés usuales del metodo de leas dife-

rencias finitas), provisto del producto sscalar

(5.4) (v, w, )= b v, (M), ()

n MeSoh
h .

. . . '
y Hn(Q’h el sspacio de las funcicnes escalonadas
5.5 =2 MY M
(5.5) "h il uh( } h

h

provisto del producto interior

(5.6) (o2 )= S0 v, )z, 042, % S, (55,09

g
Sea fhEL {S?}h definida por

(5.7) - rh(m)=(hlh2..snr1/ Fx)ax

| rh['“‘}
2 L .
¥ zdheL [S)]h definida de modo similar.,

1 2y . .
El operador gradh de Ho(g?}h en L (Q]h estd definido por sus com—

ponentes

{5.8) 81, (W)=(1/n;)(y, (Hsni@y)-y, (M)

El operador transpuesto de gr‘adh es
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(5.9) —djvhq =

N (1/ni)g (M-ne )~ q (M)

-
d- - %
are h qh i=1

Se considera
2 n
L1 K - L H 1
(5.10) oh {qhs (), lqh[«;}
El problema de control discreticzado es

Min {{y (v )=z, ¥ (v ]-z ) +r(vh,vh}h1
vellady,
2 . .
siendo lad, = {uheL EQ]h: fgradhvhlsl} 2 yh(vh] la unica éolucion en

Hi{@}h de

11 - di d =f
(5.11) yh 1vhgra hyh h
Resultados de convergencia del prnb}eﬁa descretizado al problema

gxacto se puede encontrar en lemam fﬂ . Ademés el algoritmo {5.2) es

convergenté en este caso, ya que el interior de KEh gs no vacia.
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