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DE UN NUMERO FINITO DE OPERADORES LINEALES CONMUTATIVOS DE L (,n Cn) .

RESUMEN .

El objeto de la presente memoria,es proporcio-

nar un método para obtener en forma polinómica una expresión

de

	

f(Al9 . . .,AN)

	

(f :(Al, . . . . AN)6(L(En,Tn))N

cuando f es .analítica en un cierto entorno del grodulto car-

tesiano de los valores espectrales de cada Ai,y las aplica-

ciones lineales conmutan dos a dos : A . .A .= A . .A . 1 i,j N
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-~ L(Tn,(En)),~

1 .Las hipótesis de conmutatividad de las apli-

caciones,es una condición suric ;.ente para extender lósYsesu1-

tados obteüldos para al cáso dé aná aplicac¢mn lineal,cuando

f es analítica en un cierto entorno del producto cartesiano

de los valores espectrales de cada A i .Sean :

(A l , . . .>AN)E(L(Cn,Tn))N .

	

f(A ly . . .,AN)eL(Q n ,Tn), Ai .A j = Aj .A¡,lSi,j:!! N

o-(Ai )=

	

(

	

),

	

15i�l N

	

,

	

1!1-~ j11n

	

los valores espectrales de cada Ai .
n

Vun entorno de \1,-U ~rlfal) U i .U i ,un abierto de T.9U i
j J

	

j q
frontera de U i ,consistente en un nñero finito de curvas rec-

tificables ele Jordan,orientadas en sentido positivo,lSiLN .

W= U 1 x

	

. . .z UN ,2W= a U 1 x . . .>5UN frontera de W .



c(A 1 )x . .x7(4N)c(

	

V~(ñ~)}~U 1 x . . .xUNcDh (f)
j=1

	

=1
(D h(f),dominio de holomorfáa de f .Se tiene con estas hipótesia :

(1)

	

f(A1, . . .,AN)=

	

N

	

f(z1, . . . . zN)(zin-A,) .1 .(zNIn-AN)-1dz
(2ni) Ja1v

. . .

	

n

	

( ~
vJ

	

k f(z 1` � ZN)

	

k

	

dzl . .dzN)
k 1 =1

	

kN='1 (2ni)

	

Z~V , ..~(zl_~Jla

	

(z N -ñ~ )
N

~~

	

(A1 _
nj 1 I n) 'I l(AN

Y

j1=1

	

jN=1

2 .Se proporciona una cierta generalizacibndel

teorema de RAD1ILTON-CAYLEY .La siguiente :

Si f y g Contienen en su dominio de holomor-

en el resultado 1),siendo H g,pero coin-fía a 1V (descrito

cidiendo en el producto cartesiano de los valores espectra-

les de cada Ai,lo cual expresamos en la siguiente forma :

y conmutando

se tiene :

3 . Se

tas definiciones que

las aplicaciones lineales Ai ,conmutan .

4 . Se aplican los resultados anteriormente

obtenidos para resolver los sistemas diferenciales lineales

de la forma :

do

litica con

f(v(A1 )x . . . xo(AN )) = K(U(A 1 )x . . . xc(AN))

las aplicaciones lineales Ai,es decir : Ai .Aj =A j .Ai ,

f(A1, . . .,AN)=g(A1r . . .,AN)

establece la relación entre las distin-

se proporcionan para f(A1, . . .,AN),cuan-

S
DX(t)=f(t,A1, . . . .AN)X(t)

{X(t o )= Xo

Cuando f es continua con respecto a t y ana-

respecto a las restantes variables,estando conte-



nido 1V en el dominio de holomorfía de f con respecto a las

variables que es analítica .Continua respecto a tenJ=[t� t1]

Conmutando además las A i .Se prueba que con estas hipótesis el

sistema S satisface el criterio de Lappo-Dánilevski .

INTRODUCCION .

Para obtener el resultado (1),fundamental entre los

de ésta memoria sólo se requiere del obtenido y presentado

en : V JORNADAS MATEMATICAS LUSO-ESPANHOLAS .AVEIRO(PORTUGAL) .

Marzo de 1978,con el título de :CONVOLUCION Y FUNCIONES ANA-

LITICAS DE VARIABLE MATRICIAL (Autor : José Juan Rodríguez Cano),

cuyas actas están aún en elaboración y próxima su aparición .

En esencia el resultado requerido es el siguiente :

Si por F(A),anotamos la familia de funciones comple-

jas de variable compleja,cuyo dominio de holomorfía contiene

un cierto entorno de los valores espectrales de A.cr(A)=(>j) l~j=n
n

V i (

	

) entorno de~, ,O-(-A)C U V . (~i )cUc Dh(f) .U un abierto de T .
i=1

Dh(f),dominio de

	

:olomorfía de f .2 U,frontera de U consiste-nte

en la unión de un número finito de curvas rectificables de

Jordan,orientadas en sentido positivo .Con estas h~ótesis para

toda faF(A),f(A) queda definida,haciendo previamente uso del

lasdéfánición dada por N.DUNFORD,para f(A),por :

f(A)=S
(2ni JJU'

	

f
(z

	

z)

	

r1i (A- ~~ I n )
k=1

	

n (z->'-)

	

J=1

A continuación se proporciona una definición de

f(A 1 , . . . .A N),extendiendo la de N .DUNFORD,cuando las A i conmutan .



DEFINICION EN FORiIMA INTEGRAL DE FUNC IONES DE UN NUMERO

FINITO DE OPERADORE S LINEALES CONMUTATIVOS DE L(,n ,,n ) .

i.=N n tn
Sean

	

(Ai )

	

,

	

Ai C L(~C

	

,S!

	

) ,

	

un conjunto de aplicaciones
i=1

j.=ni
lineales conmutativas :

	

(Ai .A j )

	

= Aj .Ai.)
i,j=N

	

,

	

G(AJ)=( .Cj)
i., j=1

	

,* j

	

1 .

el espectro de Ai, con ¡=(1,2, � '_N) .

Se designa por

	

F(Al,A2, . . . . AN )

	

el conjunto de funciones

f : 0N - 0, holomorfas en algíún entorno de C;-(A1 ) x (7(A2 ) x . . .xCr(AN ) .

Sea

	

ft~F(Al,A2, . . . . AN )

	

y

	

W = U1x U 2x . . .x UN C op ,

abierto, tal que

un

WJ (li V,(~1 ))x(

	

? )x . . .r. (, vV~(~ 14 )) .~Cf(A1)x .^r(A~)x. . .xcr"(A� )

jll
`

	

j1

	

j 2=1

	

J2

	

jN 1

	

j.d

(siendo

	

V i (1<~), algún entorno de

	

XCj), W estando contenido en el

drminio cle holomc:.rfss de f .

Sea 11 la frontera de ',l, _n = ( ^1x (2x . . .x
(..N, donde cada

rl , es la frontera de U i , y consiste en un número finito de cur

vas cerradas simples rectifi.ca'--:l.r:s de Jordan, orientadas en el 5 .C111

tido positivo .

Se define, en forma in=-:,gral. con Poincaré--Dunford, ].a apli

caci6n lineal

	

f (Al ,A2 , . . . ,AN ) E

	

L(~Cn ,¢~~) ,

	

por :

(26)

	

f(Al , . . . . .,AN)=

	

1

	

¡ f(zl ,z2 " . . ,V (z1ln-Al ) .1 .(7NIn? N)ldz1 . . . . . . dz,,~
(2r¡i) N J,n



A partir de esta definición y emplean(7o el . resultado obtenido en

el teorema 2, y de la conmutatívidad de las aplicaciones Aí. , re

sulta la siguiente :

DEFINICION CONVOLUCIONAL DE

	

f(A11A2,
. . . . AN)

f

	

E F(A

	

,A2, . . .,

	

i, j=N

1

	

~) , con

	

AiE"L(~n~~n)',

	

Vi y
(AiAj=AjAi) i,j=1 .

y las condiciones establecidas para-R , se tiene :

(27)

	

f(Al, . . . . AN)

	

=

k11

	

1

	

k_-1

	

N
J1In) n (AN-/-jN

In)
n

1

	

jl1

	

jÑ1=

	

N

	

_f(z1,. . .,zN)(~ kl

	

) . . .(Z kN

	

-)dzl-dzN
(2ai)

	

JA

	

kl1
(zl

	

/
1
j,)

	

1
~~

	

(z

	

N
N ¡̀ j )

jl
1

	

y

	

jN
1

	

N

que se conocerá como la definición convolucional de f(Al,A2, . . .AN) .

RELACION ENTRE LA DEFINICION CONVOLUCIONAL Y POLINOMI CA

CARACTERISTICA

Aplicando el teorema generalizado de los residuos a (27) ,

se tiene :

(28)

	

f(Al, . . .,AN) _

n

	

k1

	

kN

	

lc11

	

'ZN-1.
f( .Cl , . . , /~

	

))

	

~~

	

(A_

	

ñl

	

I

	

) . . . I

	

I

	

(AN- ,DN

	

I

	

)

11

	

kN-1
711

	

jN 1

	

J1

	

JN
J1-1

	

1

	

31 n

	

jNl

	

JN n



que se _=ocerá como la definición polin6mica característica de

i(A1,A2, . . .,AN) .

En (28) se ha puesto :

kl k2 kN

(29)

	

( *

	

* . . .

	

* f( .C1 . .~2 , . . .,,cN )) _
jil

	

j21.

	

iN=1

	

3 1

	

32

	

3N

1

	

f(z1,z2, . . . . ZN)

(2 ) N -1

	

1 2ni

	

A

	

I

	

J

	

(zl ,( .

	

) ~~

	

(z2 ~ j

	

) . . .

	

I
k

	

dz. . dz2 . . .dzN =
K,

(zN-~N )

-1

	

3 1 j21

	

J2

	

jÑ
1

	

,N

(2rli) N

PROPIED7iDES DE :

1 .

	

si

	

,C1 .

	

, ,
je im

f(z1,z,, . . .,ZN)
dzldz2 . . .d. . . . � k

	

k2
~(N ,~ (z2 ,C1 ) I

	

I

	

(z2ñ
2

) . . . -~ (zN. ~N )
j1.

	

j2

	

N
J11

	

j2=1	jN 1

. = (1,2,, . .,N),

jll j21

	

jÑl

	

j1

	

J2

	

3N

k1 K 2 kN
(

	

*

	

* . . . * f( ~1 . g? , . . .,ñ
j 1=1

	

, ¿_ .~

	

jN=1

	

j 1

	

.12

	

3N



. . (30)

f(z1,z2, . . . . ZN)

	

_
k

	

k

	

k.

	

- dei, dz2 . . .fizja

(2~ii) N	Fl
(Z2 ,(~1) 1~ (Z2^~2NN)

j i l

	

72l

	

jN1

k1 k2 .

	

kN

	

f(~Ji .^~ r . . .,~~N)
z

7 z . .Z.

jll

	

j2=1	jÑ1

2. Sea :

f - 1 (r(1 -,c 1 ) ~2) u2 -,t 2 ) . . . IN GCN -IN )
71 s1 72 s2

	

7N SN
s,=1 s2-1 sN=1

s1J1
s27~72 9JN

j =n

	

i

	

i
7i j i=1

	

---~ _-

	

~---~ _---

pi + p2
+. . .+ pr . = n ,

i

se tiene de (21) y (30)

ji=l

	

jN1

	

71

	

7N

N N N
P1_

	

P2
-

	

P 1 1

	

P171 P21

	

PrNl
. . .

	

. ..D-
D~1

	

D
l

	

D~7_

	

. . .D`N

	

N

	

/`r

	

rl

	

rN

	

1

	

N
__1

	

2

	

rl

	

1

	

2

	

( * . . . *f(, . . . .
j -1 j =l

	

7 1

	

7N
(Pi-1)=(P2-l) : . . . (pr-1) : . . .(P

1

	

1) :(P~'1) : . . .(pr
N

159



Encontrar un polinomio de las variables (x 1 ,x21 . . . 1 xN), de

n

	

n

	

n

	

k2-1

	

kN-_1 .
grado N(n-1) ,

	

P(x1,x2-,xN)

	

ak k . k

	

x1

	

x2

	

. . .xN

	

;

k1=1 . k2=1 . kN-1 1 2 " N

teniendo además :

160

SOLUCION DE UN PROBLEi¿d-~ LE INTERPOLACION

que en el conjunto de puntos : (~ 1 , , j , . . .,~ )
j1

	

2

	

7N jl. j2, " " .N=1.

Toma respectivamente los valores :

Nt 1_.l

	

`2

	

_1	=`,

	

._
s 1

	

ó s2

	

~qN

	

1

	

.-
2

	

'7NP (

	

11

	

I
í

	

I . . . , / r

	

)
tl

-1

	

t2 -1

	

J -1

	

S1

	

S2

	

.~N

(a x1)

	

s1

	

( a x2) s2

	

. . . (a XN)

s

	

=

	

(1,2, . . . . ps . ) .

i = (1,2, . . . .N)

t1 -1

	

t2 -1

	

tN -i.
.é . sl

	

ó S2

	

`
a SN

	

_

	

_

, . . . .l

	

2

	

rN -1. "

	

<
t

	

-1

	

t

	

-1

	

1.

	

2

	

''N

(i x1)

	

S1

	

(ó x2) s2

	

. . . ( DxN) sN

Si = (1,2, . . . .ri = (1,2, . . . .N)

	

(n ,

	

condiciones)

p2+. . .+ pr .= n
1



Abreviadamente :

n

	

n

	

n

	

kl1 k2_1 .

	

~-1
r P(xl,x2, . . .,xN)= Z

	

Z . . .~ ak k2 . .kNx1

	

x2

	

. . .xN
k21 k21

	

3'N=1

	

1

.a ts1
1

	

t2 -i

	

tN -1
ó S2

	

2 SN
/Ni -

	

1

	

2

	

N_

	

P(~Cs rs , . . *, /,

	

)

	

=
t -1

	

t -1

	

t 1

	

1 2

	

SN

P.1. (2)

	

(ax1)

	

sl

	

(a x2) s2 . . . (ó XN) SN

t1 _1

	

t2 _1	N _1
ó si ó s2

	

ótSN

f(~c1
~2

, . . .,I N )
t1 -1

	

t2 -1

	

tN -1

	

Sl,

	

S2

	

SN
( a x1)

	

Sl

	

(a x2 ) S2 . . . (D XN)SN

ts . _

	

(1,2, . . .,ps_)

	

(1,2, . . .,i =

	

(1,2 1 . . . I N) .

Este problema posee por solución :

(32)

Donde :

n

	

n

	

k1	k N	k l-1

	

k

	

1
p(x1, . . .,xn) =~ . . . Z ( . * . . .

	

*

	

f(1,1
k1

	

~-1

	

l

	

j1l_

	

JÑ-_

	

31

	

JN

	

j1_

	

J01

	

IN



kl
k2 . .,

kN
*

	

f(C1

	

Z 2

	

, . . .,~ N

	

)J
i1=1 J2

=1 jN=1_

	

jl r j2

	

jN

'

	

f(zzz)l, 2 , . . . 1Ni=

NJ kl

	

k2

	

kN dz 1dz 2
(2ni) JL I--1

(z
~

l- ~1
)

	

I (z2-~2 . ) . . . ~((zN- fá1 )

1

	

~2

	

~Nji=1

	

j2=1

	

jN=1

Donde -IÍ. , tiene el significado dado con anterioridad .

La relación entre los

	

~

	

y Á $, se establece al comienzo

del problema . La demostración de este resultado es iterar el pro-

ceso de demostración empleado para-obtener (22.) .

La observación hecha despu?s de (23), puede trasladarse

igualmente,a (32) .

UNA GENERALIZACION DEL TEOREMA DE *HAMILTON-CAYLEY

i=N
Sean

	

(Ai)

	

, *Ai E L(On,¢n ) un conjunto de aplicaciones
i=1

lineales conmutativas : . (A .A . = A.A .)

	

y

	

r3'(A)i

	

7

	

7

	

3i

	

j i=1

el espectro de Ai , con i = (1,2, . . .,N) . f,g e F(A1,A2, . . .,AN),

'con f,¿g . . Sí f y g toman el mismo valor sobre el conjunto :

cT(A 1)

	

x d' (A2 )

	

x. . .x 0-(N),

	

abreviadamente :



f (

	

(A1)x a-(A2 ) x. . . x s"(AN) )

	

= g( cl- (Al) x c>(A2) x. . . >: ~(A~) )

se satisface entonces :

f(A1,A2, . . .AN) = g(Al,A2, . . .,AN) .

Se precisa, el que f y g tomen el mismo valor en .v'(Al)co(l~Dr- . .xQ(A),

de la -siguiente manera :

pl+ p
i+. . .+ pl = ni.

	

1

	

2

	

r.
-C2, . . ., ~2" . ., ~Cr_" . .,,Cr .) ,

f ( 6 (A1 ) x cs(A2 ) x . . . x a-(A14 ) )

	

=

	

f ( a- (Al ) x U( A2) x . . .x Cr (AN) ) ,

	

equiva

lente a las nN condiciones :

tl -1 t2 -1

	

tN -1a . s l

	

a S2

	

á sN
f( .< 1 ,'C 2 , . . . ./. N )

t1 1

	

t2
1 -

	

N 1

	

sl s2

	

:'N
(ó x1)sl

	

(ax2)s2 . . .( dxN)SN

t l -1 t2 -1

	

tN -1
sl

	

a S2

	

?SN
1 2

	

N
1

	

2

	

g(~sl. '~s2
' . . .,~s

	

)
t

	

-1

	

t

	

-1

	

t'V

	

-1

	

N

( ó xl)
s1

	

(ó, x2) s2

	

. . . (~ xN)
sN

ts .	_

	

(1,2, . . .,ps
i

) .
i



De 126), (27), (28), (29), (30) y (31) se obtienen las siguientes

igualdades :

DEMOSTRACION

f (A,, .

	

NIn-AJI-cIZ1-dzN
(20)

kN-1 N
A,7

	

fl (N-Á3 I
n)z1

n
jj=l

	

j,I

	

)

	

1

	

.
n

	

N
)...(Z.

7

N

	

f (z,, . - - ,Z.,~) (

	

¿

	

k1 kN
(20)

	

k,71

	

(z

	

1

	

kN=1.

	

1-~
(zN_ Á Nn

	

i
i,71

71

	

1
N

n

	

n

	

k1

	

"N

	

k,71

	

kN-1
=

	

2 . . . z

	

* . . .

	

*-

	

f

	

N » fl (A

	

1

	

(A,,_ N 1

k,=!

	

1- -1 ii=l i-r~=1

	

il

	

iN

	

1 . jn

	

31

~Ñ-

	

j,71
,

n n k

	

k

gml

	

kal
xN »-

	

(Al

	

. In)

	

(AN-(El 1n )
k 1 k

	

j,71

	

jd=1

	

71

	

7N jJ=1

	

1

	

7N I

	

7N
17 N='

	

=

kr1

	

kN-'

n j
n

i

	

1- 31 n

	

1 -1 (AN- /,
iN

In )

21
17

	

101

(20) N . ~ g (z1 . . . zN)

	

k =l
k1

	

1

	

kN

	

CIZ
J.*

	

CIZN
1 q (Z1-

	

/ N

i

	

=l

	

,
j

JN==
N

. . . zN)(zl,n-Al)i. .(,Nj,~AN)-1dz1-dzN = g(A1j . . .1AN)'

) dz1, � dz,, =



Después de la generalización dada del teorema de Hamilton-Cayley,

existirá un polinomio

	

r(x1,x2, . . . . xN), tal que :

r(Al,A21 . . .,AN ) = P(Al ,A2,- ,AN) = f(Al,A21 . . .,AN)1

con grado de r < gr P .

Si los polinomios caracterIsticos de Ai son, respectiva-

mente :

DEFINICION POLINOMICA MINIMAL DE f(A1,A7 ,

ri

	

Pi i=(1,2, . . .N)

C i (xi )

	

= det(Ai- xi In)

	

_

	

(-1) n ~~

	

(xi
- ,(1

	

)

	

ri.
pi+p2+ . .+P' .- ni

los polinomios mínimos de Ai , serán :

i
ri

	

qr .
mi (xi )= (xi-

j i=1
i

i =(1,2, . . .N), qi+
q2+ . . .+ qr,-mi n .

n

	

ji=n
Después de estas consideraciones, si se anota por 3(Ai)=( 3i

)
3 i ji = i.

el espectro de

	

Ai y se ordena en la siguiente forma :

. Zi

q1 q2

	

qra. Pl-q1
P2-q2

Pra-qri

165



(33)

	

f(Al, . . .#AN) =

pri qr1 .

Entonces, la definición (28), adopta la siguiente forma :

n

	

n

	

k1

	

kN

	

^

	

r kl 1

	

kN-1
.

_

	

. . .

	

Z(

	

*

	

. . .

	

*

	

f( /
1, . . .,~N )) t

	

~ (A,-/, i in ) . . . (

	

I

	

(A
N

(N- ~~ N I)
j

	

~1 ~

	

~

	

j
n

1

	

j1

	

N '

	

1

	

N1=N= . =1

	

i=1

ml

	

I

	

kl

	

kN

	

_

	

k1 1

	

kN-1

	

_
_ ~ . ..Z ( * . . . * f(ñ1, . .rl.N ))I~ (A-ñ3 In) . . .

	

jn
hl (AN-ñN I ) r .

1_

	

i.=1

	

i_=1

	

~1

	

~N

	

.

	

~1

	

_,

	

N
1 . . 1

	

_N

	

j1
=i

	

JN
y .

que se conocerá como la definición polin6mica mini.mal de f(Al,A2 - .A�I ) .

RELACION ENTRE LAS DISTINTAS DEFINICIONES DE

	

f(Al ,A2" . .,AN ) .

i r 7=N

	

n ~¡n
Si

	

f E

	

F(A11A2r . . . . AN ) r

	

(AiA j = AjAi)

	

,

	

A i.

	

L(O

	

r 7R-

	

)

	

r
i, j_1

~ = (1,2, . . .,N) y SL como en las hipótesis que preceden a (16),

se tienen las siguientes igualdades :

166

j i =n
<7- (A .)

	

7 i

	

j 1
=1



N

	

f(z1,- ,zN)(z1In - A1)-1 . . .(z.In AN) -1

	

dzl. . . dzN
(2ni) a
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kif kÑl

n

	

I-j (Al-

	

j1)	n

	

I-j (AN- ,c ~)
j_1

	

j -1
=1

	

f(z1, . . .,ZN)(2

	

k

	

) . . .(~

	

N

(2ni)N íj,

	

kl
1

	

(Z1-

	

1 )

	

k -1

	

1
(7
-/N

)I

	

J1

	

I ~ ~N
jl1

	

Jri1

CONVOLUCIONAL (RODRIGUEZ CANO)

n n k1 kN

	

k~i_

	

-N-1
_

	

. . . Z

	

(

	

*

	

. . .

	

*

	

f (

	

1

	

, . . . . ~N

	

) )

	

~~

	

(A¡~ ~1 In) . . . ¡~ (AÑ ~~ In)
k1=1

	

kN=1
1 1

	

jis1

	

J1

	

JN

	

jl1

	

jl

	

jN=1.

	

IN

POLINOPIICA CARACTERISTICA (RODRIGUEZ CANO)

M1 IÍa kl l 1 Ñ
kl1

1
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.

	

In) . . . /
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1
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k,,--l i1=1 JÑ1

	

J1

	

JN
ii].

	

J1

	

jN=].
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OBSERVACION

Las definiciones polinémica característica y polindmica minimal,

tienen sentido cuando se toma por definición de

k1 k2 kN ..
1

	

2

	

N ))

	

b de
j l=1 j 2=1 jN=1

	

1

	

2

	

N

kl k2 kN _ _
(

	

*

	

*

	

*

	

f( ~ 1

	

2

	

I N

j l- 1 J2-_1
. . .

jN_1

	

jl
,

	j2,
. . .,

	

jN
»,

	

la q
=

ue proporciona los

resultados (30) y (31), cuando

n

	

n .1

fECn-1((U

	

vi(Z1 )) x . . .x (U VN(Z N )) D

	

G(A1) x . . .x dr(ALV)

	

S~)

j j=l

	

31

	

jN=_,

	

3N

y éstas serán las definiciones que se adoptarán para f(Al ,A2 .,AN),

cuando f, pertenezca a este conjunto de'definiciones

TEOREMA. 3

i=N
Sean (Ai )

	

, Ai e. L(¢n ,(,n ) , aplicaciones lineales conmuta
i=1

tivas . (A . .A . = A . .A)

	

Cr(A .) _ ( ~ . )

	

, el espectro de1 3

	

3 i i,j=1

	

i

	

Ji ji=1

Ai ,

	

i

	

=

	

(1,2, . . .,N) .

Sea f : I x W c R x 0n_~ ¢ . I = U (aj ,bj ), intervalo abie_r
j=1

to acotado de R . f s C(I) x F(Al,A2, . . ."F1N) . CM, funciones con-
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tinuas es I .

	

F(A1,A2- .-AN ) y

	

W

	

como en las hipótesis que pre-

+.eden a (26) . f(t,A1,A2" . .,AN) E. LUt F I .

Sea el sistema diferencial :

X - (t)

	

= f(t,A1,A2, . . . . AN)

	

X(t)

	

i=N
(34)

	

(xi t) = X(t),

	

tt X(t0) = Xo ,

	

t0e I .

	

i=1
E I .

En las condiciones exigidas para f, el sistema diferencial

(34) satisface el criterio de Lappo-Dani.7.evski,

	

deci-r :

t

	

t
(35)

	

~

	

f(s,A1 . . . .AN)ds . f(t,A1, . . .,AN) = f(t,Aí, . . .,1

	

) .

	

f(s,A1, . . .AN)dS
t0	t o

por lo que la solución de (34), viene expresada ¡por :

.t
(36)

	

X(t)

	

= exp(

	

f(S,Ai ,A2 , ., . .,Ay)ds)X(t0) .
t0

DEMOSTRACION

, t

	

Aplicando el resultado (26) a f(t,AlI A2 , . . . 1 AN )

f(s,Ai,A2, . . .,.AN)ds, se obtiene:

aL

A1	AN)

	

1 N

	

f(t,z1, . . . . zN)(zlInAl) - 1 . . (7-NI
nN)_1dz1. . .dzN

(37)

	

(2ni) A

f(s,Al, . .,k)ds=

	

( 1 .
N

	

f(s,z1`V(z1InA1)1 . .(ZNInAN)1dz1. . .%)ds
t

	

t (24i)
0

	

0



(38)

Después de (37), el primer término de (35) se escribe en la forma :

jt 1Nt (2r7i)
0

forma :

t
f (s,Al , . . . . AN ) ds

t
0

X (t)

	

=

f(t,Al,,AN) =

zi."
'ZN)(z1Iri Al) -1 . . .(ZNIn AN) _1dz1-dzN) ds .

Lf(t,zl, . . . .zt,) (z11n A1) -l . . .(ZNln A,,)-ldz1 . : .dzN)

De la expresión que resulta para (z iIn IAi ) -l del teorema 2, y de.

la hipótesis de conmutatividad para Ai .A .., aplicada a (38), se

obtiene (35) .

El resultado (36), después de (26) se puede escribir en la

t

exp( f f(s,A1, . . .,AN)ds) X(t0)

t0

t
exp((

	

f(s,z1, . . . .z~,)ds) (z1In A,)
'. .

.
.

to

A_,)-ldzl. . .dz. =
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n

	

k1

	

-N

	

t

	

A1

	

nN_

	

k.-1

	

.A1

	

k -1

	

N
. L

	

(

	

*

	

. . .

	

*'

	

e

	

(~

	

f (s, ,<

	

ds)

	

(A1/,
J
I). . .M

	

(Ar,- .(- In ) .n

kl
l

	

V=1

	

jl°1

	

N 1

	

t

	

1

	

N

	

oil

	

1

	

jNl

	

~N

ALGUNOS SISTEMAS EN LOS QUE f- ES PECULIARMENTE. INTERESANTE

-- SISTEMAS DIFERENCIALES EULER

X (t)

	

= exp( I

	

A ds)X(t0) =

1 . f(t,Al ,A2,- AN ) = g(t,A1)

t

t s-a
O

A
t-ó

a vi t0

	

.y -A E L(SZ' , S~n) .

l

	

-
	t

_ a

	

A
( t_ a )

z

(ZI-A) -ldz .

	

x(to) = (

	

)

	

x(to) .
2n i

ir

	

tea

	

-

	

-

	

tea

(- , es la unión de un número finito de curvas cerradas simples,

t

exp(~

	

z ds) (z In A)-ldz . X(t0) _
S- atU

rectificables de Jordan, orientadas en sentido positivo, que con-

tienen en su interior Ó- (A) .

2 . f(t,Al,A2, . . .,AN) = gl (t,Al ) + g2 (t,A2 ) + . . .+ .9N(t,N)



X (t) = exp(

	

A

	

+wI)ds)X(t) = exp(w(t-t ).I) exp(

	

A

	

ds)X(t )
j

	

_

to
s_d

	

n

	

o

	

o

	

n

	

to
s _a

	

o
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- SISTEMAS DIFERENCIALES BESSEL

_a z

	

A
exp(w(t-to)) . 1

	

(t

	

) (ZInA) -ldz .X(to) = exp(w(t-to) ) . (t-`~) X(t0) ,
211i

	

t~a

	

t0-ar

r, como en los sistemas Euler .

- SISTEMAS DIFERENCIALES GAUSS CONMUTATIVOS

Al_ + A2f(t,A1,A2, . . .,AN -_

t-t 1 t-t2

n
i

	

=

	

(1,2, . . . .n)

	

,

	

VAi 6

	

L(!z

	

(,Z, ,n )

t

X(t) = exp(

	

(
`Al +

A2
+ . . .+r

An	)d s) X(t0) _

t s_t1 s_t2	s_tn
o

91 (t,A 1)+ g2 (t,A2 ) = ( + WIn ) ,

	

VA & L(,,n .On).

to 5¿ ti

t _ tk zk

	

_1
(

	

)

	

(zk1n - Ak)

	

dzk'X(t0)

f~
to tk

k, como en los anteriores _ sistemas, respecto a Ak .



n

	

1

	

t-tk
zk

	

-1

	

(~

	

t tk Ak
X (t)

	

_

	

F

	

I ( -

	

(

	

)

	

(zkIfi - Ak)

	

dzk) . X(t.)= I

	

I (

	

)

	

.

	

X(to) .
k=l

	

2n i

	

K to-tk

	

k=1

	

to tk

- SISTEMAS DIFERENCIALES CIRCULANTES . (AMATO) .

an (t)

	

al(t)

	

a2(t) . . .. a,-1 (t)
f(t,Al,A2, . .,Ak) =

al (t)

	

a2(t)

	

a3(t) . . .

	

an(t)

ñ-1 (t) an (t) al (t) . . . ñ-2 (t)

' a2 (t) a3 (t)
.
a4M...al(t)

= a1(t),Al+ a2 (t)A2 + . . .+ an(tAn

al

k, como en los sistemas Gauss conmutativas .

t n

	

n t

X(t) = exp(

	

Z ak(s)Ak-1ds)X(to) = exp(,(S

	

a,(s)ds)Ak-1)X(to)
to k=1

	

k=1

	

to

n

	

t

	

-l
= I

	

(1

	

exp( ~

	

ak(s) ds . zk) (zklri Ak-l )

	

dzk)
k=1 2qi ~ k

	

t

(ai (t)continuaE. en I)

n
= al (t)In+ a2 (t) A + a3 (t) A2+ . . .+an(t)An-1=

	

ak(t)Ak-1
k=1

i=~
Se tiene

	

G(AP) = (wi ) i=1 , siendo wi , raíces de la ecuación

i=n
wn- 1=p ~ p = '1,2, . . . ,n-1,

	

p = 0,

	

(~(Ao)

	

=

	

CT"(In)

	

_

	

(ai)
i=1



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

1 .- APOSTOL, T.M:

	

"Calculus", Vol . 2, Ed . Reventé, Barcelona,

1973 .

2 .- BELLPLzuN, R . :

	

"Introducci.én al . anílisis matricial",

Ed . Re'verté . Barcelona, 1965 .

3 .- ERUGIN, N.I . :

	

"Linear systems of ordinary differential

equations" . Ed . Academic Press . New York,

1966 .

4 .- GANTMACHER, F .R . :

	

"Theorie des matrices", Vol . 1 y 2 . Ed .

Dunod . Paris, 1966 .

5'.- LAPPO-DANILEVSKY :

	

"Theorie 'des systemes des equations diffe

rentielles linéaires" . Ed . Chelsea, New

York, 1953 .

6 .- MACDUFFEE, C.C . :

	

"The theory . of matrices" . Ed . Chelsea .

New York, 1946 .-

7 .- MALSEV, A.I . :

	

"Fundamentos de Algebra Lineal" . Ed . c :iglo

XXI . Madrid, 1970 .

8 .- RODRIGUEZ CANO, J .J . : "Resolución de ecuaciones funcionales plan

teadas mediante operadores lineales" .

:Sevilla 1_970 . Publicaciones de la

dad de Sevilla .

9 .- YOSIDA, K . :

	

"Functional Analysis" . Third Ed . Springer-

Verlag . New York, 1971 .

174




