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1.- Introduc¢idn.- Se estudlian métodes para la resolucidn
de ecuaciones funcionales, cuando la no linealidad se debe
2 la presencia de un operador {posiblemente multivaco), ma

ximal mon&tonc en un espacic de Hilbert conveniente.

Con objeto de fijar las ideas vamos a ver, me-—

diante un ejemple, cdmo se plantea el problema.

Consideremos un procesc de transmisidn de ca-
lor; si tenemos en cuenta que la conductividad calorifica
depende de la temperatura, las ecuaciones que permiten re-

presentar el fendémena son:

t f=1 X

3
pe 3y I 2 {kiy) E%X 1= f
i i

mas condiciones de contorno

mis condicidn inicial.
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Como es bien conccido, para resolverlas numeri-
camente se realiza una discretizacidn, es decir, esencial-
mente, una apreoXimacién mediante un sistema de ecuaciones
numéricas, cuya solucidén permite construir una aproxima-

cidn de la funcidn vy.

Prescindiendo por el momento de la discretiza-
cidn en las variables espaciales, pueden proponerse dife-
rentes esquemas de discretizacién en la variable t. Asli

por ejempla:

- 3 n
: Y -y 3 ny 3Y_ 4. gP
1 peC e E T (kv % 1= £
i=1 i
n+1 -1 3 n+i n, n-1
Yy -y o _; ° ny By Yy v oy g0
2 —r—— - — =
) pc it .L % (kiy )} Py 3 3 £
i=1 1 1
yn+1 2 3 L] n+1 Byn+1 n+ )
- _ v = 5
3} pe __E¥FX* i e (kiy } x )= £

{Para mfAs detalles pueden consultarse los artfculos:

DUPONT-FAIRWEATHER-JOHNSON |1], LEEs |1]| |zl, peEwpy [il).

El esquema explicito 1 es el mds sencillo pues-

to que, una vez realizada la "discretizacién en espacio",
. . - . n+1

el avance se realiza sin mas gue despejar y . Por el con
trario, el esquema 2 precisa la resolucifn de un sistema
numérice lineal en cada paso y ademds su matriz de coefi-
cientes es wariable con n. Finslmente el esguema 3 condu-
ce a la resolucidén de un sistema pumérice no-lineal, opera

cidén que como es sabido resulta casi siempre costosa.



De este modo, atendiendo a las dificultades de
implementacidon resulta preferible utilizar les esquemas 1
& 2. Sin embargo, desqraciadamente, razones de inestabili-
dad numérica bien conocidos hacen acconsejable sustituirlos
por el esquema implicito 3, al menos si el intervalo de in

tegracién en la variable t es grande.

Para salvar el problema de la no-linealidad en
aocasiones se utilizan métodos del tipo "predictor-correc-

tor” {véase DOUGLAS-DUPONT {1|, PRICE-VARGA |[1]|, MEYER |1{

n n+1

WHEELER |l[) en los cuales el paso de ¥y a vy se realiza
en varias etapas, por ejemplo:
ool 3 ~ . n 1
¥o¥  _ _a_ n, 3 ¥ty ,,_ . n+ 7
Pe 5% _Z T {ki{y Ix. { 3 Ji= £
=1 i 1
n+1 n 3 n =~ n n+il 1
Yy -y _ 3 Y *y 3 Y FY 4= g0 2
pc 2 (ki b — Y= £
at i=1 axi 2 axi 2

Las algoritmos gue proponemos aquil son de tipo
iterativo y p2rmiten obtener la solucién del problema no-
lineal cgmo limite de upa sucesidn de problemas linéales.
Ademds son independientes de la discretizacidn utilizada
para resolver estos problemas lineales, de modo gue, en

particular, podria utilizarse un esquema totalmente impli-

to.

2.~ El problema general.

a) sean V¥, H y £ tres espaclos de Hilbert rea-

les. Supondremos

Vi V denso en H
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e identificamos H @ su dual topoldgico de manera que

Ve tHaop! con inclusionpes densas.

b) Sean G un operador maximal mondtono en £,

Bel (E', V'),

hE isomorfismo candnico de € en E'.

¢)] Sean L1 un operador lineal {en general no

acotado) con dominio D(L1}C:U vy valores en U'.
I_.2 un operador lineal (en general no acota-
do} con deminio D(LE)C:U' y valores en V'.
d) sea feV'.

Se trata de resolver el problema:
Li{y)+L (BA_(G(B*y)}))af 1]

del cual supondremos que tiene solucidn {nica.

Como ya se ha diche en la introduccién, nuestro
objetivo es la construccidn de algoritmos iterativos que
generen sucesiones convergentes a esta solucidn, y ello re
solviendo tan solo preblemas lineales. Previamente es pre-
ciso recordar ciertos elementos de la teoria de pperadores

maximales monbBtonos en espacios de Hilbert.

3.~ Resultadog previos.

salvo mencidn expresa el contenido de este apar

tado puede encantrarse por ejemple en A,PAZY i1].



51 G es un operador maximal mondtono en E, ¥
w, A nlimercs reales tales que A0, kuw<1, entonces dado vef exis

te un unico uef tal que

veu+ A{Gu-wu}

El operador que a v hace c¢orresponder u se lla-

. . w . - w0
ma resolvente ‘del operador G = G-wl v se designara por JA'

. < : 1
Puede demostrarse gque es lipschitziano de caonstante -

Se llama regularizacién Yosida del operador G

al-Operador:

. = : w . s ]
Si Awsg 3 entonces GA es lipschitziano de constante X

Un ejemplo importante de coperador maximal mond-

tono lo constituye la subdiferencial de una aplicacién

Wi B —= (=, ]

convexa, semi-continua inferiormente y propia, que se defi

ne del siguiente modo:

aP(u)= {veE: (v,w-uls Wiw)- Y(u)}

Para -finalizar enunciamos una preoposicidn, cuya
demostracidén puede verse en BERMUDEZ-MOREKD |1|, que cons-
tituye el resultado bAsico para la introduccién de los al-

goritmes gue se estudian en el apartade siguiente:
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Proposicidn 1.- Sea G un operador maximal mond-

tono en un espacio de Hilbert E. Son equivalentes:
il uec™v
. b +
ii) u=GA(v+Au): weRk, AeR A<

4.- Algoritmos.

La preoposicidén 1 permite escribir el prohlema

|1| de dos formas eguivalentes por lo menos.
Una seria
* =
I) L {y)+uwL, (BA_B y)+L, (BA_q)= f | 2]
" .
q= G, (B*y+}q) | 3]

y la otra:

. * Rk =
11} L1(y?+mL2(BhEB y)+L, (BA G, {B*y+iq))= £ | 4}
a= G?{B*y+ﬁq} |51
Teniendo en cuenta la definicidn de GT. la} v

ISi pueden escribirse del siguiente modo:

1
111} L1(y)+(m+ kY )L2(BAEB*y)+L2(BAEq—

1 L : . )
- L g *ydd 3= £ 6
y BRIy (BRyad ) |6l
; .
a= q+ 3 Bry- y I (Bry4ia) 7]

Estas tres formulaciones sugieren otros tantos

algoritmos iterativos:



Algoritmo I.- g®ef cualquiera

n * n _ _ n
Loy 14wl  (BA_B*y )= £-L, (BA_q ) K3
+1 n
qn = G:‘J(B*yn+lq ) l9|
Algoritme II.—- g°eE cualguiera

n,: . ' @, o, N oy |4
L1(y )+mL2(BﬂEB ¥ )+L2{BAEGA(B v +ig ) | 0|

+ -
qn 1 G?{B*yn+lqn) [11]

Algoritho IIT-- y°eV, g®e¢f cualesquiera

L iy Ny qwe % )Lz(BnEB*y“”)= £-L, (BA_q”-

- % BALIY (Bxy +3q")) [12]
qn+1: qn+ % B'yn+1_ % thB*yn+an} ' I13[.
Observaciones: 1) Los preoblemas |8|, |10| ¥

|12| son univocos; ademds [8| y |12]| sen lineales. El pro-
blema f10| es ho lineal, para resolverlo existen algoerit-
mos iterativos de tipo lineal {véase p. ej. BERMUDEZ-MORE-

NG | 2'}.

2) En su aplicacidn a ciertos
problemas el algeoritmo II coincde con otros del tipo "pena

lizacidn-dualidad"” O "lagrangiana aumentada" (véase GLO-

WINSKI-MARROCCO |1], GRABAY-MERCIER |1]).
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1) El estudio de la convergen-—

cia de los algoritmeos I, IX, III cuando L2= I Yy L1 es un

cperador lineal acotado de V en V' puéde encontrarse en

BERMUDEZ-MORENO |2

A continuacidn vamos a aplicar el algoritme I

a diferentes problemas de evoiucién.

5.« Ejemplos.

En todos los casos {I designari un abiertc aco-
N L1} L]
tado de R con frontera I' "regular", Q= QXIO,T[.

£= rxjo.7{.

5.1.- Problema de transmisidn de calor no lineal.

o, N 5 .
ply) cly)y 3L - 2 a;(k(y)-‘i}=f en Q
i=1 °%y *i

y(x,0)= yotf) en {1

Sean o y & las funciones

r T
afr)= J pi{x)cis)yds -, B{r}= J ki{s)ds
0 ' n
Mediante el cambio de variable z= o(y) (valido si p>0

c>*0), el problema se transforma en:

i% —aB(u_1lz))= f an §
z= 0 en I
z(x,0)= z_(x) zo(xl= aly (%))



Este fltimo va es del tipo I1| y para &1 el algoritme I es

el siguiente:

22" —whz = f+aqn en Q
3t
2= o en [
zn{x,0)= z {x} en @
qn+1= ?T(zn+kqn) en ©

- -1
siendo v= Bag

Otros algoritmos para este problema pueden ver-

se en BERMUDEZ [1].

5.2.- Problema de control por “feedback a priori®. (véase

BERMUDEZ-MORENO |2], |3}

Se considera un problema de control frontera de
una ecuacidn del calor con condiciones de conterno de tipo
Neumann. Si se elige un control en bucle cerradeo con con-

signa 2z {estado deseado} y ley el grafo maximal mondtono:

4a

-M si s<0
Bis)= [-M.M] si s=0
M

si 5>0

las ecuaciones que rigen el proceso son las siguientes:

2Y _pe=

3t ay= £ en Q
- W giy-zy) en X

av ¥~ 24

yix,0l= yo(x} en R
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El algoritmo I para este problema, gue es del

tipo |1]., es:

2 _py"- g

s = en
ay" n n
- 5%— = uly —zd}+q en I
n
y (x,0}= yo{xj en
qn+1= Bi(yn+kqn) en ¥

5.3.- Solidificacidn del acero en colada continua. (véase

BERMUDEZ-SAGUEZ [1]).

Se trata de un problema de Stefan con dos fases

gque puede formularse de la manera siguiente : '

N .
pa—‘é—uz E%tk(y)s-a—y)=0 en 0

i=1 i *3
ueH{y) en Q
.y= 0 en 21= Fix|0.TI

3y _ =

k{y} 3 v g en 82 TZKIO,TI
yi{x,0)= yo(x) en 9

Donde F1LIT2=F, T1ﬂ F2= $ y H es un grafo maxi-

. 2 . :
mal mondtonoc en R~ del tipo gue muestra la figura, y que

. r——*"”’” " es la funcidn qug relaciona

temperatura con entalpia.

pefiniendo B como en el ejemple 5.1 y efectuan-

do el cambic de variable z= B8(y}, el problema se transfor-

ma en:



oy
A

o
"

2z
dwv

-4z=

{Ho R

o]

1)(2)

z(x,0)= zo(x]

para el cual el algoritmo I es el siguiente:

siendo G= Hef

n n

Az -6Zn— _ 3g
¥ 3t Y
zn= G

az" -

dv 9

zn(x.0)= z (%)

o
+
qn i_ Gf(zn+Aqn]

en

en

aen

n r

an

zo(x)=8{y0(x}]

¢

5.4,- Ecuaciones de Stokes. (TEMAN |1], THOMASSET [1]).

Se trata del problema:

>
ay >
Y _yAy+grad p= f
3E vAy+grad p

. -+
div y= 0
-
y=10

Yix,0)= y_(x)
y(x.,0)= y (x

en

en

en

en
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Si % designa la Euncidn indicatriz del subconjunto de

2 H
(L{R)) Fformado por el cero, este problema puede formular

se de la manera siquiente:

N
%% +R;+grad(ax(—div ;)) £

>
y= 0 en E

> -
yi{x,0}= yolx) en D

siendo A el Qperédor de (H;(Q)}N en (H_1($]_])N definide

Por:
' HH -+ >
(Ay,z}= [ I g: ) gz ax
R i=1 i i
El algoritmo I es en este caso:
ay" +n +n n_ '
3t -vAy -w grad(div y }+grad p = £ en Q

y =0 en I
+n -

y {x.,0)= y_(x) © en @
pn+1= pn— 1 div ;n en

vy coincide con el algoritmo de Uzawa para la lagrangiana

aumentada.

5.5.- Problemas de tiempo de parada Sptimo . (Véase

J.L.LIoNS 1]y,

En ciertos problemas de tiempo de parada &éptimo
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aparecen inecuaciones del tipo siguiente

dy _ L3S - 0y
3t tAy-£s0 { 3t +§y £ {y-¥}= 0
y= 0 en L yix,0}= yO{x) en @
R N
donde ‘Ay= - E -2 {a, . Y Y+ L a 3y
Loa_ . BX, ij 3x, . i 3x
i,j=1 i b i=1 i

y ¥ es una funcidn dada tal que ¥30 en L.
. 2
Sea K el subconjunte de L {R}
.,
K= {yeL (f): vyz¢ c.p.d.}

¥ Xy Ssu funcidn indicatriz; entonces el problema planteado

puede formularse del modo siguiente:

2y +Ay+dx, (y) £

y= 0 en I

yix,3)= yo(x) en

vy para &1, el algoritmo I es:

ay“ n n
3t +hy twy = f-g
yo= 0 en I
i3]
y {x,0)= vy (x} en R
n¥l_ n 7 o § 1 n n
q =q+.37v v Pyl 7030 (v *ran)
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