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Introduccié:A un gran nombre de fenomens naturals s'observa que, al
transcérrer el temps, un medi que originalment &s uniforme {es a dir, amb
elsvalorsde les variables definidores independents del punt de la regis on
ta 1loc el fensmen), perd aquesta uniformitat i es distribueix amb una den-
sitat o.amb una forma que canvia d'un punt a un altre de 1'espai. Els exem-
ples poden incloure: formacif de galaxies i d'altres globuls estelars a
partir d'us gas uniforme, 1{quids que passen d'un estat de repﬁs a un de
convecciddistribuida en cel.les, ondulacid d'un terreny per erosid, distri-
bucié en comarques d'una poblacis, diferenciacié lingufstica, aparicid dels
pols animal i vegetal a un ovul fecundat, agrumollament de certs microorga-
nismes, etc..

No tots aquests fendmens admeten el mateix model matemstic, pers per
a algun d'e11$ es tenen models amb equacions en derivades parcials no li-
neals del tipus parabdélic, que defineixen sistemes dinamics (dits evolutius)
en yn espai de funcions escaient. £s un problema per als matem%tics, si més
no per a tenir un millor coneixement de 1'estructura del mon, el donar iana-
litzar els models de tants ferfomens d'aquests com sigui possible. En el que
segueix considerarem que les equacions d'evolucid siguin del tipus de reac-
€16 1 difusié, 1 veurem com es produeix la pérdua d'uniformitat en aquest
cas. Sembla quetnméanglisi del tipus que fem pot funcionar per a altres sis-

temes evolutius definits per equacions del tipus parabdlic.
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Entre els exemples que es troben & la Titeratura de models de reac-
cit 1 difusid presentant pérdua d'uniformitat esmentem elssedﬁews.

i} Un model d'un sistema eco]égic herb{vor-carniﬁor {a una regid unidi-

mensional) a [1].

ii} E1 "Brusselator”, que ddna un sistema amb dues espécies {a reaions

d'una i dues dimensions), estudiat & [2] 1 [3].

i1i) E1 model d*activador i inhibidor donat a [4], [5] i [6i. inclpént
cassos bidimensionals.

iv) E] comportament de les amebes acrasials estd descrit a [7], § es ds-
na un moda)l gue no 1‘explica satisfactoriament.

Cap d'aquest treballs, encara que es fan servir conceptes matematics
bastant elaborats, esta fet per matematics. S’eng>rén Tes eines sense fer
un andlisi de la validesa dels metodes. Per alira banda ki ha forga treball
de matematics ocupant-se de les equacions d'evolucié ([8] i [91), i alguns
d‘ells s'ocupen particularment de Tes del tipus de reaccid i difusié. No
costa gaire doncs e1 fer un andlisi del problems morfogen%tic presentat

Pels bidlegs i quimics, utilitzant la matematica ja desenvolupada.

Acabo aquesta introduccid agraint a en Xavier Mora el que em parlés

d'aguests problemes. Aguestes questions han encaixat amb inquietuts que fe-

nia des de fa melts anys.
1. Una equacid de reaccid i difusit és de la forma

Uy =f({u) + dau,

en que uf{t,x) ens déna la distribucié de m espécies (o reactants} en fun-
cig del temps t i del punt x d'un domini acotat de m", amb frontera re-

gular. Per Uy designem la derivada parcial de u respecte de t.
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E1 terme f(u) &s anomenat de reaccid, i ddna 1z taxa de canvi  tem-
poral de u degudaa les interaccions entre espcies a cada punt. E1 terme
dau dbna la taxa de canvi deguda a l1a difusid, és a dir, al moviment de
les espcies,que considerem proporcional al gradient de les seves concen-
tracions.Per a2 aix8. suposem que d és una matriu diagonal amb termes no ne-
gatius. Encara que fem servir les paraules "espgcie“ o "reactant", les com-
ponents de u poden representar no sols la distribucid d'especies bioldgi-
ques o les concentracions de reactants quimics, sin també temperatures,
altures i en general qualsevol variabie definidora de 1'estat.

Es demostra gue si fiR — R" &s diferenciable, i si es déna un va-

lor inicial de u, u._, a un espai convenient H" de funcions de & —» R"',

0
]1avors.existeix una Gnica funcié u{t,x) amb valors a E91, que satisf; 1'e-
quacid per t>0, tal que u{0,x) =uo(x) i amb u{t,.) a H™. L'espai H, al que
pertany cada una de les components de u, pot ser, per exemple, 1'espai de
Sobolev de les funcions definides a a, que tenen les derivades (distribu-
cionals) fins a segon ordre amb quadrat integrable, i que compleixen una
condicié a Ta frontera (en el sentit generalitzat). Aquesta condicié pot
ser la de flux nul, equivalent a Uy, =0, E1 que u(t,x)existeixi per tota t=>0
sera necessariament cert per una ug donada, si es pot compro¥ar que u roman
acotada (en 1a norma de H) o bé si f compleix certes condicions de creixe-
ment a 1'infinit. Es demostra, amés, que u(t,.) depén diferenciablement de
u,. Per tant, si definim T(t)u0 =u(t,.), tenim un (semi-) sistema dinamic
diferenciable a H" i té sentit parlar de conjunts invariants, d'atractors,
de punts de repds, d’'orbites tancades, de varietats asimptEtiques, de con-
Jjunt 1imit, etc.

En particular el concepte d'atractor resulta d'utilitat en el nostre
context, puix que ens defineix els estats terminals del sistema. De fet,

quan abservem una forma "permanent" d'un fenomen, &s a dir, una distribucié
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que no canvia en el temps, pensem que el sistema es troba en un estat d'e-
quilibri asimptﬁticament estable, que correspon a una sojucié G que &s un
punt de repos atractor. S7 no fds un atractor, les fluctuacions el farian
canviar d'estat (i per tant de “"forma", si &s que aquesta és mesurada per
alguna compenent de u). Si tenim una orbita periadica atractora, el siste-
ma tendira a un comportament periddic en el temps (reaccid de Belousov-Ja-
botinski en medi homogereitzat), i si 1'atractor és més complicat, tindrem
comportaments que es podrien calificar de cagtics o de turbulents, dintre

de 1'estabilitat que els dbna 1'estructura mateixa de 1'atractor.

Els sistenes que semblen més interessant, morfogenéticament, sén els
estructuralement estables, &s a dir, aquells que tenen una estructura in-
variant sota perturbaciens petites. Aquesta estructura no ha de ser neces-
sariament la de 1'equivalencia t0po1sgica'de1 sistemes Brbita per brbita,
sind que es pot basar, per exemple, en certes propietats qualitatives dels
atractors, com poden ser el repds, la periodicitat o certes caracteristi-
ques del caos. .

Fem notar, aprofitant 1'avinentesa, que les teories modernes de la
turbuléncia idel caos, preveuen que els atractors estan encabits en subes-
pais de dimensié finita de 1'espai d'estats, 1 que es comenga & intentar una
classificacid dels atractors "gengrics“ en espais de dimensié finita i pe-
tita. (Es poden veure els treballs de Rossler en aquest sentit). En el nos-
tre cas, sentpuntuals els atractors de que ens ocuparem, no hem de preocu-
par-nos d'aquestes questions.

Tornant al nostre tema, la morfoggnesi es pot presentar de la sedﬁent
manera: tenim una distribucidé uniforme de les diferent§ variables Upseealp
(constanté respecte a x). Aquests valors van canviant amb el temps, potser,
pero lentament i mantenint la uniformitat espacial {suposem que les condi-

cions a la frontera ho permeten). En un mement donat, perc, les distribucions
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“s'ondulen”, i aguesta forma ondulada evolucinna amb el temps, també lenta-
ment. Si 21 model aque tenim per el nostre sistema éé de reaccio i difusid,
és clar que 1'explicacid que donem pressuposa que no estem pas &n un estat
d’equilibri.

Podem pera, intentar d*obtenir un model acceptable del que passa dis-
tingint entre les variables que canvien ripidament i les que ho fan lenta-
ment. De fet podem suposar fixos els valors de les variables lentes i podem
estudiar el sistema dindmic resultant per a les variables rﬁpides. Aguest
sistema tindrd ursatractors, que, si les coses van bé, seran aguestes dis-
tribucions3uniformes O no, que van apareixentaf‘anarcanviant Tes varia-
bles Tentes. En altres paraules, per a cada valor fixat de les variables
"lentes", tenim un sistema dinSmic, anomenat “metabblicﬂ per a les “rﬁpi—

des". E1 que observem com a "forma” sén els atractors d’aquest sistemz gue
"evolucionen" al anar canviant les variables “Tentes”. {Vegi's [ 10] ).

Per a precisar un xic aquests conceptes considerem les equacions

eu' =flu,v) + d{v)au

v' =alu,v),

en que u 1 v sén funcions que prenen valors a r” i ®° respectivament. No-
tem que no considevem difusid per a v aix6 ho fem perque el sistema de
parametres definint 1'evoluci6 sigui de dimensif finita.

Per a cada v fixada considerem 1'equaci6 cu' =f{u,v} + d{v}u, que
ens dﬁna.un sistema dinémic (metabB]ic) ] HP. Aquest sistema tindra un punt
de repos a la "varietat® V:f(u,v) + d{viau=0 de HP ® RY. si Du(f(u,v} +
+ d{v}au) &s un isomorfisme, podem obtenir u com a funcit U de v. Substi-
tuint a 12 2a equacit queda v' =g{U{v),v) =G{v}. Aquesta equacid ens dina

: Lo + s = n . .
un sistema dinamic a Rq, que ens defineix "1'evolucid” del sistema metabo-
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1ic, i en particular dels atractors situats a V. S1 tenim alguna sigulari-
tat 2 V, aquests atractors poden Svﬁ'ffdiscontinuitats (catistrofes). £l
sistema descomposat, dit "model de varietat lenta", no gaudeix ja de pro-
pietats com la d’uﬁicitat. Totes les trajectories tendeixen (o s'allunyen}
de V amb velocitat infinita, 1 a V es mouen d'acord amb v' =G{v); quan la
varietat V té singularitats es produeixen salts del tipus dels de "relaxd-
cig", classicament estudiats. Un problema fonamental, en que s'esta treba- -
liant, &s saber per guins cassos el model reduit gs fidel per ¢ petita, és
a dir, si ¢} moée1 de varietat Tlenta es comporta com el 1imit del model
original quan ¢ tendeix a iero.

Feta la reduccid, aix® ens justifica a considerar v com a .'pargme-
tre g-dimensional independent.

D'aqui endavant considerarem les egquacions depenent d'un parametre

u que prendrem unidimensicnal, i estudiarem les bifurcacions experimenta-

des pels atractors puntuals al variar p.

2. Prenem 1'eguacid
= +
Uy f“(u) d,au,

on n és un parsmetre unidimensional. Suposem u definida a @ , un acotat de
R" i tal que u =0, També suposem Eu a RY tal que f“(ﬂ“)= 0. La solucid
uniforme corresponent és un punt de reﬁBs per’é% sistema dinamic definit
per 1'equacid, que tamb& designarem per Eu'

Per veure les propietats d'estabilitat de ﬁu considerem 1'espectre de

- A := D(f"I + dua)(ﬁu). Sabem gue tot 1'espectre és puntual i discret. Si exis-

u . .
teix ¥y tal que per u <hy tets els valors propis tenen part real menor que

0, 1 n*hi ha un d'ells, p{u), tal que &s simple, o(uo) =01 p‘{uc} >0, 1a-
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vors, per u-u, positiva 1 petita, ﬁu sera inestable i a u, es bifurcaran
dues solucions atractores, que poden no ser esuaéia]ment uniformes. A con-
tinuacid estudiarem per quins valors de w es produeix aquesta bifurcacié

i quines caracteristiques tenen les solucions bifurcades, al menys en pri-
mera aproximacid. La validesa d'aquest/an51isi radica en que Au és el gene-
rador infinitessimal del semigrup anal ftic d'operadors 1ineals definit per
la part lineal del sistema dimamic al punt Gu' {(Vegi's [11]).

Per a trobar 1'espectre de Au hem de cercar solucions v a H", no nu-
les,de 1'equacid Auv = plulv. Siguin ﬁ?..., by les sofucions a H del pro-
blema a4 =x$ a @, $,=0 adq corresponents als r eigenvalors més grans,
Apeees 1r. Estem supgsant que aquest eigenvalors son simples, el que és
una probietat genErica 57 no suposem @ simétrica. Observem que tot eigen-
valor d'aquest problema {de Neumann homogeni},'és real i no positiu. Sigqui
¢ el .subespai de dimensid r de H gener;t per les eigenfuncions $ja-vns *r’
i sigui ¥ el complementari de ¢akH (de:dimensiﬁ infinita).

La component “j de v a Hm, la podem expressar com a

v.=al.¢1 + ... ta

IRLIT o+ Ve

rjtr i

amb ”3 a v, aij a R, j=1l,..., m
D'aquesta manera Auv = p{u)v queda explicitament:
V. v+ D T, = sy J=1,...,m, h
5 Y5 Dm J(vm) pVJ ji=1 m, on no hem
fet notar la dependencia de f, d i p en u per tal de facilitar 1a notacis.

lei(vl)+"'+ Djfj[vj) +d

Tenint en compte 1a independencia 1ineal de les diferents ¢1 d'elles
respecte als elements de ¥ , tenim;
lejai1'+...+ (DJ.fJ. + djki-p)aij +...+ [)mfja|1.“1
i a més

=0, i=1l,....,r, j=1,....m,
D1fj¢j o4 (Djfj + djﬂ~p)¢3 ., .+ Dmfj¢h =0, j=1,..., m.
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Si podem trobar sclucions no nules d'alguna d'aquestes equacions per
un valor de p, la v corresponent {&s a dir amb els valors de aij i ¢3 obtin-
quts) donara origen a una solucid vept de la part lineal de 1'equacid a
ﬁu. 57 només una equacid, la corresponent a i, admet solucions no trivials,
1lavors veiem que totes les components de v sdn proporcionals al “mode"
by i que ?isers simpie si el rang de la matriu de 1'equacid és m-1, el
que &s gendric.

Suposem que per u <u, cap d'aguestes eguacions admet solucid diferent
de 0 quan p &s real no negativa. Aixd6 implica que ﬁu és asimptoticament es-
table per aquests valors de p. 5i ara fem créixer n.i per u-u, petit te-
nim que una sola equacié, diguem la corresponent a i, admet solucid no tri-
vial, amb rang m-1 de la matriu, per p real positiva,lresu1ta que el mode
@i ha esdevingut inestable: existird un m-vector a; tal que ai¢iept és
solucid de 1a part lineal. Aixd implica en particular la bifurcacid de dos
punts de resz atractors de la forma

u Y A- 4.+ -u ).
u, T hmmg a4, o{u “o)

O

Per tul de comprovar si la i-essima equacié t& sofucions no nules hem

de tenir
det (Dkfj - dkil - pl) =0,

Si fem p=0, obtenim que les posibles bifurcacions s'efectuaran per

els valors de  en que
det (Dkfuj - duAiI) =0.

$1 1a solucid u corresponent a d =0 &s estable i si li és prou petita

(s a dir, té valor absolut prou gran), aixd no podrd ser, i per tant els
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modes que es faran inestables seran les ¢i per li no massa petits.

iina vegada un mode *i ha esdevingut inestable, al continuar el crei-
xement de u, més i més modes peden esdevenir-ho, donant origen a successi-
ves bifurcacions de la ﬂu corresponent. Degut a que aquesta ja no és un
atractor, cap d'aquestes solucions bifurcades és estable, 1levat de 1z pri-
mera. —

Per cloure aquesta seccid, fem notar que 1'an31isifetadescansa en
1'acotament de @, el que déna un espectre discret per a 1'operador de La-
place. Un problema obert, i dificil, &s €1 que passa quan la regid @ no &s

acotada.

3. Estudiarem un cas particular per m=2, Que correspon a un exemple de
1'ecologia presentat a [1]. E] determinant corresponent a 1'equacif i-gssi-

ma queda:

pz-bp*C:O,

en que b =f1u + f2v + Ai(dl + dz), i

_ 2 s .
¢ -flufZV - flvf2u + (fludz + vadI)A. + dldzli.Elssub1ndem5u i v denpten

i
derivacid respecte a2 u 1 a v, mentre que elssubindegs i 2 dencten compo-

nents.

En el nostre exemple prendrem ¢om a parametre u el valor d2, mantenint

fixes f i dl'

Supoesem que flu + f2v 85 negatiu, 1 gque M: =f1uf2v - flvfzu

tiu. Aixo assegura que 1a solucié u de f{u) =0 8s asimptBticament estable

és posi-

si d=0. També suposarem f107 0
Si oy i By denoten les dues arrels de 1'equacif, tenim que b n'és la
‘suma i que ¢ n*és el producte. Com que A és sempre negatiu o zero i dl'
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d2 sdn positius ¢ zero, tindrem sempre gue 0y * Py <0,

En el cas que ¢ sigui positiu, aixd implicar? que tant p, com e, te-
nen part real negativa, i que per tant hi ha estabilitat segons el mode
;- En canvi, si ¢ és negatiu, tindrem una arrel, diguem p, negativa i

1*altra, Pos positiva. E1 mode $s serd inestable en aquest cas.

Considerem la funcid definida per 2 real i no positiva per

2
fzvdl}l + d.doa.

c(x) =M+ (f 19

Iud2 *
Tenim que aquesta funcid és negativa si

2,2
{flux + dlx Y <- MW - vadlx,

és a dir, si
_ 2
d2>d2*(1).—(_1\1 + fZVGIA)/{—fmx - dlx Y,
per i > - flu"‘di’ i st

2
d2 <{-M - fzvdlk)/(flul +dn } per 1 <- flu/dl.

Com que el segon cas implica d2 <0, no resultz interessant.

Obtindrem doncs inestabilitat del mode ¢i quan (ki, dz} siguin tals
que d2 >d2*(11).

ET que aixg sigui possible depen doncs de que hi hagi eigenvalors
Ai'per el problema homogeni de Heumann a 1'interval (éflufdl, 0}. Si & con-
té una bola prou gran, 1'interval entre els eigenvalors 1i és petit i po-
drem garantir que augmentant dz'obtindrem una bifurcacio.

tetem que dé*(x} &s una funcid.convexa i que el sau minim es troba a

A% = V-fivfzuﬂ - M}/dleﬁ
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(per a valors negatius de X}, i que si els eigenvalors xi s0n prou espessos,
el que passara si 0 &3 gran,' la primera bifurcacid, la estable, es produi-
ra per la 4 corresponent a una li prop de x*. En genéfal no es tindra la
igualtat de 65 per a dos valors Ai diferents. ‘

£1 que determina doncs les propietats de les bifurcacions primaries
8s la restriccid de d*{3} a 1'espectre de la laplaciana {amb condici de
Neumann homog@h'a a la frontera, en el nostre exemple). Com que dE{l) 13
- independent de l1a regid Q,-és a dir, només depen de f i de dl’ podem dir
que 2 influeix "quantitzant" a 62*(1) 1 que el valor de i, és relativament
independent de @, que el determina tan sols a través d’aquesta "quantit-
zacid” o "modulacig".

Ara voldriem dir alguna cosa respecte a la relacid que hi ha entre
el valer de A i les propietats “ondulatories” de la eigenfuncié correspo-
nent ¢i.

Suposem que @, de dimensid 1, & T'interval [0Q,L]. Llavors
A =-i2«2/L2, 4 =¢os{2n/L)x.

En aguest cas les propietats ondulatiries de b, son donades per li:el perio-
de de la ondu]aciﬁ de la sclucié que es bifurca, éi’ és precisament Zwl-vﬁxi,
i a més ki és tant més a prob de »* com més gran sigui L.

Conjecturem que una propietat angloga és certa per n>1. E1 que es-
perem &5 que e1 perfode aproximat de 1°ondulacit de $; sigui de 1'ordre de
1/ vhli. E1 que vol dir pericde aproximat queda per definir, perc pensem
en coses com el diametre de la maxima bola que EEpiga a les regions en que
¢ o s‘anul.la, o bé en la distancia entre “crestes” o “fons de valls” de
la gr%fica de b 5i aixé f8s cert es té certa independéncia entreel perio-
de de 1a ondulacié del mode morfogenétic i la mida de la regié g, que només
afectaria a través de la modulacid amb 1'espectre de la 1ap1aciana; Estem

treballant en la questid.
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