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INTRODUCCTION.
Hale [1] suéiere considerar condiciones de contor

no para estudiar ecuvaciones de la forma
w'fx) + qulx-a) + bulfz+al =0

Pera de hecho, para estudiar problemas de contorno debemos
considerar ecuacicones de 292 orden como ya habian hecho Grimm
y Schmitt [1] y [2] en un contexto diferente (mids general,

¥ €on resultades aparentemente mids completos pero obtenidos
bajo hipStesis fortisimas). Asi llegamos a plantearnes el

siguiente problema

"Determinar una funcidén ufx) , -¢ <« ¥ < L +a ,

que satisfaga

- utz) v 2 b [ulz - o) *ulm + @) = flz) 0 <zl
wulx) = ¢ofx} a0 < x £ 0
wufx) = ¢Z(x) I £ x<il+e

para funciones flz) , ¢ofz) , ¢Z(xJ dadas.

Damos a continuacidén un resultado de existencia y
unicidad de solucidn para este problema a partir del cual ha
cemos posteriormente diversas observaciones y consideracio

nes sobre problemas ne locales,.

(%) Texto de las conferencias dadas en el 15% y 22 congre

50 de Ecuaciones Diferenciales y Aplicaciones.
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EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCIONES.

Veamos a continuacidn el resultado principal de
existencia y unicidad de solucién para el problema de con_

torno anterior, c<ontenide en el siguiente
TECREMA: Sean cu,cZ £ R,
bolx) € L3(-0,0) , ¢,(x) & L(1,1 + o) , flz) € 8 1(0,1)

Entonces, si |b|«n*/1* existe una inica funcién u(x) ,

—-a <z <l +ta, sclucidn de

(1) —ut(z)+ 5b [u(z-a)+ ulz+a)] = f(z) en H 1(0,1)

{2) wuiz) = ¢alx) en (=a, 0} ¥ uf{0) = e,
(3) ufx) = ¢'Z(x) en (i1, l+a) y ui{l} = ey
|
DEMOSTRACION.

En primer lugar reducimos las condiciones {2) y

{3} a homogeneas de la forma habitual, considerando ia fun

cidn
[ Ogfz) -—a < x <
C?Z = @
¥ix} = g + —r— % 0 ¢ x g1
l ¢Z(x) I <2< 1+a
y desceonponiende ¥ en la forma u = v + ¥ , con 10 que v

debe satisfacer

~upf{x) + -Ig—b {v(z-a)+ viztal] = }‘(::)

Fta) = fim) - 1p [¥rz-a) + ylzta)]
vie) =0 - < =x g0
vizg) = 0 i <2< i+ta

4 continuacidn escribimos de nuevo ¥ en lugar de

v y fF en lugar de }, obteniendoc el problema homogeneo
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(@) —un(z)+ b [u(z-a)t ulera)] = flz)  0<z<l
(5) ufx) = 0 —a<z < 0

(6) ufxl) = ¢ lsae <1 + ¢

del que nos ccuparemos en lo sucesivo.

La demostracidn de la existencia v unicidad de so
lucidn de este problema se basard en su equivalencia con un
problema de minimizacidn. Para plantear este dltimo vamos a

considerar el espacio
Hot0,1) = {utz) € p2(0,0) |u'(z) € L2(0,1) , u(0) = u(l) =20}

Asi si u(z) & H{(0,1) , u(x) prolongada por ceroc a (-o,0) y
(t,7 +a} satisfard (5) y (6). Supondremos siempre gue esta
Proleongacién ha side realizada. Recordamos aqui que sobre

H§(0,1) se puede tomar come norma

7 .
1/2
||u||Hé(0’1) = o Ig w'lz)? dzil’

¥ que

87 00,1) =cBY(0,1))" = dual de BL(0,1)

espacio de distribuciones que, identificandoe L*{0,1) con

su dual, admite la representacidén

#7100,1) S(r(e) = Fota) v FlCz) 5 Fo . £1€ D2(0,1)}

Comenzamos estableciendo el siguiente

LEMA 1 : La ecuacidn (4) (={1)) es la ecuacién
de Euler del funcional sobre Hi(0,1)
A l-u/2 i

f
uf(x)zczx»fbf uflz~ %J u(x+%—)d:r—2 J flzlulz)dz,
4

{7) J(u):f
a/2

7

En efecto, para n € CY(¢,1} , nwi(0) = n(l) = a,
se tiene ' '
<JIu), n o> o= o1gm Llten) = IO
g0 €
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_ /1
:Zim% [J {[u’(x) +en"(x)]? - u'(z}?} dz +
o .

l-o/2 .
+ b Ja/étufx- S enta= 5] fulzt Jh enlas S

i
~uf{x- %) u(x-+%)} dz - 2¢ [ frz) nfz)dx =
¢

A il-a/2 o . o
= 2 j u'fxln'{xlde + b J ulx- EJ n(x-FEde +
. . o/ 8

¢

t-a/2 /L
+ b J uizt 3) nlz- 3)de -2 j fl=) n(x)dz}:
a/2 4 .
[rA Z 1
=u'fx) nfx)'l -2 J w”’fx) niz)dx-2 I flx) niz)dx +
g g [

i rl—a
+b [ ulz-a} nixlde +5> J wfxta) nizldex.
g

43
1

v en wvirtud de (5) y {6), es decir, teniendo en cuenta que

ufzx-o}t = 0 para 0 < x € ¢, ufosta) = 0 paral ~aszx < I,
vy que nf{f) = nfl} =0
I ! 1 i .
§<J’(u),n > = = J uf{x) nizl+ Ebf ulz-al) nlzldz +
4] ?
+ b ulxto) nizlde - fiz) nix)dx =
2 JG 4

[

J {-u"iz)+ %b [ulz—a)+ ufztal] - flx)} nlzldx
0

luege J7fu) = # Y¥n egquivale a

- {z) #-%b [u(x—a)+ u(z+u)] - f(x} = ¢ O<gx < 1.

Deseamos ver a continuacidn que el funcional Jiu/

es convexo, para lo cual lo escribimos en la forma

(8) Jlu) = afu,u) - BL(u)
i

(9} afu,v) = J wutizl v'iz) dz +
o
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afu,ul

b l-a/2 . o o o a
+ 3 ,I [2fz- Fivlzr F)4vlx- Julzt EJ] dz
a2

L

f
(10) Li{v) = J flx) vixldx
2

donde af{u,v} es una forma bilineal continua y simétrica y
L(v) una forma lineal y c¢ontinua sobre # (0,1). Teniendo

en cuenta la linealidad de. [ bastard verificar la convexidad
del término afu,ul, para el gue se tiene, utilizando la bi

linealidad y simetria

alfiu +(i-A)v , du +{I-X)v) + A({1-%) alu-v,u-v)} =

= X oafu,u) + (1-X) a(v,v}
por lo cue si af(w,w)y § se tendra ¥\ € (0,1)
afiu +{I-X)v, Au +{1-Xjv) € rafu,u) + (I-)) afv,v]

La convexidad de J{u/) serd asi una consecuencia

particular del siguiente

LEMA 2: si |b| < w?%/1% , la forwma bilineal af{u,v)

es coerciva, es decir,

(11) 3 w>0 - | afu,ul >«|ju]|? ¥uenrifo1)
H)(0,1) o

En efecto,

i il-a/2 a
= [ u'(x)idz + b’[ uiz - %) ulzt 3 dz 3>
o o/ 8
z I-a/8 '
» J u'(z)ide - [bl‘[ ulx - %) uizt %) dr | 2
o w2

42 1 12 ,
» (1 - |B] =— )'l wu'e)idz = (1 - |b| = }{| ull
2 72

" 0 H:{Q,ZJ
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pues

fl-a/2
| J y ufx - %J ulfe + %sz l <
a/2
1-a/2 1-a/2 \
€ f cufx - %)zdeI/g I J ulzt %) deI/B €
a/2 a/2

i g2 i
£ J ufz)ide g =— J utfz)idz
0 at 0

habiende utilizado en .este tiltimo paso la desigualdad de Poin -
caré. Por lo tanto si |b| < 7%/1? se satisface (11) con
a =1 - {b| tE/n%.

Basta ahora utilizar el siguiente resultado (vease

Lions [1]) con V = HEf0,1).

TEQOREMA: Si afu,V) es una forma bilineal continua
y coerciva y L(v) una forma lineal y continua sobre V espa
cic de Hilbert real, existe un tUnice u € ¥V tal gue

Jiu) = inf J{v} R Fiv}) = alv,v} -
vev

ka
foad
b
o
~—

y 4 esta caracterizado como la soluciédn {(dGnica) de la ecua_

cidn variacional

alu,v) = L(v) Voev

.

Comeo es sabido por la teoria de ecuaciones variacic
nales (vease Lions-Magenes [1] o Andrés Yebra 1| ) esta ecua
cidn nos d& en nuestro caso la forma débil de la ecuacidn

de Euler
- wotm) + 1 b [ulz-a) + ulzta)] = flz) en o, 1)

1
mientras que (5) y (6) se satisfacen pues u € He (0,1} vy u

ha sido prolongade por cero a (—-a,0) y (2,1 + al.
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CONSIDERACIONES SOBRE PROBLEMAS NO LOCALES.

El estudioc anterior nos sugiere las dos considera

cicnes siguientes.

1. El problema anterior es ne Leeal en el septido
de gque la ecuacidn diferencial relaciona los valores de f y

"

#” en el punto ¥ y los de u en los puntos z—-a y zxta

2. El procedimiento seguido en la demostracidn de
la existencia y unicidad de soluclidn es claramente generali

zabkle a2 situaciones de la forma
Lu + Mu = f

donde [ es un operador diferencial ilocal) y M un operador
ne local del tipo anterior, en las gue podemos dominar la in
fluencia del término no local, Mu ,mediante el términc local
Lu ,.para lo gue basta, con la formulacidn anterior gue, en

el espacio adecuade , la forma bilineal
alu,v} = <Ly , v >+ <Mu , v >
ademids de continua sea coerciva.

Asi, por ejemplo, dado un dominio acotado ¥y “regu
: n
lar® @t &€ R de frontera I' , consideremos

Q. ={zer" | dlz,) < a}

o
y un operador diferencial eliptico [ definido a través de
. 1
una forma bilineal continua y coerciva sobre V = Ho (%)
tlu,v)
L éeGtv,vt) < tu,v >pey = Llu,w) Ywev
ev,v) > a || vl ; a > 0.
n
Sean por otra parte Ba: {fyer” { ||yl «al} ¥y

m{y) & LI(BGJ . ¥ consideremos al operader ne local

m € Qf’(Lz {Qé)) s L%(Q}) dado por
(Mu} (z) = J ulz-y) miyldy
.

para ¢.t. x € Q.
68



Consideremos ahora el problema de contorno

Lu + Mu = f en H_J(Q)
AT

u = ¢ en L e - )

Por el procedimiento anterior se puede demostrar

que este problema admite una Unica solucidn si || mfl: < a/¢?
siendo £ una constante de Poincaré para Q2 , es decir,
loll <« ¢ lloll Vv 6 dol(f
Leeg) HG(Q)

De esta forma el estudio realizadoe en el aparta
do anterior parece aplicable a una amplia c¢lase de proble
ma:z no lLocales. Desgraciadamente no conocemos problemas no

. 1 . .
lacales d8e este tipo que se presenten en las aplicaciones.

Los problemas no locales que aparecen en diferen

o o fdero o d e oo
tes Situacicones

W

LohE

¢}

o

récticas correspondéEn & €CTus integro
c e

diferenciales, e decir, se relaciona el wvalor de u y 4
sus derivadas en el punto x con €l de u (y posiblemente
sus derivadas) en fodos los puntos del dominio £ y no soleo

en un cierto entorno del punte I considerado.

A continuacidn se da un ejemplo de esta situacidn
asi como un ejemplilo, el OGnico que conocemos en este caso |

de problema local pero con condicicnes de contorne ne loca

les.

Eeuaciones integrodiferenciales,

Diferentes problemas llevan a ecuaciones intégro
diferenciales. Asi Piest [1] desarrclla una teoria de tur_
bulencia por medic de mecdnica estadistica. A partir de la
ecuacidén de Reynolds (formalmente equivalente a la de Navier-
Stokes aftadiendo el términc denominado tensidén de Reynolds),

llega a una formulacidén en la que este términoc es reempla_
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zado por wn término no local en espacio y tiempe de la for

ma

t
Gfufx, t)) = V-[ dt’ J flx,z',t-t"',uldz"’
o v

Condiciones de contorno ne locales.

En Pattanayak-Wolf [11 se presenta una formulacién
del problema de difraccién de una onda electromagnética en
un medio con respuesta arbitraria que incluye condiciones de

conterno no locales,

licrmalmente el problema debe ser considerado como
un problema de transmisidn debiendo satisfacerse las ecuacio
nes de Maxwell en el interiocr y en el exterior del medio jun
to con condiciones de acoplamiento en la superficie de sepa_
racién, lo gque implica gue los campes en el exterior y en el

interior deben obtenerse simultaneamente.

La formulacidén antes citada permite sin embargo de
terminarlla onda difractada ({(es decir los campos F y H en
el Iinterior del medio en cuestidén) a partir de la onda inci
denté, sin referencia alguna a la onda en el exterior, la
cual se determina posteriormente'por integracidn directa
sobre la superficie de separacidén. Asi se consigue un des
accoplamientc de los problemas exterior e interior a cambio

de la no localidad de las condiciones de contorno.

Para el campo eléctrico, £ , la condicién de con

tornc no local tiene la forma

T, 1 . f . -
E"(r~) + — J {[r x (v x E) + f]r G(r~,r) +
47 S

+ (n x EJV x G(r—,r)} dS = 0

donde EL representa{la transformada de Fourier de} el campo
eléctrice ipcidente'(para la frecuencia w = Ke) en el punto
interior r~, F = E{r} el campo eléctrico en el intericr del
medic (expresado ahi en S), # la normal exterior a la su

perficie de separacién § y G(r',r} la funcién de Green dii
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dica, asociada al operador L = - k% + ¥ x ¥ x con la con
dicién (vectorial) de radiacidén de Sommerfeld en el infini
toe, vy finalmente f = ffr) es una funcidn dada. El campc mag

nético H satisface una condicidén de contorno no local ana

loga.

Que sepamcs, este problema no ha sideo estudiado
directamente, pero Dialetis [1] establece la equivalencié
entre esta formulacidén y la usual, es decir, ecuaciones de
Maxwell con condiciones de contorno {locales) de transmi_
sién, demostrando asi que el problema no local tiene solu

cidn dnica.
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