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INTRODUCCION .
Hale C1l sugiere considerar condiciones de contor

no para estudiar ecuaciones de la forma

u' (x)

	

+

	

au (x - a)

	

+

	

bu (x + a)

	

= 0

Pero de hecho, para estudiar problemas de contorno debemos
considerar ecuaciones de 2s orden como ya habían hecho Grimm
y Schmitt [1] y [2] en un contexto diferente (más general,
y con resultados aparentemente más completos pero obtenidos
bajo hipótesis fortísimas) . Así llegamos a plantearnos el
siguiente problema

"Determinar

	

una

	

función

	

u(x)

	

,

	

-a

	

<

	

x

	

<

	

Z +ot

	

,
que satisfaga

u" (x) +

	

2

	

b

	

[u(x

	

-

	

a)

	

+

	

u (x

	

+

	

a)]

	

=

	

f(x)

	

0

	

1

	

x

	

k<

	

Z

u(x) = fi(X)

	

-a < x .< 0
u(x) =

	

~ z (x)

	

Z 1 x < Z + a

para funciones f(x) , 00(x) , ~,(x) dadas .

Damos a continuación un resultado de existencia
unicidad de solución para este problema a partir del cual
cemos posteriormente diversas observaciones y consideracio
nes sobre problemas no locales .

(*) Texto de las conferencias dadas en el ler y 2e congre
so de Ecuaciones Diferenciales y Aplicaciones .
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EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCIONES .

Veamos a continuación el resultado principal de
existencia y unicidad de solución para el problema de con
torno anterior, contenido en el siguiente
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~o(x) E L 2 (-a,0)

TEOREMA : sean

	

co,c1 G IR,

Entonces, si jbj<Tr'/Z` existe una única función u(x)
-a < x < Z + pa,

	

solución de

(1)

	

-u"(x)+ zb

	

[u(x-a)+ u (x + a)]

	

= f(x)

	

en

	

H-1 (0,1)

(2) u(x) = Oo(x)

	

en

	

(-a,0)

	

y

	

u(O) = co

(3) u(x) = 0 Z (x)

	

en

	

(1,Z+a)

	

y

	

u(Z) = cZ

DEMOSTRACION .

En primer lugar reducimos las condiciones (2) y

(3) a homogeneas de la forma habitual, considerando la fun
ción

f

l

0 Z (x) E L'(1j1 + a)

00 (X)

	

- a < x < 0

cZ
_ co

c o + ~- x

	

0 1 x < Z

0 1 (x)

	

Z < x < Z+a

y descomponiendo u en la forma u = v +

	

con lo que v

debe satisfacer

-v"(x) + 2 b [v(x-a)+ v(x+a)]

	

= ~(x)

~`(x)

	

= f(x)

	

- 2 b

	

[Y' (x-a)

	

+

	

iP (x+a) ]

v (x)

	

= 0

	

- a <

	

x <l

	

0

v (x)

	

= 0

	

Z

	

11 x

	

<

	

Z + a

f (x)

	

E

	

H-1 (0,1)

A continuación escribimos de nuevo u en lugar de

v y f en lugar .de ~, obteniendo el problema homogeneo



(4)

	

-u"(x)+ 2 b [u (x-a)+ u(x+a)]

	

= f(x)

	

0 < x < Z

(5)

	

u (x)

	

_

	

0

	

-a < x

	

c

	

0

(6)

	

u(x)

	

=

	

0

	

Z s x

	

<

	

Z

	

+ a.

del que . nos ocuparemos en lo sucesivo .

La demostración de la existencia y unicidad de so
lución de este problema se basará en su equivalencia con un
problema de minimización . Para plantear este último vamos a
considerar el espacio

Hó (O, Z)

	

=

	

{u(x)

	

8 LZ (0, Z) I u' (x)

	

E LZ (0, Z)

	

,

	

u(0)

	

= u(Z) =O}

Así si u(x) E H10(O,Z) , u(x) prolongada por cero a (-a,0) y
(1,1+ a)

	

satisfará (5) y (6) . Supondremos siempre que esta
prolongación ha sido realizada . Recordamos aquí que sobre
Hp(0,1) se puede tomar como norma

y que

II u¡I HO'(O,1)

	

_ (
fo

Z
u'(x) 2 dx) 1/2

H-1 (0, Z)

	

=(Hó (0, Z)) '

	

= dual

	

de H01 (0, Z)

espacio de distribuciones que, identificando L 2 (0,1) con
su dual, admite la representación

H-1
(0, Z)

	

={f(X)

	

= fo(x) + fi(x)

	

fo

	

,

	

flH L L (0,Z)}

Comenzamos estableciendo el siguiente

LEMA 1 . La ecuación (4) (=(1)) es la ecuación
de Euler del funcional sobre H01(O,Z)

Z

	

rZ-a/2

	

rZ
(7)

	

J(u)=~

	

u'(x) Z dx +b l

	

u(x- a)

	

u(x + á)dx-2 j

	

f(x)u(x)dx .
0

	

a/2 2 2 0

se tiene

< J' (u),

	

p > = Zim
E-+0

En efecto, para

	

n E C1 (0, Z) ,

	

n(O) = n(Z) = 0,

J(ú + cn)

	

= J(u)
E
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n(x)dx .

y en virtud de (5) y (6), es decir, teniendo en cuenta que

u (x - a)

	

=

	

0

	

para

	

0

	

<

	

x

	

<

	

a,

	

u(x + a)

	

=

	

0

	

paraZ - a ig x

	

<

	

Z,

y que n(0) = n(Z) = 0

Z-a/2
+ b

Ja/
2 [u (x- ZI+En(x- 2)](u(x+ Z)+En(x+ 2)]

Z
-u(x- 2) u(x + 2)} dx - 2E

	

f(x)

	

n(x)dx =
0

Z

	

rZ-a/2
= 2

	

u'(x)n'(x)dx+b

	

u(x- 2) n(x+Z)dx
lo

	

a/2
Z-a/2

	

r Z
+ b-	u(x+_a) n(x- a)dx - 2 j

	

f(x) n(x)dxl=
la/2 2 2 00

Z
=u'(x)

	

n(x) . io
-2 .

Z
+b

J

	

u(x-a) n(x)dx + b-
a

Z

l0

Z
2 b J

	

u(x+a) n(x)dx
0

luego J I (u) = 0 Yn equivale a

(8)

	

J(u) = a(u,u) - 2L(u)
Z

(9)

	

a(u, v)

	

= l

	

u'(x)

	

v'(x)

	

dx +
0
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u'(x) Z } dx

Z
u"(x) n(x)dx- 2 lf(x) n(x)dx

0
rZ-a

u (x+a.)
n

Z

	

Z
-

	

J0
u"(x)

	

n(x) +

	

22 b

	

u(x-a)

	

n(x)dx +
0

-

JZ
f(x) n(x)dx =

0

r z
{-u"(x)+ 2 b [u (x-a) + u(x+a)]

	

- f(x)}

	

Ti (x)dx
0

-u"(x)

	

+ 2b [u(x-a)+ u(x+a)]

	

- f(x)

	

=

	

0

	

0 <x

	

<

	

Z .

Deseamos ver a continuación que el funcional J(u)
es convexo, para lo cual lo escribimos en la forma



Z
(10)

	

L(v)

	

=

	

ff(x)

	

v(x)dx
0

donde a(u,v) es una forma bilineal continua y simétrica y

L(v) una forma lineal y contínua sobre H (0,1) . Teniendo
en cuenta la linealidad de.L bastará verificar la convexidad
del término a(u,u), para el que se tiene, utilizando la bi
linealidad y simetría

a(au +(1-a)v , au +(1-a)v) + a(1-a) a(u-v,u-v) =

por lo que si a(m,w)3 0 se tendrá Va H (0,1)

a(u, u)

a(au +(1-a)v, au +(1-a)v) < aa(u,u) + (1-a) a(v,v)

La convexidad de J(u) será así una consecuencia
particular del siguiente

es coerciva, es decir,

(11) 3 a>0 1 a(u,u) >dIlu 11 2

	

Y u 6 H I (0,1)
H 1 (0, Z)

0

En efecto,

Z-a/2
u 1 (x.) 2, dx

	

+

	

b

	

~ .

	

u(x-

	

Z)

	

u (x+ 2)

	

dx

	

3
a/2

a
f l

u' (x.) 2 dx
0

Z-a/2
+ 2 .

	

[u(x- 2)v(x+ 2)+v(x- Z)u(x+ 2)] dx
a/2

= a a(u,u) + (1-a) a(v,v)

LEMA 2 : Si lb¡ < u 2/ZZ , la forma bilineal a(u,v)

2 Z
(1 - Ib1 Z)

	

U,(x)2dx
,IT

2

	

jó

Z-a/2

b I I Ja/2
u(x -

	

2)

	

u(x+ 2)

	

dx

= (1
2

- Ib1 Tr2 )~~
uII 2 H l (0,1)

0
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pues

a = 1 - 1b1 1,2/7r2 .

fZ_a/2
u(x

	

- 2)

	

u(x + Z)dx
J a/2

fl_a/2
u (x -

al2

2)2dx~112

fa/2a/2
¡

JO
u(x) 2 dx 5

. .Z2

	

Z

J
u'(x)2dx

J0

	

Tr
2

	

0

a(u,v) = L(v)

	

y v E V

+ u(x+a)] = f(x)

u(x+ á )2

habiendo utilizado en,este último paso la desigualdad de Poin

caré . Por lo tanto si Ib1 < ,R2/Z2 se satisface (11) con

Basta ahora utilizar el siguiente resultado (vease

Lions [1]) con V = H'0(0,1) .

TEOREMA : si a(u,v) es una forma bilineal continua

y coerciva y L(v) una forma lineal y continua sobre V es'pa

ció de Hilbert real, existe un único u 8 V tal que

e%(u) = inf j(v)

	

,

	

Jiv) = a(v,v) - 2L(v)
v8V

y u está caracterizado como la solución (única) de la ecua

ción variacional

Como es sabido por la teoría de ecuaciones variacio_

nales (vease Lions-Magenes [1] o Andrés Yebra j1j) esta ecua

ción nos dá en nuestro caso la forma débil de la ecuación

de Euler

- u n (x)

	

+ 2 b

	

[u (x-o0
1

mientras que (5) y (6) se satisfacen pues u E Ho (0,1) y u

ha sido prolongado por cero a (-a,0) y (1,1 + CO .



El estudio anterior nos sugiere las dos considera
ciones siguientes .

de que la
u" en el punto x

2 . El procedimiento seguido en la demostración de
la existencia y unicidad de solución es

a situaciones de la formazable

donde L

no local
fluéncia
Lu

	

, para lo que basta, con la formulación anterior que, en
el espacio adecuado , la forma bilineal

para c . t . x E

	

2.

CONSIDERACIONES SOBRE PROBLEMAS NO LOCALES .

1 . El problema anterior es no local en el sentido
ecuación diferencial relaciona los valores de f y

y los de u

	

en los puntos x-a y

	

x+ a

Lu + Mu = f

claramente general¡

es un operador diferencial (local) y M un operador
del tipo anterior, en las que podemos dominar la in
del término no local, Mu mediante el término local

a(u,v) = <Lu , v > + < Mu , v >

además de continua sea coerciva .

Así, por ejemplo, dado un dominio acotado y "regu
lar"

	

52 C

	

IRn de

	

frontera 1'

	

,

	

consideremos

Sha = { x E ]Rn 1 d(x,it) < a}

y un operador diferencial elíptico L definido a través de
1

una forma bilineal continua y coerciva sobre V = Ho(S2)
Z(u,V)

L E -C(Y,VI)

	

< Lu,v >V,V = 1(U,V)

	

y v E V

> a 11 v 11 V1(v,v) a > 0 .

Sean por otra parte Ba = {y E IRn 1

	

II y II

	

< a }

	

y

m(y) E L l (Ba ) , y consideremos al operador no local

m E -t (L z (OCL )) -, L 2 (2» dado por

(Mu) (x) = f u(x-y) m(y)dy
Ba
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Consideremos ahora el problema de contorno

Lu + M.u = f

	

en

	

H-1 (52)

u = g

	

en

	

H-1/2 (P)

u =

	

en

	

L Z (52a - 52)

Por el procedimiento anterior se puede demostrar

que este problema admite una única solución si IlmIll < e,/c'
siendo C una constante de Poincaré para

	

S2 , es decir,
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¡¡vil

	

Lz (52)

	

l~

	

C

	

Uv il

	

H1 (52)

	

V v E Há (52)

0

De esta forma el estudio realizado en el aparta

d'o anterior parece aplicable a una amplia clase de proble

mas no locales . Desqraciadamente no conocemos problemas no
locales de este tipo que se presenten en lás-aplicaciones .

Los problemas no locales que aparecen en diferen

tes

	

_ aUGJsituaciones prácticas l.VrrespVl3UGflG.. fl a el.üal.1p11eJ -----

diferenciales, es decir, se relaciona el valor de u y de

sus derivadas en el punto x con el de u (y posiblemente

sus derivadas) en todos los puntos del dominio 52 y no solo

en un cierto entorno del punto x considerado .

A continuación se da un ejemplo de esta situación

así como un ejemplo, el único que conocemos en este caso ,

de problema local pero con condiciones de contorno no loca

les .

Ecuaciones integrodiferenciales,

Diferentes problemas llevan a ecuaciones integro

diferenciales . Así Piest [il desarrolla una teoría de tur-

bulencia por medio de mecánica estadística . A partir de la

ecuación de Reynolds (formalmente equivalente a la de Navier

Stokes añadiendo el término denominado tensión de Reynolds),

llega a una formulación en la que este término es reempla



zado por un término no local en espacio y tiempo de la for
ma

t
G(u(x, t»

	

= V-
J

	

dt'

	

f

	

f(x,x',t-t',u)dx'
0 V

Condiciones de contorno no locales .

En Pattanayak-Wolf [1] se presenta una formulación
del problema de difracción de una onda electromagnética en
un medio con respuesta arbitraria que incluye condiciones de
contorno no locales .

Normalmente el problema debe ser considerado como
un problema de transmisión debiendo satisfacerse las ecuacio
nes de Maxwell en el interior y en el exterior del medio jun
to con condiciones de acoplamiento en la superficie de sepa
ración, lo que implica que los campos en el exterior y en el
interior deben obtenerse simultaneamente .

La formulación antes citada permite sin embargo de
terminar la onda difractada (es decir los campos E y H en
el interior del medio en cuestión) a partir de la onda inci
denté, sin referencia alguna a la onda en el exterior, la
cual se determina posteriormente por integración directa
sobre la superficie de separación . Así se consigue un des
acoplamiento de los problemas exterior e interior a cambio
de la no localidad de las condiciones de contorno .

Para el campo eléctrico, E , la condición de con
torno no local tiene la forma

EZ (r-)

	

+ . 4n { Un

	

x

	

(V

	

x

	

E) .

	

+

	

f] "

	

G(r-,r)

	

+

+

	

(n

	

x

	

E)-V

	

x

	

G(r-, r) }

	

dS

	

=

	

0

donde EZ representa(la transformada de Fourier de) el campo
eléctrico incidente (para la frecuencia w = Kc) en el punto
interior r -, E = E(r) el campo eléctrico en el interior del
medio (expresado ahí en S), n la normal exterior a la su
perficie de separación S y G(r',r) la función de Green diá
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dica, asociada al operador L = - X 2.+ 0 x Q x con la con
dición (vectorial) de radiación de Sommerfeld en el infini
to, y finalmente f = f(r) es una función dada . .El campo mag
nético H satisface una condición de contorno no local aná
loga .

Que sepamos, este problema no ha sido estudiado
directamente, pero Dialetis [1] establece la equivalencia
entre esta formulación y la usual, es decir, ecuaciones de
Maxwell con condiciones de contorno (locales) de transmi-
sión, demostrando así que el problema no local tiene solu
ción única .
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