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l. Ecuaciones diferenciales estocfsticas

En principio,uns ecuwacidn diferencial estocéds-
tica es aquella que contiene algun peréhetro definido
por una funcibn de distribucidn probabilistica. Lo que
se pretende entonces es conocer la funcibdn de distribu-
cidén inducida para las variables del problema. Hos limi
taremos aquil a las ecuaciones de %tipo Lengevin en que
una fuerza estocéstica o "ruido” ;(t) aparece lineal-
mente en la ecuacidn:

qi) = V(qlo.8)  + 393 0

Este tipo de ecuaciones tienen su justificacibn

mecanico-estadi{stica en el formalismo de Mori [I], aun-
que mis recientemente suelen considerarse en el contexto
de ccuaciones fenomenoclbgicas en que ciertos parfmetros
externos al sistema fluctuan. Los ruidos aditivos [3]
{ g = ¢cte ) solo infroducen fluctuasciones en torno z 1la
trayectoria determinists mientras que los ruidos multi-
plicativos pueden producir efectos insospechados en el
anflisis determinista [3\.

Desde un punto de vistas fi{sico suele suponerse
que 7(t) es una fuerza estoclstica gaussianz de media
nula y tiempo de correlacibn pequefio. El limite de tiem
po de correlacibn nulo conduce a3l ruido blance que es
el usualmente utilizado debido & las simplificaciones
que introduce., En particular, en este caso (1) define
un proceso de Markov [4].
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7. Ruido blanco

Paro este caso,
<33y = 20 S8 ()
30 - %ﬂ (3)

donde W(t) es el proceso de Wiener. Obviamente las ecun
ciones {1)-(3) suponen un claro abuso de notacidn por
no estar uni{vocamente definidaz la derivada del proceso
de Wiener. Tas diferentes interpretaciones de ia inte-
gral estoclstica asociada a (1) dan entonces lugsr a di
ferentes interpretaciones de (1). Las mas conocidas son
las de It8 y Stratonovich [4]. La diferencia fisica esen
esencial est4 en el valor dado en ambas 3 la correlacidn
de W(t) con su incremento en el mismo tiempo. Mientres
It3 asigne un incremento hacia adelsnte en el ftiempo que
conduce @& una correlacibn nula, Stratonovich considera
un incremento simétrico con correlacidn no nula [5}.
Estas diferencia se aprecian en las ecuaciones
de Fokker Plaonck asociadas a (1) en ambes interpretacio

6 . P“ DV(sé)Pfq‘)** Dﬁfsn‘Jl’(s*) ()
Stratonovich:

P( #) ——-(V(?, b+ ‘3!(“)3[5‘{.))1’{9 &)+ 9‘03 . f)P/? {‘)

El1 término de arrastre que aparece en (5) y nc en (4)
para ruideos no aditivos es el llamado arrastre “espl-
reo” objeto de cierta reciente controversia [6]

La interpretacidn de Stratonovich es la prefe-
rida en un contexto fisico y elle per dos razones prin-
cipales: a) Invariaencia de los términos de arrastre ¥
difusidn por csmbics de variables [6] . b) Teorema Qe
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Wong y Zakai [41: Estas interpretucién corvesnonds al
1fmite de una sucesidn de ecuzciones corn ruidos de tiem
pos de correlacibn Tinitos pero tendiendo a cero.

' Las ecuscionss de Fokker Planck asi obtenidas
[7] son el punto de arrangue de bodos los estudios actue
les sobre dindmice cbftica y trensiciones de fase de no
eguilibrio [2]. Para gu tratamientc préctico existen desa
rrolladas sofisticadas técenicas gue incluven los formalis
mos operacional [8] y de integrales dc camino [9].

3. Ruido de c¢olor

En muchos casos la idealizacidn de ruido blan-
co puede ser demasiado fuerte y obscurecer totalmente
fenémenos causados por un tiempo de corrslascidn no nulo
[10-12] . Ta principal dificultsd escciazda con el ruido
de color es la pérdida del caracter Markoviano de (1) ¥
como consecuencia 1ia dificulted de encontrar lz ecuacidn
maestra asociada {13]. Un2 primera aproximecién al pro-
blema consiste en limiterse a ruides ‘3(t) dados por un
proceso de Orstein-Uhlenbeck:

d3y=—z"(3dt - dwtt) (&)
_te=t

—

Zz

Y = <Gz = 2 € 7

donde ¥ es el tiempo de correlacibn.

En esta situacidn, (1) y (6) constituyen un pro
cesc de Markov degenerado. Es decir que doblando el nit-
merc de variables podemos continuar con proceseos de Mar-

kov. No obstante el precio pagzsdo por ello es muy alto,
pues en el caso usual de que (1) sea una ecuacidn unidji
mensional, para ‘g(t) ruido blanco, la solucidn estacio
naria es siempre conocida, mientras que para procesos

en dos dimensiones hay pecos cas505 €n que sea conocida,
Una alternativa 2 este problema es conbruir une ecuacibn
de Fokker Planck unidimensionzl vAlida para tiempos de
correlacidn pequefios D2,14]. Con ello pusden incluirse
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los efectos de tiempos de correlscidn pequedos sin salir
se del contexto de las ecucciones de Fokker Planck cuyas
propiedades matemfticas son bien conocidas. Debe quedar
claro ¢ue la existencia de una ecuacidbn de Fokker Planck
no estéd refiida con el carficter no markoviano [15]. Es-
tas ecuaciones deben interpretarse como ecusciones maes
tras, pcro su solucibn fundamental no es la probabili-
dad condicional del proceso.

la deduccidn de tales ccuaciones [i2, 14} parte
de le ecuacibn & Liouville estocfstica [16] asociada a

(1)

2plet) _% (vigd) +30343(¢) )j’( 94) (8)

2t

que promediada sobre la distribucibn de B(t) conduce a

{ b
kel o 9 sj" )< Slytui-g) 239
el Biv{w#)i’(g,#)%_?j(s,*);i :uym)é (343 z‘mﬂ> (9)

donde |
Plat) = <8(a-9)> €10)
Dado que
Y L2 q{sle.t) (11)
3t

en el 1imite de ruido blanco Y(t,t') = 2D (t-17) se
recupera la ecuacibn (5).

Para ecuaciones lineales Vil =z ail)§ *Ml*)) *‘J{q =1,
se tiene qua

oPlgd) - s(q;f;$+s(e))p(q4)+ otf)P(q ¢)
2+

F
p ata)oie
NOR Z i’ rff-*') € (13)

(12)
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Para problemsas mas generale:s no hay scunciocnss carpadsas
tan sencillas y hey gue desarrollsr Y{&,t7) en (9) en
povedcias de Z [13]. En primer orden en z se aobtiene

2P{q. ‘ fg.4})!
204 _ 2 [vad) + 0 (3644) - 2V (122) )] Pfsa:i;
K og%w) [9a0)-2via4)| 119) [ Prge)

-
En orden Z en general a2parecen derivados ter
ceras de P respecto & g ¥ no existe ecuzcibén de Fokker
Planck, Esto no es asi en el casoespecial en que

()]0 (5)

Esta condicién [17] define precissmente la cla
gze de ecuaciones del tipe (1) que son transformables
mediante cambios de coordenades en forma lineal, y por
tanto para ellos es aplicable en las nuevas coordensdas
lz ecuacifn exacta (12).

&, Aplicaciones

En este apartade aplicamos los resultzdos ante
riores a dos situaciones fisicas distintas: Transiciones
de fase de no equilibrio y movimiento browniano.
a8) Transiciones de fase de no equilibricg: Ha sido esta-

blecido recientemente [5,10} gue ¢l ruido externo pue-
de introducir nuevas transiciones de fase de no equili-

bric que no aparecen en el anflisis determinista de la
ecuacidn de partidae., Por ello sec puede asegurar que el
efecto del ruide externe no es Gnicamente de correccio-
nes cuzlitatives de 1a ecuacidn deterministe. Una forma
sencilla de apreciar esto es estudiando los extrenos re
lativos de la solucibn estacionsria de la ecuacidn (14).

la ecuscibn para dichos extremos es
4
via) - Dai9)3'g) + oz 9ie)(9qvia) -3V (1)) so  (16)
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domie ce aprecina cluramenite loa diferentes efecto: del
ruide blonco y de color. El primer término es el deter-
minista, el segundo es el efecto del ruido blonco y el
Altimo es la primera correcidn debido =l ruido de color.
Evidentemente nuevas soluciones oueden oparecer debidas
a2 estos don (1ltimos términos lo gue puede indicar
nuevas fases macroscépicas. '

Como ejewdlo 1lustrativo consideremos 1ls ecua-
¢idn de Verhulst que aparece en diversos problemas fisji

cos, guimicos y bioldgicos [é].
= %g-§ +330 (17)

3(t) es 2l ruido descrito en el primer a2partzdo y pue
de ser blanco o de color. Las ecuzciones de FP para rui
do blanco {4) ¥ pars ruide de color en primer orden en

Z (14) tienen como solucién estacionaris'respectiva-
mente [lﬂ

¥4 ~¥ %5~
Bt;[Q):%g ?e ! ?"(0-"’)). E‘hm:%? (+-23) P ?6("' *%®) (18)

. G |
TP D

Donde la primerz es el limite de la segunda paraT-> o.

En 1a figura 1 y 2 observamos los diferentes
compo“tamientos de estas dos soluciones, correspondien-
do le primera al ruido blanco, en funcidn de los paré-
metros del sistemea

W’ W

g2 ‘21.1- A



Para el casc determinista sole hay transicidn
para el valor o = o que scuf no estudiames. Podemos ob
servar gur para el caso 7o el ruido blunco introduce
una transicida para el valor eritico M =1. La intro-
duccibn del ruido de color ampliz 1lss posibilidades de
lss transiciones de fase como puede apreciarse en la
fig. 2 donde existen las nuevas zonas C,D,E. Como se pue
de observar las fases A,B corresponden a lzs del ruido

lanco pars & peguefos. Otros efectos del ruido colorez
do son la variacidn del dominio de las variables ¢ Cae
g€{c,en ) pasamos a g e(o,VQ))y el desplazamiento del
néximo de la zona ILq,:j%ifB con respecto al caso de rui
do blanco 9,: X-P . Estos resultados son cualitativamen-
te coincidentes con los ce [11] , en donde se considera
este modelo con un ruido 3(t) representado por un proce
so dicotdmico de Markov. Lz artificialidad de este ruido
permite obtener una ecuacidn maestre eracta.

b) Movimiento browniano. Partimes de las ecuaciones del

movimiento clésicas para la posicidn q y el momento p de
una particula de masa unidad en un fluido sometido a2 los
choques aleatorios de la particula del medio. Las scua-
ciones del movimiento con un potencial ¢(q), son

- ?{{):—/(pu-)-ﬁﬁu)fﬂf) ;) =pl) (19)

Q33> = LkaT S(E-4) (20)

donde K es el coeficiente de friccidn Y ,f(t) es la fuer
za estoclstica que d4 cuents de los choques de las parti
culas del medio o fluctuaciones térmicas y que es de me-~
dia nule.

Para este problema es bien conocida la ecuacidn
de FP pare P{q,p,t). Une cuestidn ya propuesta por Unlen
beck y Ortein [18} es la de encontrer la ecuacidn exacta

gue satvisface P(g,t) donde se ha eliminado el momento.
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Resolviendo formalmente (13) ¥y sustituyendo (19) 1llesa-

mos a una ecuacidn cerrada paTa 9

t fand
fqle)z._fhm ;Q'(gff))cff‘ + |e ;{p*}eﬂ (20)

Debido @ esta eliminscidn Tenemos un proceso no markovig
no caracterizade por la apericidn del primer término con
memoria y de uns nueva fuerze estoclstica ;tt) (el se-
gundo término)de ruido coloreado (7). Caso de serlﬁ(q)
cuedrdtico en g, la ecuacidn (20) es reducible a una 1i
neal sin memoria, con coeficientes dependientes de % pe-
ro con ruide coloreado, pero paraz la que existe ecuacidn
exacta de F.P, dada por une ecuscidn endloga a(12)14] .
Pars un potencial no armdnico la menera de abor
dar la memoria es desarrollszrls en potencias AL (in-
versos de 2 ).

410 = - )1+ A B lqw) + (144°F wa3tt)

4 (21) corresponde una ecuacidn de F.P. (14) dedo por
QP@&) ) [,( Blofa+k" '8 70))- A" ”/y)] Pat) +
AT (1)) o4

que conserva los térmlnos hastz el orden A~ 3. Para el ca

(22)

so de primer orden a AL equivale a hacer P = o en (19)
es decir aproximecidn de ruide blanco. Esta eccuacidn (22)
estéd de acuerdo con el resultado de las ref, [19, 20]. En
estos trabajos se obtienc (22) mediante 2lgln tipo de pro
veccidn de la ecuscidn en espacio fese, mientras que aqui
se ha zbordado directamente c¢l problema no markoviano en
el espacio de posicibn. Ademfs de un mayor sentido fisico
se pueden asi obtener resultados exactos como el del os-—
cilador que no son conseguibles mediante los métodos de
proyeccidn en los gue el régimen transitorio desaparece
sSiempre.
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Core por Qltimo citoe ue el prokblems do perdids

joy

¢ merkovicidad por eliminscidn de veriubles, del oue al
movimiento browniano es un cisre ejomplo, es de gran rele
vaireis en lrs aproximaciones z2disbiticns usnoleos en ol
estudio de transiciones de faze [7].
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