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RFSULTADOS ¥ METODOS SOBRE LA PROPIEDAD DE EXTINCION EN TIEMPO FINITO

PARA ECUACIONES DE EVOLUCION.

Por J. lidctomso Niaz Diaz
Dpto. de teonsiones Funcionales
Universid..i Complutense de Madrid.

§i. Introduccidn.

pade el problema de evolucidn

Ecuacidn diferencial de evolucidn {sobre X espa
cio de Banach y t € (0,«}}

B
m

+ Condiciones iniciales,

diremos que se satisface la propiedad de extincibn en tiempo finito

si la solucidn u de P es tal que existe Ty € 4o tal que u(t)=0

{en X) para todo t > Tg.

£s natvral que el lector desconfie de la aparicidn de
esta propiedad para una clase “amplia” de problemas, pues existen re
éultados tajantes (v bien conocidos) que impiden que s¢ produzca la
extincidn en tiempo finito. Recordemos, esquemdticamente, algunos de

estos criterios nepativos:

* Conservacifn de alguna “energia". {p.e. lu{t) || p =
L

= " ufii} H Lp} .
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- Caso de

las ecuaciounes de Schrodinger y de

Klein-Gordan.

- Casc de

métricas.

las ecuaciones hiperbdlicas lineales si

(¢ obtiene a partir del Teurema de

Stone de generacidn de grupos unitaries).

* Principio fuerte del minimo

de Nirenbery.

- Caso de ecuaciones lineales uniformemente para-
bdlicas. (Apliguese a datos > 0).
* Propiedad de “forward and backward unique conliu. .1 ion™.

- Caso de

ecuaciones lineales gobernadas por un

semi-grupo aralitico. {VEanse los trabajos de

Yesida,

Mizchata, etc...)

5in embargo, hurgando entre los problemas lineales, es

posible encontrar alpunos casos concretos donde aparece la extincidn

ep t.f.:

Ejemplo 1.

consideremos el problema

S (c,0ma(08u(t,) =0 £ >0, x68

ul{t,x)

uf{l,x}

Entonces, si se supone
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=0 t >0, x 6 I0
= ug{x) x € Q.
Tm
>0 tal que J a{syds = +
]
en £ y ug =0 en 38,



la funcidn

t
Exp(-[ a(s)ds}rug(x) i 0
1]

I A

t < Tg
u{t,x) =

To

=]
"
b
T
| v

es svlucifn del anterior problema.

#

Ejemplo 2. (Majda [21]). Dado © abierro regular de X', el proble

- fu + C(x]-ut =0 E>0, x£€0

Yer

g:‘ +y(xdu +oxlu = 0 ¢ > 0, x 600
u(0,%) = up(x) x €0
u (0,0 = ui(x) x €4

(suEuestos ¢, @ ¥ ¥ Ffunciones 20 y ¢ con soporte compacto}

Posee extincidn en ¢ f.&==3 y(x) >l c.p.t x €30 P

La situacidn es diferente cuando el problema P es no
lineal. Como expondremos a continuacidn, existe una "amplia™ clase
de estos problemas para leos que tiene la cirada propiedad. Alpunos
de ellos tienen una importante relevancia fisica (véase mis tarde el

problema (4} que aparece con la "difusidn de una particula a través

de un campc magnético en un plasma toroidal multipolo™.

En lo que sigue de expnsicifn, se hard mds hincapié en
los métodos existentes para obtener la propiedad que en los resulta-
dos. (Un enfoque diferente puede encontrarse en Diaz [12]}. En con

creto, el plan serd el siguiente:

§2. Métodos de comparacidn:
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2.1. via desigualdades dc Sobolev,
2,72, Via construccidn de super y subsoi:ciones
"ad hoce™,
§3. MEtodus abstractus,

54, Ohservaciones finales,

En esencia, 52 se refiere a diversas ecuiaciones .ata-
b6élicas no lineales de 22 orden y §3 a i wcuaciones variacionales pa
rabdlicas formuladas en términos de operadores acretivos. A fin de
una exposicidn mds fluida apenas sc hard alusidn a la -xistencia y
unicidad de la sulucidn, 1o que se supondri (y de hecho se ciene} so
bre espacios funcionales adecuados. ELl lector "ortodoxo'” puede encon

trar esos detalles en Diaz [12] y/o la bibliografia de dicho trabajo.

§2. Métodos de comparacidn,

Conw ya se ha dicho, tales métodos utilizan de forma
esencial el hecho de que las ecuaciones en derivadas parciales de P
suan Jde tipo parabBlico v ademis de scpundo ovden.,  Esto permive que
s¢ tenpan propiedades del estilo "principio del miximo y comparacidn de
soluciones”, al ipual que el caso de 1o ccoacidn lineal del calor. La
diferente utilizacidn de estas propi:-lades conduce a ta subclasifien-—

cidn siguiente:

2.1, via desipualdades de Sobolev,

Consideremos, por ejemply el problema

N

v, - a2 0 en (D) XR

u(t,x) = ugi{x) en B, el =0
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Siguiendo a Benilan y Crandall l4], mulcipliquomos por o

. . W i A -
en la ecuvacion & integremes sobre K. Tras vtilizar la férmuela de

Green se tendri (formalmente) que

+
< LA w™ v’ = 0
dt | N N

Tras calculos, es facil ver que

TR 1 LA Bl SN
LRN Vu Vu = (e 3 LRNW’U 5

Utilizando ahora la desigualdad de Sobolev (HzﬂRh} (el LZ*ORN),

2N

o

} e.d.

o -4 1’!2 v e I ],!2*
lmNIvzp] ) iuJ_NN: B

LY

se obtiene entonces

2*
(m+a)—532;2*

JNVumVuazc([Nu
R R

{por comodidad las constantes se representan uniformemente por C).
(2-m2)

Tomande « de forma que (mta)2%/2 = .rl (e.d,  a = _"E;:E"h)
exigiendo que sea positiva (e.d. 0 < m < N;2 ), se obtiene final-
mente gue
+ 41, 2f2%
ddt {]Nua1)+c(JNu01)f <0
4 R

Ahora bien, toda funcidén f verificando la desigualdad
£+ CE <0 (£ [0, > [0,9), ¢ >0, 0. <y <)

tiene la propiedad de que H‘TD >0 tal que f(t} =0 para t > T,
pues basta comparar f con la funcifn
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1 1

ato-0' 7 si LTy, a - -y Y

I A

g(t) =

=
w
-
.
W

> Tp.
En efecto, es clare que g satigface

g' + Cg =20
i

1- ..
y como (0} = a T, Y, basta tomar Ty suficientemente grande para

que p(0) > E(U) y entonces se obtendria que 0 f_f(ﬁ) < gle),

Los argumentos anteriores pueden justificarse rigurosa

mente obrenifndose:

Teorema L. {Benilan-Crandall [4]).

N
ug € LF+IGRN) & L'GRN). Entonces -1 problema

e, - ﬂ(|u|m'sign u) =0 en (0, XR

(v
w(0,x) = uglx) en IR

posee una unica solucidn u & C([DQ,=): ), extinguifndose en Ciem

o finito.
po Lnne i

. . . -2
f£n el anterior trabajc se muestra que si m <m <1

se tiene conservacidn de la norma L], por lo que no puede haber ex-
tincifén en t.f. Sin embargo, se verd en 2.2 que si se estudia la

ecuacidn de {1) sobre un abievte $f acotado de .RN y «on condicio-
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nes de Dirichlet, la extincidn aparece cuando 0 <m < |, H

El método anterior ha sido tambifn aplicado a otras

ecuaciones no lineales., Asi por ejoemplo Bamberger [11 ha mostrado
Ja propiedad en cuestidn para la couacidn

uoo- A -0 en 0,y «

L [ {0,
donde

N p-2
= Y d du du
lf:\pu n .2 Ix. (| 3x. | 9x, ’s
i=1 i i i

¥ es un abierto acotado y ﬁ%% <p<2. El caso &t = K" ha sido tratado

per Herrero-¥izquez {19] wmostrando que V¥p > 1 se conserva una cier-

ta norma.

2.2. Via construccifn de super y subsoluciones "ad hoc".

En esencia, se trata de construir super y subsoluciones

u ¥ u extinguifndose en ¢.f. Asi, los "teoremas de cuuparacida"

aseguran que
ult,*} < u(t,*) < u(c;+) para todo t € [0,)

(supuesta u solucidn del problema en consideracién) y de aqui la con
clusidn. Tales resulrados de comparacidn son caracterisricos de las
ecuaciones de 22 orden, vy en los problemas no lineales la dificultad
mayof para su obtencidn reside en la poca regularidad de la solucidn

(Para un tesultado tipo véase p.e., G. Diaz-I. Diaz [9]).

() Esto también pyede obtenerse mediante una utilizacidn de la desi
guzldad de Sobolev diferente a la agui indicada. (Berriman-Hollaand

[51y.
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A modo de ilustracidn, construyames ‘o para el proble

ma

u, - AClul™ +sign u) = 0 en (0,%) x Q
(2) u=0 en (0,») x 29

u{d,x} = ug(x} en 94

cuando se supone: § acotada, 0 <m < 1 ¥y ug 6 LM(Q). Sin pérdi-

da de generalidad podemos suponer ademds que up > 0. Sea g(x) tal
gue

331> 0 tal que g + Ag =0 en §
v :

J0>0 tal que 0<0 < ygi(x) <1 en &.

{tal funcidn puéde obtenerse entre los valores propios de & para el
problema de Dirichlet sobre £, @ T Zid). Consideremos f¢ > 0 su-

ficientemente grande para que

1/m

£+ 0™ > Jlug (| =

sea entonces f(r) 1la solucién'de la ec. ordinaria f'(t)+i f(t)m=0 con

F(®=f5(gracias a que 0<m<l se sabe que f se extingue a partir d.. un

lfm‘

T¢ < %)}, Consideremos finalmente uft,x) = £(t) * (g(x)) Se

tiene que

a} G(t,x) D para € > Ty
b) E(O,x} i fo - Gl!m 3_ ||uu ”Lw i no().{) en

0 en (0,®) x I
1/m

ey ult,x)

v

d) 0. - AGT=E'(e)g(x)

. -£(0) "hg(x) 2 £'()gGx) +

o
+ e B - o+ HE - g
en (0,») x

por lo que u es efectivamente una supersolucifn adecuada a nuestro

fin.
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Les razonamientos anteriores pueden ser ficilmente ex
tendidos a la ecuacidn mis general
{3) u, - ARu) =0 en (0,) = U

cuando se supone £ : R+ R continua, B{M=Up" >0, £ -0 y ral

que
i
ds
“ J_l"g(";r -

supuesto ug € fm(ﬂ) (Evans [Ll6])). El siguviente resultado prescinde
de toda hipdtesis de derivabilidad sobre B, es vdlido para datos

ug no necesariamente acotados y adem@s establece la necesidad de {4):
Tegrema 2. {G. Diaz - 1. Diaz [9]).

Sea ! acotade y ug {p.e.) tal que wug € LP(Q), con

N/2}. Sea B : R-R (p.e.), continua no decrecien

2N
> L\
p > max { e : n

te tal que g{0y =0 y sea u & C{[0,=): L' ()Y 1a solucidn de
u - AB(u) =0 t >0, x€8Q

() | Blu) = 0 £>0, x€
u(@,%x) = uo(x) x €9

Entonces la condicifn necesaria y suficiente para que u se extinga

en t.f., es que B satisfaga (ﬁ)-#

La demostracidn del Teorema 2 se basa en el estableci-
miento inicial de la misma conclusidn para las soluciones del proble-

jut:
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v +B(-Bv) =0 >0, xER

b
(6) v =0 L >0, x €38
vi0,x) = wo(x) , x &
cuando vy 8 Lw(Q) 1 HL(Q). Por otro lado se musstra que si yp =
= -Avy entonces wu{t,x) = -Av(t,x} y &sto junto . clertos resultados

sobre la regularidad de u concluye la prueba. Es de sefalar que el
Tecrema 2 @s establecide incluso para B grafo maximal mondtono de TR?

verificando 0 € B{0) y D{R) = R(B} =R {(%).

Relativo al problema (2} es de destacar el trabaje de
Berryman-Holland [5] en el que se estudia minuciosamente el comporta-

miento de la solucidn para t + Ty cuando 0 < m < 1.

Finalizaremos esta seccidn con dos resultados abstrac-
tos aplicables bajo la hipdtesis de comparacidn de soluciones ( <==%

T-acretividad}:

Tecorema 3.

a) (Veron [22]). Seasn A un operador T-acretive en

LYy, 8 grafo maximal mondtono de R? con B(O) 20 y wup £ Lm(Q).

Entonces toda sclucidn del problema

d
d

;‘ (ty + afu(e)) + 8ult)) 30 €> 0
u{0) = up

se extingue en t, f. s1i B satisface {4).

(3) Un resultado para {6) relativo a R dependiendo de X y para
operadores elipticos de 22 orden mis generales que -4 se de-

be a G. Diaz {B8].
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b) (I. Diaz [13])}. Sea A un operador T-acretive

en L'(Q) y q-homogéneo (e.d. AQw) = [A|ThaG) weRr y

¥u € D{A)). Entoures supuesto que p = m+* q -1 es p >0, toda

solucidn del problema

du m : _
3t + Al|u| gign e} = 0
uf{d} = ug
satisface
/o

!
) 3_u(s)(§) Vit > s > 0 (supuesto ug € Ll{Q), ug > 0)

¥y por tanto no puede haber extincido en t.f.

#

Otros criterios positivos para diferentes problemas
perturbados, y negativos para otros operadores homogéneos, pu »n en-—

contrarse en los trabajos antes regenados,

§3, Métodos abstractos.

Fl problema P de 6§l puede ser formulado com mis pre

cisibn como

( ——-j‘t' (6) + Au(E)) 3 (L), ¢ € (8, u(t) € X,
uf{0) = uyp

siendn X espacio de Banach, A: D{A) {c X) ~ P&, f¢€ Lioc(g.mtx)
y us € X. En estas vivrcunstancias es posible dar ulgunos ¢riterios

sobre A y sobre [ para que la solucibn u se extinga en t.f.

Este es el caso de operadores A gue son multlvocos en
el origen, sitwacidn a la gue se llega emn el estudio de las Inecuacio-
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nes Variaciomiles de Pvolucién {E] lector puede encontrar en Duvapt-
-Lions [15] una formulmzeidn concreta de ostus problemas asi como, algu

nos fendimenus fisicos cn los que aparveen),

Antes que mda, observenos gue una condicide de compati

hilidid con lo aparicidn de Ja citidda propiedad es que s¢ fenga
A(DY 2 1(t), en X y c.p.t. t sulicientemente griaonde

1 sigueiente resulbtado muestra que 12 anferior condi-

cidn es “ecasi suficiente" cuwndo se supone A mulrIvoca en el origen.
Teorema 4. (1. Diaz [[1]).

Sea A un operador avretive (') en KXy £y u ta-
2Ea AL : £n ¥ g -2

les que existe una Ginica solucidn de P. Suponpgamos que existen tp

y P [te, =) + R integrable, tales que

{7} B(E{E)), 0{£)) < A(D)} c.p.t. t > g

(8} J p{s)ds = 4w
Lo

Entonces la solucidn ntegrzl)de P se extingue :n tiempo finito,

Demostracidn,
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que u(t) #

para todo t * {, pues si 3t1 tal que uft;} = 0 entonces la fun-

1im M%L‘J.".JL U’(x’y) £ ¥ x x,

< A4 ~ - ~ ~
se dice que A es acretivo si t?x-x, y-¥) > 0 ¥y € Ax, Uy € Ak,

() pefinido el producto T(x,y) =

”

¥x, % € D{A}.
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ulty si t < t,
a(e) =4

seria otra solucidn de P lo que contradice la unicidad. Gracias a
{7) se tiene que f{s) + p(s) - h{s) € A(0) para todo h(s) con
Hnis) ”x <1l e¢.p.t. s € {ty, ®}.. Es claro entonces que la funcidn
4¢t} = 0 es una soluciﬁn de P correspondiente a los datos ?(t) =
= f(r) + p{t) - h{r) y i, = 0. Recordando ahora que por la acretivi
dad de A se sabe que (Benilan [2]}

t

Pute) -Gl < lufro) - S(ea) || + Jt TCu(s)-{i(s), £(s)-£(s))ds
0 .

obtenemos finalmente que

+

t
fuge) || < |buteo) |} [ T{u(s},-p{s)h(s))ds
4]

Pero es fdcil comprobar que T{x,hy) AT{x,y) por leo que se tiene

t
lfece) I € (luteo) |l —j p(5)*T(u(s),h(s))ds.

to
Tomandc ahora h(s) = ”ﬁ%%ﬁ? y observundo que T(x,x) = [|x|| se con
cluye que
rt
o I < flutead - [ ot

Haciendo t suficientemente grande vy gracias a (8) se obtiene u(t) =0

1o que es una contradiccién.”

Las condiciones {7) y (8) obligan a que A(0) sea topo
l3gicamente grande en X. Si se supone X e. de Hilbert el resulta-
do (primeramente establecide en Brezis [6]) es de dificil aplicacidn

N ., .
salve para el caso de X =R y entonces P es una ecuacidn ordina-
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. o
ria multivoca. Sin embargo si se toma X =1 () (R abierto de BN)
son posibles miltiples aplicaciones a problemas en ecuaciones en deri-

vadas parciales. A modo de ilustracién expongamos dos ejemplos:
Corolario 1. (I. Diaz [i1]).

Sea B un prafo maximal monStono de R® tal que

g(0) = {8, B+] cen g < B+, ISean p.¢., u € wz’m(ﬁ) ¥

f 8 LiOC(O,W: Lm(ﬂ)) yerificando:

- +
{9 _JE >0 y Jtg > 0 tales que B+e < f(t,x) <B - c.p.t..

{t,x) € [to; ®») ¥ f), Entonces los siguiente problemas poseen la

propiedad de extincidn en t.f.:

e Au+BWDE €20, en U@
(10) w=0 £>0, x6on
l u0,x) = ua(x) I ) x B Q,
i
284 B(-bu) DE £>0, en L)
(11} u=20 "> 0, x 623§
u(0,x) = up(x) x B Q.#

El problema (10) habia sido antes considerade por varios
autores (Brezis-Friedman, Bensoussan-Lions, Evans-Knerr, etc...) para
p =2 y un caso concreto de 8 . Ellos obterian la extincidn en t.f,
tomando en (9) ©y = 0 y mostrando a la vez la propiedad de propagacibn
finita de las sefiales. Esta conjuncién de las dos propiedades aparece
nds en.general para (10) cuando se toma p > 2 y (9) com tp = 0 (vEase

Piaz-Herrero [14])."
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Mediante la relacidn establecida entre (6) {(~(11)) y (5)
en el curso de la demostracidon del teorema 2, es posible formulat en

resul tade de extineidn para

—g‘—; Y YONER: en  (0,@) x @

Observemos que ahora la condicidn de compatibilidad a exigir es que se

tenga - AR(0) 3 £(t,-} para t suficientemente grande, o mis correc
tamente .

N
{(12) B(0) » (-&) f(r,*) para t suficientemente grande.

Cuande B(0} = 0, (12) se reduce a exigir que f{t,*} = 0 para

t > ty y en dicho caso el Teorema 2 puede ser facilmente modificado.
Custde B es mulrivoco en el origen, él Corclaric 1 y la velacidn men
cionada afirman que (12) es "casi suficiente"”, Leni@ndose la extincidn

en t.f, si
Je>0 y Jre >0 tales quv B +¢€ < (—ﬁ)'!f(t,') <
< B+ - £ c.p.bt. t € [tp,®)

Como rowentaric Final a ezta seccidn, sefalemos que aun
que el Teorema & no exige la T-acretividad de A sin embarge hast.: ul
momentoe no son conecidas mds aplicaciones que las correspondientes a

. i . .- - - - - .
X =L {R) vy entonces la condicién de acretividad estd ligada de manc-
ra implicita a propiedades de tipo principio del miximo (que caracteri
zan a los operadores de 22 orden). Seria interesante conocer algin re
sultado {por particular que &ste sca) relativo a la extincidn en £.f.

para operadores de orden superior a dos.
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54, DObservaciones Finales.

4.1, Los antericres mébwdos permiten el "heicolape™ de nuevos
resultados al aplicavlos a problemas ditercotes.  Hlustraremos oen 8s-
Ay . . ‘e
toy el estudio de una vneva condicidn de contotnoe v ode otra ecuucidn

no lineal:

4.1,1. Dado Yy grafo maximale mondtono de R’

con 0 € y{0), m>0 ¥y § abierto regular acotadop de RN, conside

remos €1 problema

u, - ﬂ(|um| < signu) =0 en (0, x§

3(1u|m sign ule

(+3) an

{u} en  (0,%) x aQ
u(3,x) = up(x) en

La existencia de suluciones {integraies) en L'{7) se tiene gracias
a un resultado de Benilan [2] y varios criterios de comparacidn se

pueden encontrar en 1. Diaz [10].

& fin de estudiar la extincifn en t.f. observemos qre
si suponemes uy > 0 y Yy univoco (por simplicidad), se tiene "for-

malmente' que

d [ J du [ m J Sum [
— | u = —_— = Ay = = -] y(u)
ae g q 9 Q an o0 Ian

por lo que si Y_](O) es un cerrado que no se reduce al {0}, es

posible obtener seluciones que conservan su ” en ¢l tienpo, Mis

I,
. . +

concretamente se tiene que si K BR  es tal que vy{(K) = 0 enton-

ces la funcidn wu{t,*) = K es la solucidn de (13) correspondiente a

up{x) = K y estd claro que u 1no se extingue.
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El siguiente resultado muestra la oxtincidn baju una hi

- - - . g _1
potesis mids fuerte que li de compatibilidad (¥ {(0) = ):
Teorema 5.

Supuestos 0 < m < 1 ¥ grafo maximal monbtone de

R! con 0 € v{0) y verificando:
{14} existe C > 0 tal gue }Yo{r)| E_Clr[m para toade t € D(Y)

entonces para todo wup € LW(Q), la solucidn u € C([G,*): 1.' ()} de

{13) se extingue en tiempo finito.

Demostracidn.
Por los resultades de comparacidn, se puede suponet
ug > 0 sin pérdida de generalidad. Como en 2.2, bastarZ comstruir

una supersolucidn % extinguidndose en t.f. Definamos como antes

/m

~

ul{t,x) = £{t) . fg(x))i donde ahora g(x) se toma de forma que

] A>0 tal que g+ Mg =0 en 0 vy
) S
T C.g en 99,

Gracias a un teorema debido a Krein-Rutman (v8ase p.e. Courant-Hilbert

[7]1), se sabe que 30 > 0 tal que 0 <0 <g{x) <1 en [.

Finalmente escojamos f{t} como en 2.2. Las propie-
dades a), b}, ¢} y 4} de alli sipuen siendo vilidas para nuestra super
solucidn G, pero la condicidn ¢} (e.d. la informacidn en {0,®)} x )
no basta para poder aplicar los resultados de comparacién, Una rela-

lacibn suficiente para ésto (vdase Diaz [10])

CI < ¥ 0,2) x 30
aa (Gax) S Y (W) en (0,2)
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siendo Y%(s} elemento de norma minima del'énﬁjgntO' Y(s). Ahora
bien, es claro que

m
34

- 3n (t;x)

) 2B () = () Cop(x) € O (B(e) <

|

YO, %)) en (0,=) x 39

con lo que concluye la demestracidn {*).

#

Es facil ver que la hipdtesis {14) no puede ser mejora
da {sustancialmente) si se utiliza una supersolucidn de variables se-
parables. Seria interesante entonces emplear otros métodos o conocer

si (14) es también necesaria.

4£.1.2. Otre problema morivo de la atencidn de varios
A 1

autcores es el dado por

1]

u, - &pinlm + sign u = 0 en (0,«) ¥ 2 (I acotado}

m> 0, p>1
{15} u=20 en {0,@) x 3

u(0,x} = ug{x) en @

Diferentes teoremas de existencia han sido dados por
Bamberger [1] Kalahsnikov [20] Benilan [3]... . En concreto se puede
asegurer la existencia de una @nica solucidn {integral) uGC([O,w):Ll(Q))
supuesto upg € Ll(Q). Varios criterios de comparacidn pueden encontrar
se en Benil;n [31, Herrero [18],... v en lo que sigue, los supondremos

vilidos para nuestras condicicnes (m > 0 y p > 1).

(*) El autor agradece la sugerencia de J. Herndndez sobre la conside
g g =

racidn del problema (13} mediante las té&cnicas 2.2.
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Una primera observacidn en el estudio de la extincidn
vara (15} es que el Teerema 3,b) puede ser aplicado a q = p-1 por lo

que si
me (p-1) > 1

n¢ puede verificarse la propiedad, Por otra parte es ficil buscar con
traejemplos para el caso m * (p-1) = 1 (tdmese p.e, wm=1, p =2
y 5e obtendrd la ecuacidn lineal del calor}. Veameos a continuacifn un

resultade positivo:
Teorema b.

Dado § acotado y wug € Lm(Q), la solucibn

uw€C ([0,%: L'(D) de (15) se extingue en tiempo finite en los si-

guientes casos

a) p

| v

2 y m>=* (p-1) <1

B} me{p-1) < L < (p*~-1)m (siendo p* dado por

1 1 1 .1 ]
I 2ot * =
oF > TN si > TN G ¥y p +*# en otro caso).
Demostracidn.

De nuevo basta suponer ug > 0 y explicitar la super—
solucidn w(t,x). Sea m = mip-1). Para el caso a) se define

Glt,x) = f(t)(g(x))lfm, siendo ahora elegida E de forma que
BA > Q tal gue E(x) + lﬂpﬁ(x) =0 en .

. . T, 1!
Gracias a que la inclusidn de Wp p(R) an Lz(ﬁ) es compacta, se
puede aplicar un resultado de Bamberper [1] asegurande la existencia

de una tal funcidn §, verificando ademis que

36>O tal que 0 < O i’é(x)il en §.

111



—~

La funcidn f es escogida como sclucidn del problema
- Feeny™
£1 () + (f(;)} =0
' 1
£(0) = £o (€5 « 0™ > [lug [ =)

Es claro entonces que 1 sSe extingue en t.f. y ademds verifica que

/m

u - ap’ﬁ“‘_ £ (o Gent™ - f(t)mapg(x) .

7
(0 g0 + g0 = 0

1w

El resto de las condiciones son igualmente satisfecha al igual que en
2.2, Para el caso b) se define u(t,x) = %It) g{x) donde ahora g

debe satisfacer

dxr >0 tal que F(x) + Xﬁpg(x)m:=0 en

En este caso la hipbtesis 1 < {p*-1)m asegura la aplicabilidad del
resultado de Bamberger {l], siendo el resto de los detalles simila-

res al caso a),

El apartado b) habia sido demostrado por Bamberger {1]
mediante técnicas similares a 2.1. Estos métodos son tambi®n aplica-

bles a £ =.RN (v@ase Herrero-Yazquez [15]).

4.2, FEs interesantes el estudio de aquellos problemas
en los que se dan simultaneamente las propiedades de extincifn finica

v de propagacidn finira de las sefales.

En el caso d¢ modelos de difusidn (sin términos de ab-
sorcidn) no son conocidos resultades sobre esta coincidencia, y sin
embargo existen resultados concretos que aseguran la imposibilidad de
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que se realicen a la vez. {V&ase, por ejemplo el Teorema 2 junlo con
el Teorema | de 1. Diaz [10]). Tsté ha side el punto de partida de

pides y de vipo Llineal) dntroducida en 1, #iaz [12].

Cuande ¢l modelo incluye términos de absoceidn adecuon-
dos la situacidn es enteramente diferente prodociéndosce Ja simulta—
neidad de dichos fendmenos e incluso oira propiedad aln mis fuerte que

es conocida como propiedad de contraceién instantanca del soporte. (Pa

ra mis referencias véase p.e. Herrero [17] y la comunicacidn de este

autor en el presente Congreso).
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