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RFSULTADOS Y METODOS SOBRE LA PROPIEDAD DE EXTINCION EN TIEMPO FINITO

PARA ECUACIONES DE EVOLUCION .

§1 . Introducción .

Por J . Ildefonso Díaz Díaz
Dpto . (le I,:(iui,_iones Funcionales
Universid-1 Complutense de Madrid .

Dado el problema de evolución

P-~Ecuación diferencial de evolución (sobre X esp_a
cio de Banach y t 6 (0,<°))

+ Condiciones iníciales,

diremos que se satisface la propiedad de extinción en tiempo finito

si la solución u de P es tal que existe T o < +w tal que u(t)=0

(en X) para todo t > To .

Es natural que el lector desconfie de la aparición de

esta propiedad para una clase "amplia" de problemas, pues existen re

sultados tajantes (y bien conocidos) que impiden que se produzca la

extinción en tiempo finito . Recordemos, esquemáticamente, algunos de

estos criterios negativos :

* Conservación de alguna "energía" . (p .e . Ilu(t) II P =
L

= ¡¡u(u) 11 p ) .
L
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Entonces, si se supone
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- Caso de las ecuaciones de Schrodinger y de

Klein-Gordon .

- Caso de las ecuaciones hiperbólicas lineales si

métricas . (5u obtiene a partir del Teorema de

Stone de generación de grupos unitarios) .

* Principio fuerte del mínimo de Nirenberg .

- Caso de ecuaciones lineales uniformemente para-

bólicas . (Aplíquese a datos > 0) .

* Propiedad de "forward and backward unique conLit- .i

- Caso de ecuaciones lineales gobernadas por

semi-grupo analítico . (Véanse los trabajos

Yosida, Mizohata, etc . . .)

Ejemplo l .

	

(Díaz

	

[12]) .

	

Dado

	

2

	

abierto regular acotado de

	

1KN,

consideremos el problema

un

de

Sin embargo, hurgando entre . los problemas lineales , es

posible encontrar algunos casos concretos donde aparece la extinción

en t .f . :

au (t,x)-a(t)Au(t,x) = 0 t > 0, x 6 S2et

u(t,x) = 0

	

t > 0, x 6 DS2

u(O,x) = uo(x)

	

x 6 2.

T-
To > 0 tal que í a(s)ds = +°°

0

Auo + uo = 0 en 2 y uo = 0 en 852,



la función

es sulución del anteríor problema . #

t
exp(-

1 . a(s)ds) " uo(x)

	

si

	

0 < t < To
0

si

	

t > Tp

Ejemplo 2 .

	

(Majda

	

[21]) .

	

Dado

	

2

	

abierto regular d e

	

IRN ,

	

el proble

ma

u tt - Au + c(x) " ut = 0

	

t > 0, x e 12

au
au + y(x)11 t +c7(x)u = 0 t > 0, x e ase

u(O,x) = uo(x)

	

x e S2

u t (O,x) = uc(x)

	

x e S2

(supuestos c, a Y y Eunciones ? 0 y c con sopor te compacto)

posee

	

extinción

	

en

	

t

	

y(x)

	

>

	

1

	

c . p. t

	

x e

	

ase

	

li

La situación es diferente cuando el problema P es no

lineal . Como expondremos a continuación, existe una "amplia" clase

de estos problemas para los que tiene la citada propiedad . Algunos

de ellos tienen una importante relevancia física (véase más tarde el

problema (4) que aparece con la "difusión de una partícula a través

de un campo magnético en un plasma toroidal multípolo" .

En lo que sigue de exposición, se liará más hincapié en

los métodos existentes para obtener la propiedad que en los resulta-

dos . (Un enfoque diferente puede encontrarse en Díaz [12]) . En con

creto, el plan será el siguiente :

§2 . Métodos de comparación :

9 5



2 .1 . Vía desigualdades de Sobolev .

2 .2 . Vía construcción de super y subsuiaciones

"ad hoc" .

§3 . Métodos abstractos .

§4 . Observaciones finales .

En esencia, §2 se refiere a diversas ecuaciones para-

bólicas no lineales de 2= orden y §3 a i ecuaciones varíacionales pa

rabólicas formuladas en términos de operadores acretivos . A fin de

una exposición más fluida apenas se liará alusión a la existencia y

unicidad de la solución, lo que se supondrá (y de hecho se tiene) so

bre espacios funcionales adecuados . El lector "ortodoxo" puede encon

trar esos detalles en Díaz [121 y/o la bibliografía de dicho trabajo .

§2 . Métodos de comparación .

Como ya se ha dicho, tales métodos utilizan de forma

esencia?_ el hecho de que las ecuaciones en derivadas parciales de P

sean de tipo parabólico y además de segundo orden . Esto permite que

se tengan propiedades del estilo"principio del máximo y comparación de

soluciones",al igual que el. caso de la ecuación lineal del calor . La

diferente utilización de estas propiedades conduce a la subcl.a s.ifica-

ción siguiente :

96

2 .1 . \'ia desigualdades de Sobolev .

Consideremos, por ejemplo, el . problema

u

	

-

	

Au,	=

	

0

	

en

	

(p , w)

	

x 'R
N

t

u(O,x)

	

=

	

uo(x)

	

en

	

IRN ,

	

(u .,

	

- 0)



1 aSiguiendo a Benilan y Crandall 141, mul.tipl.iqu,,mos por

	

u

en la ecuación e integremos sobre

	

ElN.

	

Tras utilizar la fórmula de

Creen se tendrá (formal.mente) clue

Tras cálculos, es fácil ver que

dt j N
_

	

ua+1 +
a+1

	

f N pum 0"a = 0
llt

	

11t

,

lliN
Dum Dua = (m+a)2

Utilizando ahora la desigualdad de Sobolev

	

(H 2mN
) C Lz*(1RN ) .

2* = 2N
N-2 ) e .Cl,

se obtiene entonces

N1Vq,12)'/_
_

`"(1
N1 ~2 1)1/2 *

~i

	

ll~

(

	

(m+«) 2

IRN
Dum VilCL

> C ( J~N u

	

2 ) 2/2*

(por comodidad las constantes se representan uniformemente por C) .

Tomando a de forma que (m+a)2*/2 = :.~tl (e .d . . a, = (2-m2) ) y
2*-2

exigiendo que sea positiva (e .d . 0 < m < NN2 ), se obtiene final-

mente que

dt (J N
'a+1)

+ c(J
N

ua+1) 2/2* < 0

IR

	

llt

Ahora bien, toda función f verificando la desigualdad

f' + Cfy < 0

	

(f : [0,-) -r [0,°°) . c > 0, 0 < Y < 1 )

tiene la propiedad de que 9 Ta > 0

	

tal que

	

f(t) = 0

	

para

	

t > To,

pues basta comparar f con la función

N 1vu
>K
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En efecto, es claro que g satisface

y como

que g(0) > f(0) y entonces se obtendría que 0 < f(t) < g(t) .

Los argumentos anteriores pueden justificarse rigurosa

mente obteniéndose :

Teorema 1 . (Benilan-Crandall [41) .

uu e

_I

g(0) = a To l-Y ,

Sean N > 3, 0 < m < NN2 , a =

a+1 N

	

t NL

	

(Qt ) fl L (IR ) . Entonce .": . .1 . problema

posee una única solución

po -finito .

u(0,x) = uo(x)

	

en

En el anterior trabajo se muestra que si

L 1 , por lo que no puede haber ex-

verá en 2 .2 que sí se estudia la

2 acotado de 0 y con condicio-

se tiene conservación de la norma

tinción en t .f . Sin embargo, se

ecuación de (1) sobre un abierto
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_1

	

_1

-t) 1-Y

	

si

	

t < To,

	

a = ((1-Y)C)1-Y

g, +Cg=0

basta tomar To suficientemente grande para

2-m2~
2*-2 Y

ut - A(Iul m -sign u) = 0

	

en

	

(0,°°) xJ
IR N

u G C([0,-) : L 1 (12)), extingui t"ndose en tiem

N-2
N

< m < 1



nes de Diriclilet, la extinción aparece cuando 0 < m < 1, ( 1 )

El método anterior ha sido también aplicado a otras

ecuaciones no lineales . Así. por ejemplo Bamberger [1] ha mostrado

la propiedad en cuestión para la ecuación

donde

pu =

	

a

	

au
¿

	

ax . (I ax .i=1 i i

u - A u = 0 en (0 , ' . " ) i
C 1

2 es un abierto acotado y Ñ+Z <p<2 . El caso

	

Si =IRN

	

ha sido tratado

por Herrero-Vázquez [19] mostrando que dp > 1 se conserva una cier-

ta norma .

2 .2 . Vía construcción de super y subsoluciones "ad hoc" .

En esencia, se trata de construir super y subsoluciones

u y u extinguiéndose en t .f . Así, los "teoremas de comparación"

aseguran que

u(t, " ) < u(t, " ) < u(t ; " ) para todo t E [0,°°)

(supuesta u solución del problema en consideración) y de aquí la con

clusión. Tales resultados de comparación son característicos de las

ecuaciones de 22 orden, y en los problemas no lineales la dificultad

mayor para su obtención reside en la poca regularidad de la solución

(Para un resultado tipo véase p .e., G. Díaz-I . Díaz [9]) .

i( ) Esto también puede obtenerse mediante una utilización de la des¡

gualdad de Sobolev diferente a la aquí indicada . (Berriman-Holland

[5]) .
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ma

y

ficientemente grande para que

A modo de ilustración, construyamos u para el proble

vi t

	

-

	

A(

	

ti

	

" sign

	

u)

	

=

	

0

	

en

	

(0,°° )

	

x

	

2

(2)

	

u = 0

	

en (0,°°) x 92

u(O,x) = uo(x)

	

en

	

2

cuando se supone : 9 acotado, 0 < m < 1 y uo 6 L (S2) . Sin pérdi-

da de generalidad podemos'suponer además que uo > 0 . Sea g(x) tal

que

a > 0 tal que g + XAg = 0 en 2

3 0 > 0

	

Cal que

	

0 < 0

	

< g(x) < 1

	

en

	

1

(tal función puede obtenerse entre los valores propios de A para el

problema de Dirichlet sobre S2, S2

	

1) S2) .

	

Consideremos

	

fo > 0

	

su-

f0 - 01/m > 11uo HLw

sea entonces f(t) la solución de la ec . ordinaria f'(t)+1 f(t) m=0 con

f(0)=fo (gracias a que O<m<1 se

To < -) . Consideremos finalmente u(t,x) = f(t) " (g(x)) 1/m . Se

tiene que

a) u(t,x) = 0 para t > To

b) u(O,x) > f o	0 1/m > H uo II Loo > -'O(x) en

c) u(t,x) > 0 en (0,°') x 2

sabe que f se extingue a partir d .. un

d)

	

ut - Aum=f' (t)g(x) 1/m-f(t)mág(x) > f'(t)g(x) +

+ f(t)m

	

g
X
(x)	= g(x)(f'(t) +

	

f(~)m
) ° 0

en (0,`°) x S2

por lo que u es efectivamente una supersolucíón adecuada a nuestro

fin .
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Los razonamientos anteriores pueden ser fácilmente ex

tendidos a la ecuación más general

(3)

	

ut - A(i(u) = 0 en (0,-) i .'.1

cuando se supone (: : & -IR continua, M(0)=O;¡5' - 0, (." ' 0 y tal

que

m
supuesto uo 6 L (S2) (Evans [16]) . El siguiente resultado prescinde

de toda hipótesis de derivabilidad sobre 0, es válido para datos

uo no necesariamente acotados y además establece la necesidad de (4) :

Teorema 2 . (C . Díaz - I . Díaz.[9]) .

Sea S2 acotadte uo (p .c .) tal que uo E L' l (12), con

p > max { N+2 , N/2} .

	

Sea B : IR -IR (p .e .), continua no do.crecien

te tal que R(0) = 0 y.sea u e C([0,-) : L 1 (S2)) la solución de

u t - AB(u) = 0 t > 0, x 8 52

(5)

	

R(u) = 0

	

t > 0, x e asi

u(O,x) = uo(x)

	

x e 2

Entonces la condición necesaria y suficiente para que u se extinga

en t .f ., es q ue S satisfaga (4) .
11

La demostración del Teorema 2 se basa en el establecí-

miento inicial de la misma conclusión para las soluciones del proble-

ma



vt + (3(-Av) = 0 t > 0, x 6 2

(6)

	

v = 0

	

t > O, x E DQ

v(O,x) = vo (x)

	

x 6 S2

cuando vo 6 L~(S2) () H l (Q) . Por otro lado se muestra que sí uo =

_ -Avo entonces u(t,x) = -Av(t,x) y ésto junto :t ciertos resultados

sobre la regularidad de u concluye la prueba . Es de señalar que el

Teorema 2 es establecido incluso para S grafo maximal monótono de IIt2 '

verificando 0 8 0(0) y D(R) = R(s) =IR (2 ) .

Relativo al problema (2) es de destacar el trabajo de

Berryman-Holland [5] en el que se estudia minuciosamente el comporta-

miento de la solución para t -r To cuando 0 < m < 1 .

Finalizaremos esta sección con dos resultados abstrac-

tos aplicables bajo la hipótesis de comparación de soluciones (<_~

T-acretividad) :

Teorema 3 .

a) (Veron [22]) . Sean A un

L 1 (St), S grafo maximal monótono de IR 2 con

Entonces toda solución del problema
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du
dt

se extingue en t . f . si S satisface (4) .

u(0) = uo

operador T-acretivo en

f3(0) 3 0

(t) + A(u(t)) + s(u(t)) 9 0 t > 0

Un resultado para (6) relativo a f3 dependíendo de x

operadores elípticos de 2= orden más generales que -A

be a G . Díaz [$] .

uo 6 L (S2) .

y para

se de-



en

	

LI (2)

	

y

	

q-homogéneo (e .d .

	

A(ñu) =
lalq

-, XA(u)

	

VX 6 IR

	

Y

Vu 6 D(A)) . Entonces supuesto que p = m " q - 1 es p > 0, toda

solución del pro blema

satisface

cisión como

b) (I . Diaz [13]) . Sea A un operador T-acretívo

dt + A(lul
m " sign u) = 0

u(0) = uo

u(t) > U(s) (t) l/P

	

Vt > s > 0

	

( supuesto

	

uo 6 L'(Q), uo > 0)

y por tanto no puede haber extinción en t .f . #

Otros criterios positivos para diferentes problemas

perturbados, y negativos para otros operadores homogéneos, pu . : ;"n en-

contrarse en los trabajos antes reseñados .

§3 . Métodos abstractos .

El problema P de §1 puede ser formulado con más pre

dt

	

(t) + A(u(t) ) 3 E(t) ,

	

t 6 (0,°°), u(t)

	

6 X,

u(0) = uo

siend,,

	

X

	

espa,:io de

	

Banach,

	

A:

	

D (A)

	

(c X)

	

-> '? (X),

	

f

	

6 Lloc(0,-
:X)

y uo 6 X . En estas circunstancias es posible dar algunos criterios

sobre A y sobre f para que la solución u se extinga en t .f .

Este es el caso de operadores A que son multívocos en

el origen, situací6n a la que se llega en el estudio de las Inecuacio-
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nes Variací.onales de I :volu~c :íón (El lector puede encontrar en Duvaut-

-Lions [1SJ una formulación concreta de estos problemas así como, algo

nos fenómenos físicos en los que aparecen) .

Antes que nada, observemos que una rondi.ción de rompati

bitidad con La aparición de la citada propiedad es que se tenga

A((1)

	

3

	

f(t),

	

en

	

X

	

y

	

c . p .t .

	

t

	

suficientemente grande

El siguiente resultado muestra que la anterior c-,di-

ción es "casi suficiente" cuando se supone A multívoc- ., en el origen .

Teorema 4 . (1 . Díaz [111) .

Sea A un operador acretivo ( 3 ) en ~X y E Y u ta-

les que existe una única solución de P . Supongamos que existen to

Y

	

p :

	

[ to , -) - " IllT

	

integrable,

	

tales que

(8)

	

f t p(s)ds =
o

B(f(t)), p(t)) G A(0)

	

c-_ .t .

	

t > to

Entonces -la solución (integral) de

	

P

	

se extingue : ,n tiempo finito .

Demostración .

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que u(t) # 0

para todo t > 0, pues si gtl tal que u(ti) = 0 entonces la fun-

ción

( 3 ) Definido el producto T(x,y) = lim II .+ay~ll -11x 1 V(x,y) e X x X,
a4

	

9 e Al,se dice que A es acretivo si z x-x, y-y) >- 0 Vy e Ax

	

Vy

Vx, x e D(A) .
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u(t) si t < ti

0

	

si t > t,

sería otra solución de P lo que contradice la unicidad . Gracias a

(7) se tiene que f(s) + p(s) " h(s) E A(0) para todo h(s) con

111,(s) IIX < 1 c .p .t .

	

s 6 (to, °°) . . Es claro entonces que la función

G(t) - 0 es una solución de P correspondiente a los datos f(t) _

= f(t) + p(t) " h(t) y Go = 0 . Recordando ahora que por la acretivi

dad de A se sabe que (Benilan [2])

IIu(t) -G(t)

	

<

	

(u C o)

	

- G(to) II

	

+
f t0

T(u(s)-G(s),f(s)-f(s))ds
t o

obtenemos finalmente que

t
II .(t) 11 < IIu(to) II +

1
T(u(s),-P(s)h(s))ds

to

Pero es fácil comprobar que T(x,ay) = XT(x,y) por lo que se tiene

t
IIu(t) II < IIu(to) 11 -

I
P(s)'T(u(s),h(s))ds .

to

Tomando ahora h(s) = u(s)

	

y observando que T x,x) = IIx

	

se con
FU-(�s)

	

q (

	

II _

cluye que

,rt
Ij u(t) II <

	

jI u(to) II

	

-

	

P(c)ds .
fI to

Haciendo t suficientemente grande y gracias a (8) se obtiene u(t) = 0

lo que es una contradicción .̀

Las condiciones (7) y (8) obligan a que A(0) sea topo

lógicamente grande en X . Sí se supone X e . de Hilbert el resulta-

do (primeramente establecido en Brezis [6]) es de difícil aplicación

salvo para el caso de

	

X =IRN

	

y entonces

	

P

	

es una ecuación ordina-
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ria multívoca .

	

Sin embargo si se toma . X = L (S2)

	

(S2 abierto de IRN)

son posibles múltiples aplicaciones a problemas en ecuaciones en deri-

vadas parciales . A modo de ilustración expongamos dos ejemplos :

Corolario 1 . (1 . Díaz [111) .

_Sea

	

R

	

un grato maximal monótono de IR2

	

tal que

B(0) _ [R , B+ 1 con 0 < B+. .Sean p .e . , uo H W2'W(SZ) Y

f 6 Lioc (0,- : L(S2))

	

verificando :

(9)

	

3 e > 0

	

y

	

a to > 0

	

tales que

	

B-+E <

	

f(t,x)

	

<

	

R+ - e

	

c.P " t .

(t,x) E [to, -) X 9.

	

Entonces los siguiente problemas poseen � . ?a

Proaiedad de extinción en t .f . :

(10)

Y
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_au

	

-Au+R(u)3f

	

t>0,

	

en

	

L (S2)at p

	

-
u = 0 '

	

t > 0,

	

x e ap

u(O,x) = uo(x)

	

x 8 2,

au

	

+ B(-Au) 3 far
u = 0

u(O,x) = uo(x)

t >

	

0,

	

en

	

L (S2)

t>0, xeai2

xe0 . 0

El problema (10) había sido antes considerado por varios

autores (Brezis-Friedman, Bensoussan-Líons,Evans-Knerr, etc . . .) para

p = 2 y un caso concreto de

	

S . Ellos obtenían la extinción en t.f .

tomando en (9) to = 0 y mostrando a la vez la propiedad de propagación

finita de las señales . Esta conjunción de las dos propiedades aparece

más en general para (10) cuando se toma p > 2 y (9) con to = 0 (véase

Díaz-Herrero [141) .



Mediante la relación establecida entre (6) (-(11)) y (5)

en el curso de la demostración del teorema 2, es posible formular un

resultado de extinción para

óu
át - AS (u)

	

3 f

	

en

	

(0,-)

	

x

	

2

Observemos que ahora la condición de compatibilidad a exigir es que se

tenga - A(3(0) 3 f(t, " ) para t suficientemente grande, o más correc

tamente

(12)

	

S(0)

	

(-A)-~f(t,~) para t suficientemente grande .

Cuando S(0) = 0, (12) se reduce a exigir que f(t, " ) = 0 para

t > tp y en dicho caso el Teorema 2 puede ser fácilmente modificado .

Cuao,lu R es multívoco en el origen, el Corolario 1 y la relación men

cíonada afirman que (12) es "casi suficiente", teniéndose la extinción

en t .f . si

3 e > 0

	

y

	

jto > 0

	

tales que

	

R

	

+ E < (-A)_if(t, " ) <

< (3 - E

	

c.p .t . t 6 [to,-)

Como comentario final a esta sección, señalemos que aun

que el Teorema 4 no exige la T-acretividad de A sin embargo hast, : el

momento no son conocidas más aplicaciones que las correspondientes a

X = L (S2) y entonces la condición de acretívidad está ligada de mane-

ra implíci .ta a propiedades de tipo principio del máximo (que caracteri.

zan a los operadores de 22 orden) . Sería interesante conocer algún re

sultado (por particular que éste sea) relativo a la extinción en t .f .

para operadores de,orden superior a dos .



§4 . Observacion es finales .

4 .1 . Los anteriores mctrnl~~s hcrmiL~ii cl "hrirola~,,r'~ de nuevos

resultados al aplicarlos a problemas diferentes . llustraremos ami és-

tos * él estudio ¡le una nueva cond¡c¡Cín de contorno Y (le. otra ecuación

no lineal :

4 .1 .1 . Dado y grafo maximale monótono de 1R 2

con 0 6 y(0), m > 0 y 2 abierto regular acotado de EN, consíde

remos el problema

(13)
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ut - o(l um l

	

"

	

siga u) = 0

	

en

	

(0,°°)

	

x 2

- a(Julm sign u)~ (u)

	

en (0,°°) X a2an

l u(O,x) = uo(x)

	

en

	

2

La existencia de 9uiui: ones (integrales) en i'(¿) se tiene gracias

a un resultado de Benilan [2} y varios criterios de comparación se

pueden encontrar en 1 . Díaz [101 .

A fin de estudiar la extinción en t .f . observemos q-e

si suponemos uo > 0 y y unívoco (por simplicidad), se tiene "for-

malmente" que

_d
I u =

	

du =

	

Aum =
I

	

au
m

dt S2

	

dt

	

aSt ~n

por lo que si -y-I(O) es un cerrado que no se reduce al {O}, es

posible obtener soluciones que conservan su

	

11

	

11,1 en el tiempo . Más

concretamente se tiene que si K 6IR+ es tal que y(K) = 0 enton-

ces la función u(t, " ) = K es la solución de (13) correspondiente a

uo(x) = K y está claro que u no se extingue .



El siguiente resultado muestra la extinción bajo una hí

pótesis más fuerte que la de compatibilidad

	

(y_
i
(0) = 0) :

Teorema 5 .

Supuestos 0 < m < 1

	

y grafo maximal monótono de

R2 con 0 e y(0) y verificando :

(14)

	

existe C > 0 tal que

	

I y°(r)I > CIrlm para todo r e D(y)

entonces para todo

	

uo e L-(Q),

	

la solución

(13) se extingue en t iempo finito .

Demostración .

Por los resultados de comparación, se puede suponer

ua > 0 sin pérdida de generalidad . Como en 2 .2, bastará construir

una supersolución ú extinguiéndose en t .f . Definamos como antes

ú(t,x) = f(t) " (g(x)) llm donde ahora g(x) se toma de forma que

3 a > 0

	

tal que

	

g + X4g = 0

	

en

	

2

	

y

Gracias a un teorema debido a Krein-Rutman (véase p .e . Courant-Hilbert

[7]),

	

se sabe que

	

20

	

>

	

0

	

tal

	

que

	

0 <

	

0

	

< g(x)

	

<

	

1

	

en

	

S2 .

Finalmente escojamos f(t) como en 2 .2 . Las propie-

dades a), b), c) y d) de allí siguen siendo válidas para nuestra super

solución u, pero la condición c) (e .d . la información en (0,°°) x ase)

no basta para poder aplicar los resultados de comparación. Una rela-

lación suficiente para ésto (véase Díaz [101)

aúm
an

ag =
C5-n_an

u e C([0,-) : i.'(Q)) de

en 92 .

(t,x) < y o (ú)

	

en

	

(0,°°)

	

x asz
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siendo y o (s) elemento de norma mínima del conjunto y(s) . Ahora

bien, es claro que

con lo que concluye la demostración ( 4 ) .
11

Es fácil ver que la hipótesís (14), no puede ser mejora

da (sustancialmente) si se utiliza una supersolucíón de variables se-

parables . Sería interesante entonces emplear otros métodos o conocer

si (14) es también necesaria .

autores es el dado por

ala'. (t,x) = -f(t)m . ~ (x) = fm(t) "C.g(x) < C.(ú(t,x))m <

< yo (u(t,x)) en (0,°°) X DS2

4 .1 .2 . Otro problema motivo de la atención de varios

í u t - Ap 1 .1 " sign u = 0 en (0,m) x SE (St acotado)

m > 0, p > 1

(15)

	

i u = 0

	

en (0,°°) x 92

u(O,x) = uo(x)

	

en

	

2

Diferentes teoremas de existencia han sido dados por

Bamberger [11 Kalahsnikov 1201 Benilan [31 . . . . En concreto se,puede

asegurar la existencia de una única solución (íntegral) u6C([0,°°) :1.1(2))

supuesto uo 6 L 1 (2) . Varios criterios de comparación pueden encontrar

se en Benilan [31, Herrero [181, . . . y en lo que sigue, los supondremos

válidos para nuestras condiciones (m > 0 y p > 1) .

( 4 ) El autor agradece la sugerencia de J . Hernández sobre la conside

ración del problema (13) mediante las técnicas 2 .2 .



Una primera observación en el estudio de la extinción

para (15) es que el Teorema 3,b) puede ser aplicado a q = p-1 por lo

que si

no puede verificarse la propiedad . Por otra parte es fácil buscar con

traejemplos para el caso m " (p-1) = 1 (tómese p .e . m = 1, p = 2

y se obtendrá la ecuación lineal del calor) . Veamos a continuación un

resultado positivo :

Teorema 6 .

Dado 2 acotado y uo G L (P), la solución

u 6 C ([0,-) : L 1 (SZ)) de (15) se extingue en tiempo finito en los si-

guientes casos

a) p > 2 y m " (p-1) < 1

b)

	

m " (p-1) < 1 < (p*-1)m

	

(siendo

	

p*

	

dado por

1

	

1

	

_1 si 1 - _1 > 0 y p* = +- en otro caso ) .PZ-
-_ P-N

-
P

	

N

	

-

Demostración .

De nuevo basta suponer uo > 0 y explicitar la super-

solución ú(t,x) . Sea m = m(p-1) . Para el caso a) se define

ú(t,x) = f(t)(g(x))1/m, siendo ahora elegida g de forma que

a > 0 tal que g(x) + XApg(x) = 0 en 9 .

Gracias a que la ínclusi6n de

	

Wó' p (S2)

	

en

	

L2 (9)

	

es compacta, se

puede aplicar un resultado de Bamberger [1] asegurando la existencia

de una tal función g, verificando además que

9 0

	

>

	

0

	

tal

	

que

	

0 <

	

0

	

< g(x)

	

<

	

1

	

en

	

S2 .



N
La función f es escogida como solución del problema

~,(t) +

	

(f w),
a

f(0) = fo

= 0

(f o

	

.

	

E) 1/m

	

>

	

Il uo

	

II Loo)

Es claro entonces que ú se extingue en t .f . y además verifica que

ú t - ~
p
úm.= f'(t)(g(s))1/m - f(t) mApg(x) -

> f'(t) g(x) + g (x)

	

=

	

0

El resto de las condiciones son igualmente satisfecha al igual que en

2 .2 . Para el caso b) se define ú(t,x) = f(t) g(x) donde ahora, g

debe satisfacer

-3 a > 0

	

tal que

	

g(x) + XApg(x)m = 0

	

en

	

SE

En este caso la hipótesis 1 < (p*-1)m asegura la aplicabilidad del

resultado de Bamberger [11, siendo el resto de los detalles simila-

res al caso a) .
11

El apartado b) había sido demostrado por Bamberger [11

mediante técnicas similares a 2 .1 . Estos métodos son también aplica-

bles a

	

2 =IRN

	

(véase Herrero-Vázquez [191) .

442 . Es interesantes el estudio de aquellos problemas

en los que se dan simultaneamente las propiedades de extinción finita

y de propagación finita de las señales .

En el caso de modelos de difusión (sin términos de ab-

sorción) no son conocidos resultados sobre esta coincidencia, y sin

embargo existen resultados concretos que aseguran la imposibilidad de

112



que se realicen a la vez . (Véase, por ejemplo el Teorema 2 junto con

el Teorema 1 (le 1 . Díaz [10]) . 1?stó ha sido el punto de partida de

la clasificación de :los modelos de difusión del calor (en lentos, ri-

pidos y de tipo lineal ) introducida en I . Díaz [121 .

Cuando el modelo incluye términos de absurción adecua-

dos la situación es enteramente diferente prodfliciéndose la simulta-

neidad de dichos fenómenos e incluso otra propiedad aún más fuerte que

es conocida como propiedad de contracción instantanea del soporte . (Pa

ra más referencias véase p .e . Herrero [17] y la comunicación de éste

autor en el presente Congreso) .
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