SUPERFICIES DE RIEMANN

J. cufi

En sus esfuerzos por construir de una manera s6lida la teorfia de
las funciones analf{ticas de una variable compleja, Riemann se dié
cuenta de que era necesario abandonar el plano complejo come sSOpor-
te de tales funcicnes. Ello es debido a que la analiticidad es una
propiedad leocal y es, por tanto, una restriccién innecesaria impo-
ner un dominio global con propiedades prefijadas para todas las fun-
ciones.

El hecho de que es inadecuvado fijar como dominio de todas las
funciones analiticas el planc complejo viene ilustrado por la imposi
bilidad de resolver el problema de la prolongacién analitica sin sa
lirse del planc. Puesto que hay muchas funciones holomorfas en una
regién gque pueden extenderse é una regién mayor, es natural inten-
tar buscar el mayor dominio posible para una funcién analitica vy es
fdcil . ver, mediante ejemplos, que este problema no tiene solucidn
en el plano: tomemos W y una feterminacidén de log z en & ; asta fun-

\J

¢cidn se prolonga a los abiertos v,

¥ V, por medic de determinaciones
" del log., pero no se puede prolon-
gar a ningiin abierto gue contenga
a Vyu V,, porque las prolongacio-
nes a v, y V, siempre difieren en
AW . La soluci6n del problema de la
prolengacién analitica la proporcio
na la idea de superficie de Riemann
ascciada a una funcién la cual es el dominioc natural méximo de la
funcién construida a partir de su comportamiento local.

Histéricamente, la nocidn de superficie de Riemann se ha utiliza-—
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do en dos mentidos distintos aunque intimamente relacionados. Rie-
©enn, snh ou tesie, resolvié la dificultad de construir un dominio
natural para las funciones multiformes, equivalente al de la pro-
longacidn analitica, con la idea fundamental de hacer variar la
variable z scbre un dominic que puede recubrir una parte del pla-
ne complejo varias veces. Aungue actualmente se huya del uso de
funciones multiformes, la idea de Riemann es bdsica y se puede axip
matizar fdcilmente, ellc conduce a la nocién de superficie recubri-
dora. '

Aungue inicialmente la idea de superficie de Riemann aparece,
pues, ligada a una funcibén, posteriormente se ha desarrcllado el es
tudic de las superficies de Riemann de una forma abstracta, como va
riedades complejas independientes de las funciones gque les dieron
origen.

Ya el mismo Riemann en sus trabajos sobre los fundamentos de la
geometria introdujo lo gue se conoce por variedad diferenciable,
idea que se generalizaa la de variedadcompleja: hoy en dia por super
ficie de Riemann se entiende una wvariedad compleja de dimensidn uno.
El punto de partida para la teoria moderna de las superficies de
Riemann es la obra de H. Weyl “Die Idea der Riemannschen Fliche"
(1913} . »

La teoria abstracta de las superficies de Riemann tiene una par
te algebrdica y una parte analitico-geométrica. La parte algebrdica
es esencialmente, el estudio de las superficies de Riemann compactas
y el hecho fundamental es gue toda superficie de Riemann compacta es
t4 asociada canénicamente a una curva algebrdica del plano proyecti-
vo; el estudic de ambas categorias es equivalente y lo es a su vez
al estudio de los cuerpos de funcioneéhalgebréicaa dque son aal los.

cuerpos de funciones meromorfas sobre una superficie de Riemann com-

pacta o los cuerpos de funciones racionales sobre una curva algebraica.

Todas la:c nociones v resultados sobre la curva tienen sus andlogos en
la guperficie y en el cuerpo de funciones. El puntc de partida para

el estudic y clasificacién de estas superficies es una importante
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relacifn de dualidad, debida a Riemann ¥ Roch que permite calcular en
muchos cascs, la dimensidn de un divisor (oISea de un fibrado sobre la
superficie). Nc¢ nos ccuparemos aqui de esta parte de la teoria de super
ficies de Riemann.

La parte analftica trata mAs bien de los problemas de existencia de
funciones gue tienen un carécter especial en relacién con la estructu—
ra analitica como son las funciones subarm$nicas, armbnicas o analiticas,
ast como de los problemas de construccién, clasificacién y representa-
cién conforme de superficies de Riemann,

En las dos partes, algebraica y anditica, juegan un papel muy impor
tante las propiedades topoldgicas de las superficies @e Riemann vy es
quizés uno de los aspectos mids sugestivos del tema el observar como mu
choa conceptos y problemas analiticos se convierten sobre la superficie
de Riemann en problemas simplemente topolégicos: citemos entre ellos, al
gunos de los cuales trataremos a continuacifn, la idea de prolongacidn
analiticaalo largo de una curva; el problema de existencia de una deter
minacidén de una funci6én analitica giobal: la discontinuidad propia como
caracteristica de los grupos uniformizantes- la equivalencia entre gé-
nero topol&gico de una superficie compacta y el nimero de diferenciales
abelianas independieﬁtes: el computo de la clase caracteristica de un
fibrade & partir del orden total{cercs y polos) de una seccitn mercmor
fa del mismo; etec.

Utilizaremos la nocién de superficie de Riemann en el sentido de su
perficie que posee ung estructura conforme, es decir un sistems de car
tas locales tal que las funciones de tranaicibn sean holomorfas. A par
tir de esta definicisn de obtienen ejemplos simples de superficies de
Riemann asi como la nocién de funcién analitica entre dos superficies
de Riemann. La idea de funcién analitica esté intimamente relacionada
con la idea de revestimiento!{ la otra forma en que se usa el término
“superficie de Riemann") como resultado del comportamiento local de una
funcifén holomorfa (tecrema de la aplicaciédn abierta).

Un especio separado W y una aplicacion f de W en unm superficie W

determinan un revestimiento liso de W si cada punto pgW - tiene un
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anterno gque aes homeomorfo por f a un entano de Po =f(§o J. En el caso
de que la aplicacién continua f:WoW sea tal que para cada punto
Py €W hay un entornoV de modo que ¥ - B, es un revestimiento liso
de W-£{p,) , se dice que (W,f) es un revestimiento {(ramificado) de
W.

Si (W8], (Wei®y) con dos superficies de Riemann (},- ¢, indi
can las estructuras coaformes respectivas} y £: ¥, > W, analitica
no constante, entonces f realiza a W, como un revestimiento de W,
siendo en cada punto liso o ramificado segin sea o no distinto Qe
cero la derivad? de £, 51 g, =f{g ) y h,,h, son coordenadas loca-
les cF’;h2 o £ h, v @’ {h, {g;}) #0, entonces f es un homeomorfismo
local (analitico). En caso contrarig, como el cero de ¥ es aislado
se puede tomar un entorno V, de modo que V, - qy son revestimiento
liso_de W, -q,.

Es interesante el hecho de que vale el reciproco de esta situa
eidn: si (W,,f) es un revestimiento (W, es una superficie) de W, y
W, tiene una estructura conforme éﬁ, entonces exXiste una fnica es-
tructura conforme en W, que hace analftica a la funcién £, esta es
tructura se obtiene al tomar los homeomorfismos locales h, de W,
tales que h, . £, h:q son analiticas para toda h, coordenada local
de W,. Diremos que la estructura de W, estd inducida por la de W,
mas adelante consideraremos el problema de cuando una estructura
en W, estd inducida por una estructura de W, .

Veamos ahora come las dos nociones bisicas de estructura confor—
me en una superficie y de una superficie como revestimiento de otra-
aparecen al construir. - la superficie de Riemann de una funcién. -

En primer lugar, dado el caricter local de 1la anakiticidad, es con
-veniente , siguiendo a Weierstrass . dar como definicién de fun-
cién analitica global (aunque digamos simplemente funcién analftica)
la & un conjunto jr de elementos analiticos de modo gque dos de
ellos siempre sean prolongacién analftica directa uno &.cropor pedic
de un ntmerc finito de elementos de J: . Para cada punto a2 del plm
no,. si se establece entre los elementos analiticos cuyo. dominio

contiene al punto a la relacién de equivalencia que consiste en iden
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tificar los elementos gque coinciden en un entorno del punto a, se
obtiene el anille de los germenes de funciones znalfticas en el
punto a. 8i 3f es una funcién analitica en el sentido de Weieﬁg
trass, la superficie de Riemann ﬂi agociada a :F estd formada
por los germenes de funciones analiticas determinadas por elemen-
tos analiticos pertenecientes a la fFuncién j: ¥ la proyeccién
“:jl +C que asocia a cada punto {f,a) {germen alrededor de az)el
punto a¢ T v m es un homecomorfismo local dotando a jL-de la topo-
logia que induce sobre cada fibra la topologfa discreta: asijp.es
un revestimiento lisc del dominio de la funcién }’y posee, por
tanto, una esgtructura analitica; para &lia la funcién F(?) =
=£{7({}) si { es el punto (£,7{{}} es analitica. As{ la super-
ficie de Rlemann_ﬁb convierte a la funcidén multiforme }f en una
funcién uniforme F.

Ademds, la construccién anterior resvelve el problema de la pre
longacién analitica parz una funcién £ uniforme en un dominio: la
superficie de Riemann jl asociada en la forma anterior a la fun-
cifn analitica global J? obtenida al considerar los elementos ana
liticos determinados por £ y todas sus pesibles prolongaciones
anzliticas directas es. el midximo dominio para la funci6n £ en el
Bentido que ;ﬂ contiene un dominic isomorfo el campo de definicién
de £ vy £ se extiende a una funcifn analitica en‘j,: ademds toda
otra superficie de Riemann que goce de estas propiedades se aplica
analfiticamente en la sﬁperficie j@ . Para obtener una descripcién
mds completa de la funcidn jyea conveniente afiadir a la superficie
de Riemann 3Lnuevos puntos que corresponden a las singularidades
algebraicas de:; obteniendose una nueva superficie que es un reves
timianto ramificado del dominic de j: + El problema de la prolonga
cibn analitica se puede resolver también buscando la méxima super
ficie de Riemann ramificada.

Veamos, ahora, como se traduce la idea de prolongacién amalfti-

“ca sobre la superficie de Riemann:
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si .’)t"es una funcién analitica {global) y v(t) a=t<b una curva con
timus an el plano y para cadat ¢{ a,b]} tenemos un germen analitico
(f.Y(t)_} de la funcidén de mc;do gue para cada %, existe un &> 0tal
que para ‘t—to.] <8 el germen (f,v({t)} estd determinado por el mis-
mo elemento analftico que determina el germen (£,v{ty}}. se dice
gque los elementos (£,Y({t)) se han obtenido por prolongacidn anali
tica del elemento correspondiente a {(£,¥{a)) a lo largo de la curva
Y. La correspondencia t- r{t} = {f,¥(t)) define una curva enﬁy la
condicién de continuidad exigida equivale precisamente a que ‘esta
curva T (t} sea continua; ademfis P se proyacta scbre ¥, eg decir
m{p(t)) =£{(t) para a<t<b. Ea natural,pues, ya sea sobre la super
ficie .de Riemann asociada a una funcién analftica, ya sea en gene-
ral sobre un revestimiente de una superficie arbitraria planteanse
el problema de la existencia y unicidad de elevaciones de unal cur=-
va dada en la superficie bage, problema gue incluye, pues, al de la
prolongacién analitica. Es fdcil establecer la unicidad: dos ele-
vaciones de una misma curva a partir del mismo punto inicial del re
vestimiento son idénticas. Por el contrario la existencia de eleva-
ciones no puede asegurarse en general. Un revestimiento liso tal que
toda curva de lé_ supérficie bage admita una elevacién a partir de
cuaglquier punto acbre el punto inigial de la curva se llama regular
- fen el caso de tratarse de la sﬁpér_ficie de Riemann de una funcién
:F , gignifica gque F adnmite prolongacién analitica a lo largo de
toda curva de un dominio).
Si tenemos un revestimiento liso regular {w,f) de una superficie

W, dos pﬁntos g, beW, un punt.o 3 sobre & y unimos a,b por un curva
¥, cualguier elevacidn de y, ¥, deade el punto % acaba en un punto
% schre b; es importante determinar h_asta que punto b33 depende de 1z
eleccibén de Y. ﬁna respuesta parciala esta cuestién la proporciona
el teorema de moncdromia gue ocupa un papel central en la teorfa de
los revestimientos: ai (W,f) esg un revestimiento regular de w y

Yo% dos curvas homotopas de a & b en W, entonces las elevacio
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nes v,,y, desleun mismo punto inicial 3 sobre a terminan en el mis-
mo punto . Ademss ¥,,¥, son homotopos en W.

Como consecuencia se obtiene que una superficie simplemente co-
nexa ne¢ posee otro revestimiento regular gque ella misma, resultado
cuyo significado analitico es que toda funcién analitica global gue
ge pueda proleongar & lo largo de todas las curvas de un dominio sim
plemente conexo, determinan una funcién holomorfa uniforme para ca-
da eleccifn de un germen inicial También significa que toda funcién’
continua v gque no se anula sobre una superficie simplemente conexa
pogee una determinacién continua de su logaritmo o también que una
funcidn arménica sobre una superficie de Riemann simplemente conexa
posee una funcidn conjugada glecbal,

Mientras no se advierta lo contrario, los revestimientos que con
sideramos serdn lisos y regulares. §i {W,.f;} es revestimiento de
la superficie W vy (we.fz) un revestimiento de W,, entonces (We,f1ofé]
@3 un revestimiento de W; consideremos el segundo como un revesti-
mientc de W mayer que (W,,f,). En general (W,,f,) es mayor que
(W, ,f,) 8i existe £, :W, =W, tal que £, =f,0 £, y (W,,f, ) es re-
vestimientc de W, . Esta relacién define una ordenacién parcial y si
dos revestimientos son comparables entre si en los dos sgentidos los
consideraremos como equivalentes.

Sea p €W y }_30 ¢W con £(p, ) =p, . donde (W.f) es un revestimien
to de W y sea v una curva cerrada de W con origen en By si ¥ es
una elevacién de v desde B, ¥ es cerrada cuando v €S homotopa  a
un punto; asi el que ¥ sea cerrada depende s6lo de la clase de ho-
motopia de v.

Sea I} el conjunto de clases de homotopia kYStales que ¥ es ce
rrada. Esta claro que D es un subgrupo del grupo fundamental
™y (W;,B), gue depende de P,. Si sustituimos Py por B, ¥ O es un -arco
de 50 a 51. Bu proyeccifn es una curva § cerrada desde p,. 5i Y es
una curva cerrada desde P; resulta que gvo_l sa eleva a una curva

cerrada desde 50 si y s6lo 8i ¥ se eleva a una curva cerrada des-
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de P,. §i D, corresponde a P,, resulta que D, ={U}_1 D {c} es decir
I vy eson subgrupos conjugadoes,

Se obtiene gue la construccidn anterior determina una correspon-
dencia biysctiva entre las clases de subgrupos conjugados de 1y (W, R )
y las clages de equivalencia de revestimientos (W, £). Ademds si
Dy W me corresponden, entonces D es igomerfo al grupo fundamental
de W. ¥ en fécil ver gque los subgrupos del grupc fundamental estén
ordena{.‘los como los revestimientos, es decir D « D, imi)lica que ﬁ1
es mayor que ﬁ;.y si W1 s mayor gue ﬁ? entonces Da contiene un
conjugado de D, . Cuando D= 7, (W) se obtiene @ =W y cuando D se re-
duce a un elemento el revestimiento ﬁ correspondiente se llama el
revestimiento universal de W, el cual debe ser simplemente conexo.

Dado un revestimiento (W ,f) de W un homecmorfismo ¢ de W sobre
si misme se llama una transformaci6n de revestimiento si fo®=f
con lo cual si W y W son superficies de Riemann ¢ es conforme ya
gue lasg variables locales pueden elegirse con ,;‘ = Z o f£f. Es fdcil
ver que el conjunto de puntos fijos por ¥ es abiertoy como también es
cerrado, resulta gue si ¥ ho es la identidad, g no tienen puntos
fijos. L .

Lag transformaciones de recubrimientso de (#,f) forman un grupo
y 8i D es el subrgrupo de T, (W) que corresponde a # resulta que el.
grupe de transfgrmaciones de revestimientc es isomorfo al cociente
N(D) /Dp donde N(D) es_al normalizado: de D en 1, {W). Un caso parti-
cular interesante es cuvando N(D) =m, (¥} © sea D es normal; w, £
se dice que es normal y en este casc el grupo de transformacicnes
derevestimiento es transitivo. Esta propiedad no depende de la
eleccitn del punto Py inicial.

Anteriormente, hemos hecho notar que si (W,,f) es un revestimien
te de W, y W, tiene una estructura conforme, esta induce una estruc
tura conforme en W, de modo que ;_sealanalitica. Consideremos ahora
el problema inverso: cuando una estructura conforme en W,, estd

inducida por una estructura conforme de W,? En primer lugar, =i
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una estructﬁra $sen W, proviene de una estructura de Wz Y ¢ es
una transformacién de revestimientos de W, . % ha de ser conforme
regpecto de &, en efecto: si q, €W, ¥ £ es homeomorfismo de un en
torno Vdeq,. entonces también es un homeomor femo en ©{V) y si 1lama—

mos f, ,f, a la restriccién de £ a ¥V y a ¥(V) obtenemos :

0= fa" °of;¥ pPor tanto @ es localmente compuesta de funciones
analfticas. Hay otra condicién necesaria muy interesante para las
transformaciones de revestimiento, que es indepenciiente de la es
tructura apnalitica, y gue hacemos notar ahora, cada punto pg W,
tiene un entornovV, que no corta a sus imagenes por las transfor-
maciones de revestimiento, @ (V,): {(supuesto naturalmente que ©
no es la identidad): en efecto: cada p¢ W, posee un entorno vy
homeomorfo = £{v,) v si existiera un punto pe '\?1 o @ (V) tendria-
mos p=9{q} con p,qecV, Y. por tante, £(p) =£{® (g} =£(g) lo
que s6lo es posible si p=q, perao entonces P sera un punto f£ijo
de @, 1o gue es imposible si ® no es la identidad. Esto se expre
ga diciendo que el grupo de transformaciones de revestimiento es
propiamente discontinuo en W,. En resﬁ.men, g8i la estructura con-
forme de W, esta inducida por una estructura de W,, las transfor-
maciones de revestimiento forman un grupo pro-piamente discontinuc
de aplicaciones conformes de W, . Pero se cumple tambien el siguien
te reciproco

Sea G un grupe de aplicaciones biyectivas conformes de una
superficie de Riemann (¥,,%,} en si misma, que sea propiamente
disecontinue, entonces existe una superficie de Riemann (Wa,ée} v
una aplicacién analitica f:.w.I -+ W, de modc que G es precisamen-
te el grupo de las transformaciones de revestimiento de {we,f) .
La superficie (W;,3;) es Gnica salvo equivalencia analftica.

Un ejenmple de esta situacién es cuando G son las transforma—

cicnes del plano Z 5 2-0-1-;1?:1 +n, %, con n,,n, enteros y W,/¥, no

a
real. Si estas transformaciones han de ser las de revestimiento,

31



1la superficie base ha de tener un punto para cada clase de puntos

gque se corresponden entre si por los elementos de G. Hemos pues,de
igentificar los puntos del plano eguivalentes €0 este gentido vy

ia auperficie gue se obtiene es un toro vy el resultade enunciado
significa gue este toro tiene una nica estructura analitica que
induce la del plano. Es décir en un toro (topolégico) ‘existen tan
tas estructuras analiticas comc pares compleios W1,wa con cociente
W1/W2 no real ¥ distinto.

La gituacién de este ejemplo es general y la superficie W, se
obtiené al identificar los runtos de W, que se corresponden por
algtin elementofde G. )

Otro ejemplo de gran interés_correséonde al caso en gue G es un
grupo propiamente digtinto de homograffas del disco unidad que se-
rin gip punto fijd {grupc Fuchsiano). Al identificar leos puntos del
disco;bajo G ge obtiene una superficie de Riemann que tiene al dis
co coma revestzmlento regular y puesto gue el disco es simplemente
conexo serc’k el revestlmlento universal de la superficie obtenida,
es dec1r gue G se ;ﬁgntxglcaré.el grupo fundamental de la guperfi-
-cie..ﬂuesfro-oﬁje§ivo va a -ser precisamutg mostrar como, galvo po
cag egéépcionea, él revestimiento universal .de una superficie de
Riemann se puede répresen?ér,como el disceo unidad y el grupe fun-.
damental de la superficié aparece come un grupe fuchsiano. Desde
este punto de wvista, la teoria de laslsuperficies de Riemann y la
teorfa de los grupos fuchsianos son casi.equivalentes. Aungue .ge
obtienq'alguna ventaja formal desde el punto de vista de esta
equivélencia es posiblé el estudic de las superficies de Riemann
por métodos mds directés.

Lo que acabamos de enunciar depende del teorema fundamental de
representacién conforme para superficies de Riemann o teorema de
vniformizacidn debido a xoebe_- ¥ Poincaré (1907}, uno de los tep
remas mis importantes de la teorfia de funcicnes analfiticas ae una
variable y gue juega un papel anflogoc al teorema de Riemann para

regiones planas. El tecrema de uniformizacién asegqura que toda
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superficie< de Riemann simplemente conexa es conformemente equiva
lente al disco, o al plance complejo ¢ a la egfera de Riemann. Las
primeras demogtraciones de este teorema eran largas v artificiosas:
utilizande las sucesivas simplificaciones que se han ide introducien
4o se puede dar hoy dia una demostracidn de proporcicnes manejables
que, naturalmente, no pedemos detallar aqui. Indicaremos fGnicamen—
te gue existen, gerneralmente, dos caminos de demostracidén y cuales
son los puntos impertantes de cada vno de elleos.

Las demostraciones cldsicas del teorema de uniformizacién utili
zan un recubrimiento de la superficie por medio de una sucesifn
de regiones relativamente compactas sobre las gue las funciones ho
lomorfas se pueden aproximar pdr funcicnes holomorfas globales. Por
este método ¢ bien hay que hacer la hipbtesis suplementaria de que
la superficie tiene base numerable o bien hay gque probar directa
nente gue teda superficie de Riemann tiene base numerable, onerqg
¢idén debida a Radé. El punto esencial es el teorema de Runge para
superficies de Riemann abiertgs {no compactas) segin el cual si W
es superficie de Riemann abierta y "o W un abierto tal gue w-tL
no tiene ninguna componente conexa compacta, entonces toda funcibn
holomorfa en'\ es el 1{mite de funcicnes holomorfas sobre W, unifor
memente sobre los compactos de " . Este teorema es debido a Behnke
¥ Stein y su construccién PraoTr ciona también solucicnes al 1o y 20
problema de Cousin sobre W, generalizacién en los teoremas de Mi-
ttag-Leffler y Weierstrass en 2l plano. Una demostracidn mis corta
se debe a Malgrange utilizand& un teorema de aproxXimacién para las
scluciones de operador eliptico. .

Como consecuencia del teorema de Runge se cobtienen las propieda
des mds caracterfisticas de las superficies de Riemann abiertas, tam
bién debidas a Behnke y Stein, y que posteriormente se han axio
matizado para cualquier dimensidn, en el concepto de espacio de Stein,

0 espacio analitico con base numerable tal que:
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a) Lee funcicneg holomorfas separan puntos.

L} Las funcicnes holomorfas { en nfimero igual a la dimensién del
egpacio) proporcionan sistemas de coordenadas locales,

c) El espacic es holomorficamente conexo ( la convergencia uni-
forme sobre un conjunto noe implica la convergencia uniforme en
ningfin conjunto mayor, para todas las sucesiones de funciones
holomorfas} .

_ El teorema de Behnke-Stein, gue se puede enunciar ahora, di
¢iende gue toda superficie de Riemann abierta es un espacic de
Stein, contiene en particular una respuesta afirmativa a la con-
ietura de Carsthecdory schbre si exigten funciones holomorfas no
constantes en toda superficie de Riemann abierta.

En este método de demostracién del teorema de uniformizacidn,
se necesita también la solucién del problema de Dirichlet para
una regién de la superficie de Riemann y ademds el casc compac
to, en gue se trata de ver gue la esfera admite una finica estruc
tura analftica, vtiliza ampliamente la teoriz algebraica.

Otro camino de demostraciédn del tecremz de uniformizaciédn,mu-
ché mis Adirects, so basa en una generalizacién debida & Ahlfors-
Saric-Heins del método alternante de Schwarz y Neumann para
construir una funcidn de Green utilizando la idea de Poisgson de
construir una funcién armbnica como supremo de funcibn subarmsb-
nica.

Una funcién de Green relativa a un punto py de W es el supre-
mo {supuesto que sea finito) de la familia de funcicnes subarmé-

nicas V con soporte compacto en W--p. tales gue

f}-m L v {P) + log {z(P}| . + oo (z @8 una coordenada local en p, ).
%uhexistencia no depende de p, ¥ es agquivalente a que para un
compacto K¢ W con W- k conexo existe una medida arménica so-
bre K y también es equivalente a que el principio del midximo en
W-K no sea vé&lido. -

Las superficies abiertas para las que'éxiste funecién de Green

se llaman hiperbdlicas y las restantes parabblicas. La existencia
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de funcién de Green permite construir un isomorfismo de la superfi-
cie en una regién plana y por tanto en el disco unidad. E1 casc pa
rabblico es aigo mis complicado porgue no se conoce @ priori ningu-
na funcibn arménica no constante; una modificacién del método de
Perron permite demostrar que la superficie es isomorfa al plano.
Finalmente el caso compacto se puede tratar de forma andloga al ca
go parab6élico, ahorrandose el uso de teoremas algebraicos.

En este m&todc no ge utiliza la numerabilidad de la superficie
y constituye, por tanto, una demostracidén del teorema de Raddé vya
que al ser toda superficie de Riemann simplemente conexa numerable
se obtiene gque lo es toda superficie de Riemann sin m&s que pasar
al revestimiento universal.

vamos a considerar, finalmente, el problema de la uniformizacidn
para una superficie de Riemann gue no sea simplemente conexa:

Sea W una superficie de Riemann y W su revestimiento universal
y lo dotamos de la estructura andlitica incluida por W. Podemos
aplicar a W el teorema de uniformizacién y suponer que W es la es-
fera de Riemann, el plano complejo o el disco unidad, en todo caso
los puntos de W se pueden mirar como nfmeros complejos z, posiblemen
te incluyendc z=w. En cuanto a la proyeccién £ :% , W sers una fun
cién analftica £{z) con valores en W. Ya hemos hecho notar tambié&n
gue las transformaciones de revestimiento o de {W,£} son uniformes
¥ no tienen puntos fijos si $no es la identidad.

Para cualiquiera de las tres posibilidades de W las transformacio
nes de revestimiento, por ser conformes han de ser homografias
w{z) =_a_z_+_:_ ad - bc #0; ahora bien, una tal aplicacibén siempre tie
ne un pigg; fijo en la esfera y en consecuencia en el caso =52 1a
Gnica transformacidén de revestimiento posible es la identidad. Si
¥ es el plano vy © no tiene punto f£ijo, ha de ser una transformacidn
®(z) =z, b. Finalmente si W es el disco los puntos fijos de ®» han

de estar sobre la circunferencia unidad y ello implica gue ¥ sea de

la forma ¢lizls Qé_ii;.
Z4a
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Sabemos también gue las transformacicones de revestimiento for-
man un grupo gue en este caso es ﬁ1(W}. 8i W es el planc, el gru-
ro I de transformacicnes de revestimiento es, pues, un grupc Pro
pi.uente discontinuc de traslacione: _ es sabido gue séio hay
tres tipos de tales grupos a} la identidad, b) el grupo ciclico
engendradb por una traslacién Z -+ Z+b, b#0 , ¢} el grupo engen-—
drado por un par de traslaciones 2 -Z.+b,, Z 424.b2 con be/b1 no
real. Sabemos también gue la superficie W se obtiene a partir de
# identificando los puntos de W que se corresponden por alguna
transformacién de revestimiento; en el casc a) W es el plano en
b} un eilindro, gue es conformemente equivalente al plano puntea-—
do y en ©) W es un toro.

En todos los demds casos W es el disco y T es un grupc propia-—
mente discontinuo de auntomorfismes del disco, que serin sin pun-
to fijo, También conocemos el reciproco: para tal grupe T se ob-
tiene una superficie de Riemann al identificar puntos eguivalen-
tes hajo el grupe, la cwal tendrd al disco como revestimiento uni
versal y'a " come grupo de transformacicnes de revestimiento.

En resumen: Una superficie de Riemann W © bien es conformemente
egquivalente a la esfera, o al plano, o al planc punteado, ¢ & un to
ro,o bien existe un grupe T propiamente discontinuo de automorfis
mos del disce unidad p tal gue W es conformemente equivalente a
la superficie B/T, identificando en & .puntos'equivalentes segfin
f {grupc fuchsiano) el cual es a su vez isomorfo al grupe fundamen
tal de W. Asi la teecrfa de las funciones analiticasen W se con~
vierte segfin los gasos ({excluida la esfera en gue séic hay cons-
tantes} en la teorfa de las funciones enteras, de las funciones
%implemente pericdicas, de las funcicnes elipticas o de las fun-

ciones automorfas_bajo el grupoc p.
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