C. Perelld

L'evcolucit de les equacions diferencials funcionals &s un
exemple de com, encara avui, es fa matemdtica "pura" a partir
de necessitats practiques En aguest cas, ha sigut l'entendre
i poder controlar processbs dinamics on apareix uh retras en
el temps., el gue ha donat corigen i ha fet creixer agquesta bran
ca de les matematigues.

Aquestes equacions van ser tractades, en un comengament,
cada una com un cas particular (per exemple per Vite Volterra,
a2 principis de segle) i nc és sind a partir de Krasovskii, en
el seu estudi de la estabilitat del moviment fet després de la
segona guerra, gue adquireix una estructura matematica més co-
herent i formal. Es en els anys cinguantes i seixantes que s'es
tructura tota una tecoria i s6n Shimanov, Elsgolts, Halanay i
Hale, entre d'altres, els gue s'encarreguen de fer-ho. A partir
d aquells moments, la teoria s'utilitza per 1'estudi de siste
mes amb "memdria" (&s a dir, en gue el comportament depén de
la seva "histdria"). Avui hi ha molta gent treballant en aques
tes giiestions ja molt deslligats de les motivacions originals,
per estructurar dins de la matematica agquests nous estudis o
be només pergud &s un camp en el gue encara es peoden escriure
articles sense massa dificultats, i aconseguir 4'aguesta mane-
ra prestigi i feina.

Las publicacions sobre el tema sfn forga abundants com es
despren de veure la seccid corresponent al "Mathematical re -
views" ¢ al “"Zentralblatt".

Passarem a exposar diferents aspectes de la teoria de les
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equacions diferencials amb retard al temps.

Una equacifi diferencial ordin3dria relacicna els valors de
les derivades d'una funcif per cada valor de la variable inde-
pendent (temps), el mateix per la funcid i les seves derivades.

Per exemple

Flt, x(t), x' (8), ..., x™V (e}) = 0.

El resoldre l'eguacié és trobar X que la satisfagqui.

En els sistemes dinAmics reals, perd, ens trobem algunes
vegades en gue hi ha retards temporals. Per exemple en el
contrel de la velocitat de rotacié d'una turbina de vapor o
del flux de neutrons d'un reactor nuclear, hi ha temps finits
de transmissip de senyals.

Les equacions gue descriuen aguests sistemes relacionen les
derivades (la taxa temporal de la variacid de l'estat) amb els
valers de la funcid (estaf) en temps anteriors.

L'equacid més senzilla gue se m'acut gue encara tingui al-

gln interes il,lustratiu &s

®' ()= x{t-2}
El problema de trobar solucions d'aquesta egquacid &s bhen

diferent de trobar solucions per
x'{t) = x{£),

que té& per fnica solucié amb valor g per t= 0 la funcié

x{t) = g et.

8i per solucid de la primera equaci6 entenem tota funcié
definida en un cert interval, que sigui continua, tingui deri
vada per la dreta i satisfagui 1'equacié, tenim gue n‘hi ha

moltes de solucions x definides a[O,m] tals que x{0} = g.
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Una d'elles s'obté prenent x{t) = ¢ e)\t amb ) = e M.
Una altra és la que val £ a l'interval [—1, g3, i gue

per toeta t a [ Q.0 )} wval
t

x(Te]) +Jl[t]

x{1r-1)ar .,
amb [t]:= part entera de .

La mateixa f&rmula ddna una soclucid de la eguacid a RY
si es defineix x{t} = @(t) per te[-1.0], sent ¢ qualsavol
funcid continwa a [ -1,0].

Notem gue en general no existeixen solucions que siguin
extensions d'aguestes: que estiguin definides per valeors de
t menors gue -~l.

Resulta d'aguest exemple que 35i volem un probliema "ben
plantejat” , hem de considerar els estats no com a2 punts, és
a dir, els valors de x(t), sind com & funcions definides en un
interval, gue en el nostre cas &s de longitud 1.

Prenent com el nostre espal d'estats l'espail
c{[~1,0]}. R} { abreu.C), de les funcions reals continues

a l'interval [-1,0]., amb la mdtrica .
Alep.¥) =sup {| pla)-¥it¥]: « [~1,01},

tenim que per cada ¢ € C existeix una Gnica solucid x tal que
x{7) =@i{r) per 7e[~1,0). Si ara denotem per x, l element de
C definit per xp{7) = x{t+T) per 7e¢[-1.0], i amb x {(p} fem
notar la dependéncia en el valeor inicial ¢, results que x, (g}
representa una trajectoria a €, é&s a dir, vna aplicacié con-
_tinua de[O,m) a C.
Notem gue &5 vAlida la propietat xsft(q;) =xs(>t:t {p)), el

que ens diu que definint Ti{t}p=xXeflp), T{t): C 4+ C per t=0
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&g un semigrup de transformacions de ¢ amb T(0) = I, 1la iden
titat.
Resulta gque T{tly &s continua en g 1 encara wds, que si

definim l*aplicacié

T:Cx RT = C
(P, ) o x{p) = Tlthey,

aguesta £s continua i compleix

T} (Tis)p) = Tlt+s}yp

T{0) = I.

Tota aplicacié T amb aquestes propietats &s coneguda com
2 "semisistema dindmic"., A diferdncia del cas dels sistemes gi
ndnmics {definits per eguacions diferencials ordinaries, per
exemple), en gque RV és sustituit per R, ara no és T(t,+) ne-
cesshriament un homeomorfisme i (T(t)) * pot no existir. De
fet, resulta gdel teorema de Arzela que T(t) &s compacte per
tz1, el gque vol dir que envia la bola unitaria de C (gue no
€3 compacta}, en un conjunt compacte.

Tot aguest comportament es generalitza 2 d'altres eguacions.

Considerem les successives generalitzacions:

0} xH{ty= x{t-1)
1 x*{t)= Flx.),"

en gue F : C({—r,O],H&)-@ R &s lineal i continva
» 1 r &s un real positiu (per comptes de
1 que hem fet servir abans)
2} x* (L) =F€xt) +
on X pren valors a rY i

F o C([-r,O],Bf]) + R &s lineal i continva

3) X {t) = Fix,)
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en que F no &a necessariament lineal i é&s localment
lipschitziana.

En aguest cas podria no existir la solucié xt[¢) pPer to-
ta teg mY, perd si Flp) &és Clp), si que existeix i queda de-

finit igualment un semisistema dindmic a C := C({-r,0}, R").
4) x*(t) = Flt,x) ,

en que F &s continua i localment lipschitziana respecte a la
segona variable.

En aguest cas no es té& definit un semisistema dinamic a €,
sind a € x R prenent £t' =1,

Podria ser que es definfs un semisistema dinamic amb altres
tipus d'egquacicens, per exemple . x'{t) = Fix(t-1),x'{t-1)),
on a F hi entren també les derivades de #. Agquesta darrera
equacid &s del tipus “neutre” i les gue hem esmentat abans sén
del tipus ‘“retardat”.

De moment nom&s parlarem del comportament de les més sen-
zilles, les del tipus 2) diguem:

®*'{t) = F(xt}
amb F lineal i continua.

En el cas analeg d'eqh;cibns diferencials ordinaries
x'{t} = F(x{t)} = ax(t), el gque es fa &s canviar coordenades
de manera gue A gquedi en forma candnica de Jordan. Resulta que
cada bloc de Jordan ddéna un subespai invariant i gue Eln &s
suma directa d'aquestg,

A cada un d'aquests subespais el comportament é&€s ben co-

negut:

x(t) = g e P on, al ser
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a3 té =1
t
1 ...
{n-1)!
A
e te At .
0 - . . 1

En el nostre cas ens agradaria poguer fer gquelcom de
semblant, i el gue es pot fer &s descomposar C en suma direc
ta d'un subespai invariant de dimensié finita, on el compor-
tament de les solucions éscomel de lesde x' = Ax {(amb A en for
ma candnica}, i un subespal de dimensié infinita en gue les
solucions tendeixen a 0, tant més rapidament com més gran
prenem la dimenéié d'a,

De fet podam expressar les solucions com a combinacié
{infinita) de solucions a subsespais del tipus esmentat, mddul
funcions que tendeixen a zero més depressa que qualsevol expo
Rencial.

Per fer-ho s'ha de repetir el gue es fa en equacions
diferencials ordinaries en una bhona direcciés.

Hem de partir, a l'eguacié x' = Ax, no de A sind de les
solucions x(t,z) = § ent =: T(L)g.

Aixd &s un grup uniparamétric de transformacions delmn en
Rn. Es fortament continu a R, T{t) &s continu per cada t,
1imt jT(t} g - T(1}g | = 0 per tota t i el seu generador in

T =
finitessimal, que per cada x és

i 1 .
lim — (T(t) x~x}, &s precisament A.
ts0 t
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2 les equacions com a 2) fem el mateix. Tenim el mateix
semigrup T{t) definit com al principi per les solucions, i

el seu generador infinitessimal A donat per

1
- A = lim e {(T(t) o - o).
tOF
Aquest operador é&s tancat i t& per domini, no tot C, sind
un subespai dens donat per les funcions en que (0) =F (g).

En aquest subespai es té

Ap{s) =g'(t), rg[-r.0].

{Per les propietats dels semigrups de transformacions re-—
comanem el llibre de Hille i Phillips.) '
El funciocnal F admet, d'acord amb la representacié de

Riesz, la forma
o
Flp) = I—r {dn{r)loi{t). en que n &z una funcié

{matricial de nyxn) de variacié acotada.
Resulta que A té un espectre purament puntual gue ve donat

per les arrels de

o
aG) := det (I -I_r T dnie)) = o.
8i s'estudien aguestes arrels {complexes), es veu que
totes tenen part real més petita que cert valor i gue, entre
dos valors qualsevels, ne n'hi ha més gue un nombre finit
que hi tinguin la part real compresa.

51 ) estd a l'espectre ¢ (A) de & i prenem gy N{{A-3 I}¥F:M,
k

resulta que M, estd contingut al domini de A, é&s invariant

sota A 1 tambké& sota T(t): T{t)A=AT(t)a D(A)., I no tan sols
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aix®, asind que cada 14, és de dimensid finita 4, .
S8i prenem un conjunt finit de valors propis

A={kgr---02,} (&, € a{a}), resulta que

C=M.& ... 8M4_ 0.

A cada M, =: M podem escollir una base 3 = (@1, ...004) . PrE
sa com a matriu nxd. Si B é&s la matriu dx d definida per
Ay = 4B es té que 1'lnic valor camctedstic de B 65 3, i es
pot fer, escollint bh& B, que tingui forma candnica de Jordan.

Resulta llavors, que si p=ga e M, T(t) ¢ = 3§ eBta;‘
t2 0. (3(r) =§(0e ).

Aguesta expressid també té sentit i satisfd 1'equacié per

t<0. per tant a les M, les solucions s6n definides per tota
teR, i s6n com les de 1l'eguacié =x' = Bx.

Ara bé&, Q també &s invariant sota T(t} i, el que resulta
més interessant é&s gue, si sup Re{c {2})\ A } < y. llavors

per a Q,
t
[T(rip| <K e Vo] .

i i y &s prou petit aixd tendeix a zero molt depressa.

Amb aixd tenim doncs ja una bona imatge i, en particular
permet esbrinar 1l'aestabilitat de la solucié nula. §i Re o{A)<
es té gue &s asimptditicament estable i si & =<0, serd esta~
ble si els blocs de Jordan dels valors propis amb part real
nula s6n diagonals.

El trobar § no &s ficil, en general. Veiem-ne un example.

L'eguacié
=" (L) 4+ ar"(t) + bx'{t) + kx{t-r} = 0

té per espectre d'A les arrels de

23+a2+ by + ke TP = o,
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El calcul d'aguestes arrels diu que tindrem dues arrels
simples imaginaries i les demés amb part real negativa per
certs valors dels parametres a,b i k.

L'equacis com a sistema queda

x'(t) = Ax(t) + Bx(t-r},
amb
0O 1 0 9 0 0
A = 0 ¢ 1 . B= 0 0 0
0 -b a x 0 0
i 0 u{r) ¢
nir) c v uir}

ka {7+ ) ~bulg) - o—aufTy ,

on ui{t) &s zerc per t negativa i un per t positiva.

Si +iw s6n les arrels imagindries, tenim

iwT -iwT
/ e '] e 1)
. dwT . ~igT
p = iwe -iwe
-1t -1 ;
—wle T -p2e iy ]

7

o b€, considerant tan sols la part real

COS wT sin wr
& = - sin- w7y W COS WwT
~w?cos wT —-wZsin wy
O
1 B =
-w .

Tenim doncs que a ¢ hi ha un subespai invariant de dimen-
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si$ dos, en que les solucicns s6n com les d'un oscil.lador
2 m

w
tes les demés solucions tendeixen exponencialment a aguestes,

harmdnic {periddiques totes del mateix periode Y. 1 to-
Havent vist doncs el comportament de les sclucions de 2),
podem pregquntar-nos ara gud passa si s"hi introdueix un ter-

me depenent de t:

x'(t) = F{xt) + £{t).

La f6érmula de variacié de parimetres del Halanay en déna
la sclucid sota la forma
.t
X, = T{t)p +J0 T{t-s} X, £(s) ds,
on T{t} Xq &s la solucid de l'equacid 2) que té& per condi-—
¢i6 inicial la matriu gue wval O a f-r,0) i 1 a 0C.
Utilitzant aquesta férmula &s £facil provar que per una

eguacid no liﬁeal

2Tt} = Px) = L{xg) + Nix.),

en qﬁe suposem F{0) = QiL la Qerivada de Fréchet de F. 8i
nc hi ha valors imaginaris a l'espectre del generador infini
tessimal cérresponent a ia part lineal, resulta gue, en un en
torn d4e O, hi ha varietats invariants en que les trajectbrieé
a5 comporten com en el cas lineal. De fet, les proieccions
sobre M 1 § s6n homeomorfismes I les cotes exponencials se-

gueixen valent:

[Tie)p|s xe't

@, per t20 i

{®] a la varietat que es projects a

[T{tlp] = Ke”timi a la varietat que es projecta
M, per ts0C,

Utilitzant la fdrmula de variacié de parametres es pot ge
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neralitzar també el mdtode de bifurcacid, per esbrinar 1'exis
téncia de sclucions peribdiques-amb.equacions quasi lineals
{amb no linealitat afectada d'un parametre petit).
Per una altra banda., les equaciens del tipus "neutre" tam
b& poden definir semisistemes dindmics. En particular les de
d

la forma E g[xt) = f(xt).

Per exemple

é% (x{t)—=x(t-1})) = 0 n'&s un cas.

Notem que pot melt bé ser gue una seolucid d'agquesta egua-
cid no sigui derivable. El que si que ho és &s =x{t)-x{t-1).
De vegades aguesta equacid s'escriuv x*'(t) = x'(t-1}, encara
que pot ne tenir sentit en certs punts.

Perqua quedi definit un semisistema dindmic s*han de res
tringir £ i g convenientment be fet, en el cas lineal, es
pot demanar gue g(xt) = x(t]«-M{xt) amb la funcié de variacié
acotada p gue representa al funcional lineal M, que sigqui
continua a Q.

Per poguer tenir una descomposicié en subespais invariants
demanem també que u no tingui pgrt singular, &s a dir, gue

M(yp) :_I-—i" {dy) o =§; ay @{-1,) + I_r ay.,
. k=1

o0
on a, ay sén matrius, 0 < r, <r, agly [-r, 0] & E:acés
k=1
absclutament convergent.
La teoria per aguestes eguacions &s analoga a la que hem
fet per 2), excepte gque hi ha complicacions amb g {A) perguéd

T(t) no t& perqu2 ser compacte per cap valor de t.
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Els interessats poden, per obtenir més informacié i bi-
blicgrafia, ceonsultar el 1ilik - de J. Hale: "Functional Diffe
rential Equations", publicat per Springer-Verlag, i pel cas
neutre la tesi de l'autor a la Universitat Autdnoma de Barce

lona.
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