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ABSTRACT. We define the index 1(L/K)} of an extension L/K of finite mumber
Fields as the g.c.d. of the ideals (8}, index of the integers 6 of L such
that L=K(9). Then, we call an ideal & of K n-admissible i{f there exists an
extension L of K of degree n such that & = {{L/K). We characterize the n-adl-
missible ideals of any finite number field K for n=2,3,4.

Sigui L/K una extensid de cossos de nfimeros de grau n. Si-
gui A 1l'anell dels enters de K i Bf el conjunt dels enters & de L
tals que L=K{8). Per a cada 8EB' es té:

D(8) = i(e)%-D,

on D{8) &z 1'ideal principal de A generat pel discriminant de 8,
D &s el discriminant de L/K i i{e} &s l'ideal index de 8. Ancme-

narem "index de L/K" a 1*ideal de A:
i{L/X) = m.c.d. {i{8)}/ 6€EB'},

$i p &s un ideal primer de A tal que v fits), podem deter-
minar la descomposicid de ¥ a L/X mitjantgant la descomposicid del
polinomi minimal de ¢ en factors irredulbles (mdd.p). Per tant,
el problema de determinar la descomposicit dels ideals primers de
A a L/K queda resolt si i{L/K)=1, perd Jja Dedekind va donar exem—
ples d'extensions sobre @ en gue aixd no passava.
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Sobre el problema de determinar quan un primer p divideix
1{L/K) s&n conequts els seglients resultats [3,8§25,6}:

Teorema {Dedekind). p|li{L/K} si i només si r(f)>g(f) per algfin f,
on ri(f}) indica el nombre d'ideals primers ® de L tals que® |? 1
f=f{p/p); i g{f) indica el nombre de polinomis irredulbles (mdd.p )

de grau f.

Corol.lari. Perqud p |i(L/X) &s necessari que N{p}<n {on N_Nx/o
En el cas en que p descomposa completament a L/K aquesta condicib
també &s suficient. En particular i(L/K)=1 per a tota extensi&

quadratica.

Direm que un ideal R de A &s "n-admissible® si existeix
una extensid L/K de grau n tal gue i{L/K)=f.

Per determinar els ideals n-admissibles de X no n'hi ha
prou amb determinar quins primers p divideixen i{L/K) sino que tam-
b& &s necessari con&ixer 1'exponent ¥ amb que el divideixen.
Aquest problema va ser tractat per Engstrom en el cas X=@ [1]. En
aguest treball hewm considerat el problema per & un K gualsevol i

S
hem obtingut entre altres els seglients resultats:

Teorema 1. Si g=N{p)<n i p descomposa completament a L/K es té&:

3.41

i = I R on si=[n/qi}.

Poge
Teorema 2. Sigui g=N{P})<n. Sigui r el nombre de primers® de L amb
£(gp/pl=elp/p)=1 i sigui t=r{l)-r. Si per a tot £>1 &s r{f)<g(f) i

t= 0 6 1, aleshores &s:

Si+1
2

ip = ts,+ ¥ si{n-qi( )) , on si=[n/§i}.

i=1

Ja hem vist al corol.lari del teorema de Dedekind que per a
tot K, 1'finic ideal 2-admissible &s el total. A continuacid deter-
minarem els ideals n- admissibles per n=3 i 4. Amb aquest fI provem
primer el segiient:

»
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Lema. Si n=4, N(p)=2 i b= §;B, a L/K amb N{T-‘i)=p2 per i=1,2;
aleshores jtr:l'

Ara, dels tecremes 1 i 2 1 del lema es dedueix:

Corcl.lari I, Si n=3, P|i{L/X} si i només si N(p)=2 i p descomposa
completament a L/K; aleshores é&s % =1.

Corol.lari 2. 5i n=4, pIi(L/K} si i només si satisfad una de les

seglients condicions:

()  N{p)=2

i p descomposa completament.
(b)  N(p)=2 i p =23,

; _ . ’ pl ._
{c) N(p)=? i p =9, 9y, amb N($i}—p ; i=1,2.
{d) N{P)=3 i P descomposa completament.

Aleshores, en el cas (a) é&s % =2, mentres gque en els altres casos
&s 1 =1.
p

Aguests corol.laris mostren que si n<53, per a tot P amb
N{p}<n, % queda determinat per la descomposicid de p a L/K. En
consequéncia, utilitzant els teoremes generals d'existéncia de

Ore-Hasse[ 2], hem provat els seciients:

Teorema 3. & &s un ideal 3-admissible de K si i nomé&s si:

Ed

f= R,

tots diferents i amb N{pi}=2, 1sisy.

Tecrema 4. & &s un ideal 4-admissible de K si i només si:
tots diferents i amb N{Pi}=2, 1<isy+s; N(qj}=3f ISt
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Del teorema de Dedekind es dedueix que el fet de gue un
primer p amb N{p}<n divideixi o no i{L/K} només depén de la seva
descomposicid a L/K. En canvi, no passa el mateix amb el valor de
ip; en efecte, Engstrom a [1] prova que si K=¢@ iy queda determi-
nét per la descomposicid de p 81 nS7 i d6na exemples en gue aixd
ne passa per a n28. La situacib corresponent en el cas general
d’extensions relatives seri objecte dun ulterior treball.
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