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Abstract: In “A Frobenius thecrem for blocks®, Inventionss Math,, 56, M,
Broué end the author introduca the so celled nilpotent blocks and determins
its structure, namsly the gensralized decompositicn numbers, Here we recsll
some of these resulis end announce the follewing one: the direct factor of
tha group aelgebra essociated with a nilpotent block is isomorphic to the
{nx n)=matrix glgabra over the defect group slgebra, for a suitabls n ,

\ Sea G un grupo finitp, K un cuerpo de caracter{stica cerc cone
teniﬁndo las raices card(G)}—fsimas de la unidad y X wun cuerpc slgebraice—
ments cerradc de caracteristica p ne nule, Dasignemos por K6 y kG las
respeétivas dlgebras de grupo y escojgmos ssndas sistemas de repressntantes
XG ,an da las cleses de isomorfismo de KG- , kG~mddulos simples, Como as
bienisabide, sl radical de Jecobson dg2 K& es nulo ¥

i kg 1 EndK(M) . kG/Rad{kG} * T Endk(N) T
a M€ X, NE Y,

| )
Por contre, si p divide cerd(G) (lo gque supondremos de ehora esn asdelante}

gl radical de kG no 2s nulb y vamos a recerdar brevements les nociones ine

troducides por R.Braver pera el estudio da kG .
;
/. Precisaremos las notaciones a medida que gparszcan, Pars abrevier,

siJ’A as un élgsbra ascclativa y unitaria, llamaremos punto de A & cadas
clese de conjugacidn, segln el grupo A* de inversibles de A , de idempo=
terntes primitives de A ; designeremos por P{A] el conjunto de puntos

dge A

§1 Blogues
Designemes por ZkG el centrs de kG ; con noteciones evidentes,
kT I kG.@ vy ésta es ls descomposicidn més fing ds kG en pro=
a € P{IkG)

ducts directo de ke=&lgebras; en perticular, kB,o/Red(kG.a) ¥ 0 €nd, {N)
NE Y

[+ 4
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dondes Y, = in € YG{ aN =N} 3 ademés, si M es un kG-mddulo, tenemos

e 0 @M . Es declr, basta estudiar cada factor k6,2 por sepe—
a € P(2xG)

rado. Adaptendoc la definicién de R.8raver en (2) a nuestras notacicnss, lla-
maremos blogue de 6 a cade punto de ZkE ,

Sea O un anillo completo de veluacidn discrata Cuyo cusrpo resie
dusl ses k y cuyo cuerpc de fracciones sea ds carscterfstica cero y conten=
ga las raices cerd{G)-ésimes de la unidad; de shora en adelants, escogemos
K igual &l cuerps de Frascicros ds .0 . Becordemas gus, i A os ume
Dnazggbra asociativa y uniteria, libre y de rango finito como O-mcfdulo,
el morfisme candnico de A en k% A induce une biyeccidn entre {A)

AN 2 A} . Como K % Z0G ¥ ZxG , cada blogue @ de G proviens de

un punto & des 206 y k 2 0G.& ¥ kG, & , KB.&% N0 End (1)
ME X,

donde X, = {# € Xgl &M =¥ } ; en perticuler, dimk(ZkGaﬁ) = card(X, )
y en los resultados que recordaremes aquf, nos limltaremos casi exclusie
vamenta & der el valor de card(X,} o

§2 Grupas de dsfacto

Consideremos una k-élgebra A asociativa, unitaris v de dimon-
gidn finita, junto con un morfismo de & en A" : diremos simplements
gus A 23 una kG—éiEbra inteorior; indiceremos por x.a2 y g.x los pro
ductes de & € A por la imagen ds x €5 . 5L H es un subgrupo da G
dssigneremns por AH la subélgsbra foermada por loa slemsntos da A * que
conmutan con los de le imegen de H ; si- L .es un subgrupo de M s 5=
signeramas por )\E 8l ideal bildtera de AH formado por las sumes
§ ><.,!1;.ch""I donde a € AL y donde sumemss sobre un sistema de rapresgntantes
sn H de H/L ; enfln, consideraramos el élgebra A{H) = AH/ L F{[

L H

y designaremos por BrH el morfismo candnico ds AH “en A{H} ; es fécil
- 1)
ver que cuendo H no es un p=grupo {es dacir, si card(H) no es una poten

ciade p ) se tiene A(H} = o] .

En (7} J.Green demuestra qus para cads Euntc @ da AG gl _conjun—
to de subgrupns minimalss P de G tsles gueg @< % 85 una clase de CoMm
Jugacion da p=subgrupos de G , Llamaremos Frupo de dafecto da @ a ceda
unc de estos p=subgrupos,

Supongafos gue A = kG can sl morfismo svidents, Entences,

A8 o g y @ =2s un-blogua de G 3 ademds, si P es un p-subgrups de 6 .
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as ‘Facil ver que A(P) & kC {P) {donde C fP) designa el centralizador de
p en G }: an particular, como ZKG< A, Bry induce un morfismc de
kG en ZkGG(P) y P es ur{ grupc da defacto de @ si y solosi P es

maximel tal qus Bry (a) # {0} .

§3 Defecto cfclico

See @ unblogusde G y P un grupo de dofecto de @ , En {2}
f,.Brausr demuestra qua las tras afirmecicnes siguijentss son equivalentes
(1} card{P} = 1
(11} med{kG,@)} = {c} y card(y,) =1
{1i1) card{X,} =1
y en {4), conjuntamente con W.Feit, muestre que siempre card(x )= card(P}

£1ln le sugisre gue P mide, en un clerto ssntido, la ccmplicacié’n dal
a’lgebra kG, ., Hasta fscha reciente, sclo estructuras muy simples de P

han side considaradas,

En (6} E.Dads estudia el casc en que P es cfelico; recordemos
uno da sus resultedos, Sea p wun blogue de O {P) que interviens en la
dascomposicidn ds Brp{tr) (es decir, por definicidn, « = {i} y ¢ = {3}
y suponemos que JBry {1) » § } y designemos por E el subgrupo de
N {P}/P.C (P} que estabiliza p (donde NG(P) es gl normalizador de P
que namralmenta, normaliza C (P) y opere en ZKCG(P) }s» Entonces,

p no divide card(€) y por 1o tanto, si P es cfclice, card{€) divids
pe4 . E.Dede demmstra que si P es ciclice, '
card(Y,} = card(€} y  card(x ) = card{E) + caijg_z)E- !

§4 Grupos puntsados

En {1) M,Broug junto con J, Alperin considersn sistematicemente las
perajes {@,0)} formadas por un p=subgrupc @ de B8 y un bloque 9 de
o (Q) , estructurandoles con uns 'nccién de inclusicn, Agui describirsmos
la sastructura alge mas fine introducida por el asutor en (8).

Consideremos de rusva una kG—e{lgEbra ipterior A (ver §2}. Lleme=
mus grupc puntsade (relative e A ) & toda pareje He formada por un Sube
grupp H de G y unpunto B de AH ; ¥ decimos qus Hﬁ s local s1 H
as sl grupo dé defecto de B en H (o, de un medo equivalents, si
Bry, () # lo} Ja 61 Hg y Hp' son dos grupos puntsades, decimos que Hg
asta contenidoc en H‘5 cuando HS H' y pare cada J° € B° existe JE€ P
tal gue JAJ< JtA ST
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.€n {8) demostramas gue si o gs un punto de NG s+ UN grupc pun-
taado laocal PY contenido en Gu g3 maximel =i y solo s P 88 un grupc

de dafecto de &« , y sn tal caso, todo grupe puntssdo lessl contenido en

Ga tiene ur conjugado por G contenide sn PY . Como sa ve, este resulta-

do afina sl tecrems de J.Breen citedo en §2 y puede interpreterss come un
“teorema de Sylow® para grupos punteados,

Sea HB un grupo punieado y escojamos j € 8 ; la aplicacidn de
H en el élgabra 3JAJ que emvia x en % J es un morfismo, y designamos
por »“\9 la kH—eflgebra interior as{ dafinida; claramente, le eleccidn da j
ne influye en la glase de isomorfismo de A§ (an tante que kH—a’lgebra intew
rior}, A partir ds as (o de cualquier kM-Algstra interior) podemos conse—
truir una nueva kG-dlgebra interior, que dssignamos por Indﬁ(i\s) , dotando

KG & Aﬁ kG del producto distributivo dafinido por
kH FkH o si yx* § H
(x®a®@y){x*®a*®y )=
x® g, yx", 8" @ y¥ si yx¥ € H
y de la eplicacicn desde G quoenvia x sn L xy @ J® y=! donde sumamos

scbre un sistems de representantes sn G de G/H .,

En {8) demostramos que 1 @ es un punto de A8 x Py oun o

puntaado local maximal tal gue PY c G » Bxistes un punto @ de
[In%[A 1% tal que A, ¥ {Ind {A })gr  2n_tento que kG-glgebras interio-
rgs, En particuler, las- categcrfas de A -y ds Ay-modulos son aquivalantas,

§5 Bloques nilpotentes

De shora sn adolante, suppremss que A o kG con 8] morficmo evie
daente, Gea &« un punto de AG » 85 dsclr, un blogue da G , y P‘Y UN T U=
po punteado local maximel tal que PY = Gu . Entonces Aq = kG,@ ¥ gracias
al resultedo pracedents, el estudic de kG.&@ puede hacerse Fecilmente a par—
tir de 1a kP-a’lgabr‘a interiocr AY- o

Con M.Broug, decimos gue a 885 un blogue nilpotente cusnado para

cada grupo punteado lecal !35 cantenido en Gar s NG(gé)/CG{G) 25 un

p—grupe, Hagamos hincapis en que, @ diferencia de los casos considerados pre-
cedentemente, esta def inicich no comports ninguna restriccidn sobre le es-
tructura de P , Sin embarge, si P es abelianc, @ es nilpotente si y so=
lo si NG(PY) a CG(P) ; ¥ esta situacidn habia sido estudieda por R,Brausr
en {3}, Simplificando, conjuntements con M,Broué, demostramos en (5) que si
@ es nilpotents, entonces card(Y ) =1 , ZkG.a T kP y KG.& g5 iso-

morfo al  dlgebra de matrices de un cisrto rango, & coeficientes en KP
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Ellc parecie indicer gue si a ps nilpotente, k5, es isomorfo

al a’lgebra de matrices de un ciertp rango, & coeficientes en kP . Recientew-

mente, sl autor ha demostrade gue as{ es, daterminando la estructura ds la
kP—élgebra intsrior AY . Pera descrihirla, hagsmes remgroar que, por defiw
nicifn, decir que N es un kP=midula es eguivalente a decir que Endk(N]

es una kP-&lgebrea interior, y gue dadas dos kP-élgebras interiores 8 y B?'
se defina de un modo evidente la kP—_eflgebra interior Bf B* , Terminamus

erunciando nuestyo resultedo:

Tooreme, Con las notaciones precedentes, @ a8s un blogug nilpotents si y

solo si exists un kP-mgdule N tal que A, ¥ Endk{N] ® kP en tanto qus
} k
kP-a’lgehras interiores,.
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