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{32B05 A.M.5. Subject Clagsification) We obtain some results (a Nullstellensatz,
a specialization thecrem, 'a la E. Artin') for Rash algebras with an slgebraic
method based on M, Artin theorem (and easily generalizable to the analytic
cese) simplifying, notably known proofs. .

El teorema de los cercs para gérmenes de Nash sobre R se puede obtener
como una consecuencia del teorema homdnime para funciones de Nash en un abier-
to de X" [Bochnak; Efroymson, 1978]; asimismo el teorema es vdlido para gér-
menes analiticos reales [Risler, 19?61. Estos resultados han sidc demostrados
utilizendo de modo esencial 1a geometria de R" aln cuando adwiten una formu-
lacifn estrictamente algebraica. Lo misme ocurre con cotros problemas de geome-
tria real y en particular nos referimos a un teorema de especializacifn 'z la
E. Artinf [Risler, 1976] v a la solucibn del problema 17 de Bilbert {enunciade
en [Hostowski, 1976] pero no correctamente probado hasta [Béchnak, 1978]; véa
se también [Efroymson, 19741 aunque las demostraciones de esta nota sdlo fueron

completadas en [Bochnak. Efrovmson, 1978]).

Los resultados mencicnados se pueden establecer también para series for-
males {el teorema de los ceros y la solucidn del problema 17 de Hilbert se de-
ben a [Herrien, 1973], el teorema de especializacidn 'a la E. Artin' a
[Lasalle, 1975]; véase ademis [Robbin, 1979]) pero en este caso las demostra-

ciones difieren, pues son fundamentalmente de caricter algebraico.

En resumen, hay ciertos resultados importantes que se verifican en cual-
gquiera de los anillos m%. On, ﬁn, de series de Nash, analiticas y formales.

pero cuyas demostraciones conoridas exigen métodos distintos en cada caso:
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trata entonces de describir técnicas unificadorazs que permitirdn en particular

la obtencifn de nuevos resultados para Algebras de Nash,

1. Consideraremos el caso de los anillos Sﬂv 9; scbre un cuerpo de caracte-
ristica cero, eludiendo la tradicional restriccifn a cuerpos valorados com-
pletos de caracteristica cero {(véase por ejemplo (Lazzeri, Tognoli, 1970]),

mediante la siguiente:

{1,1) Definicifin. Sea k un cuerpo de caracteristica cero. Una serie de
Nash sobre k es una serie formal algebraica sobre el anillo de po-
linowmios.

En este contexto es necesario demostrar el

(1.2} Teoremas de divisidn de Weierstrass. Sea ¢ & Jﬁ} regular de orden p
en x . Paracada f 8RR existen Q 6., REX , {xn] con gra
do de R < p, tales que f = G + R. Estas condiciones determinan
Q¥ R de modo Gnico. Ademfis, si ¢ es un polinomic distinguido en
x ysi f Gﬂin_l[xn], QYR estdn en Jﬁn_l[xnl.

(donde las definiciones omitidas son las usuales, véase por eiemplo [Tougeron,

1972]). Nuestra prueba de este resultado sigue técnicas habituales, que sin em

Tognoli, 1970} no se aplica, por ejemplo, a un cuerpd con la valoracidn tri-
vial, ni 21 mismo @, en el que no existen valores absolures completos no

triviales,

Disponiendo de {1.2) es ﬁosible reproducir los argumentos dados en 6; ¥ yn y

obtener el

(1.3} Teorema de aproximacifn de M. Artin., Sea k un cuerpo de caracteris
tica cerc y k<x,y* el anillec de series de Wash en x=(xl,...,xn},
y=(yi,...,yp). Sean fl{x,y),...,f (x,v} € k<x,y> con fI(O,O) =,

‘.= fq(x,y) = 0. Sean yl(x),...,yp(x) ] k{{x]] una solucidn for
mal del sistema fi(x,y) = ... = fq{x,y) = 0. y sea v € N. Enton-
cen existen y?(x),.....yv

|4
que yi(x} - yg(x) GTR“+1, i=l,...p, donde W ez el ideal maximal

de k[[x}].

Este teorema, para series analiticas sobre un cuerpo valorado de caracte

ristica cero se debe a [M. Artin, 1968]. Véase también |[Tougeron, 1976],

(x} GJIH, solucidn de ese sistema, tales

donde aparecen-refinamientes para series de Nash y analiticas sobre R.
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7. Como comsecuencias, obtenemos demostraciones breves y fZciles de:

(2.1) El1 teorema de los ceros para 51gebrés de Nash sobre un cuerpo alge-
braicamente cerrado de caracteristica cero.
(2,2) Un teorema de especializacibn '5 la E. Artin' para algebras de Nash

sobre un cuerpo realmente cerrado.
hdemds, (2.2) implica automiticamente:

(2.3) La solucidn del problema 17 de Hilbert para series de Nash sobre un
cuerpo realmente cerrado.
(2.4) El teorema de los ceros para Algebras de Bash sobre un cuerpo real-

mente cerrado,

Nos. ocuparemos aqui sdlo de (2.2), pues serd después evidente como pro-
bar (2.1), Asimismo, no nos detendremos en la deduccidn de (2.3) y (2.4) a

partir de (2.2), pues el argumento es comocido.

Recordemos primero que un Hlgebrs de Nash {resp. formal) sobre un cuer-
Po k es un Blgebra unitaria A sobre k, imagen por un homomofismo de &1
gebras unitarias de un ﬂln {resp ﬂfn).l En consecuencia un &lgebra de Nash
A es local, y su completado para la topolegia de Krull, gue notaremos A,

es un dlgebra formal.

En tedo lo que.sigue suponemos que k es un cuerpo realmente cerrado.
Entonces los anillos Jﬁn v G?n son ordenables. En particular, fijamos en
]% = k<t>, 53 = k[[t]] el orden total cuyos elementos >0 son las series

I a

n t" con a > 0, y observemos que la topologia del orden es la de
n>n, ° '

Krull. Unicamente precigames un lema para probar (2.2):

(2.5) Lema: Sea A un 3lgebra sobre Kk, iﬁtegra y ordenada. Sean fl,...,fr
elementos no nulos de A. Entonces existe un orden total em A tal que
fl,...,fr tienen igual signo en A que en A.

Demoatracidn:

Podemos suponer gque fl""'fr no son unidades y son >0. En primer lu
gar se construye un Zlgebra de Nash integra ordenable B2 A de la forma

B = 5[81,.--,gr] donde B1»<--28_ 8on ascluciones de las ecuaciones:

I fl = 0,ueeyX - fr = 0 en un cuerpo ordenado maximal que contenga A.

Después se comprueba que Ac 8. Para terminar basta obeervar que el comple~

tado de un Elgebra de Nash ordenable ‘es un #lgebra formal ordenable {es una
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L)
cengecuencia de (1.3)), y se elige un orden total en B, cuya restriccidn a

-

A resuelve el problema.
Deducimes de (2.5) el teorema de especializacifn. El enunciado es:

(2.2) Sea A un dlgebra de Nash sobre k integraz y ordenada. Sea fl"“’fr
elementos no nulos de A, Existe un homomorfismo de dlgebras unitariacs
T ! A+k<t> de modo que T(fi) es # 0 y tiene igual signo en k<t>

que fi en A (i=1,...,1).

Demostracidn,

En virtud de (2.5) y por ser el resultado cierto en el caso formal (véa-
se [Lasalle, 19?5]) existe un homomorfismo o : A +'k[[t]] tal que a(f, ) es
#¥0 y tiene igual signo en k[[t]] que f. en A (i=l,...,r). Como la topg
logia del orden es la de Krull, existe v 6 N tal que cada elemento de
o(f, §) tm v+ es ¢0 y tiene igual signo que o(f, 47, donde m= t.k[[t]].
Por ﬁltlmo, existe un homomorfismo T A+ ket> tal que 1(f) = g(f) (mod

V+ ) para f 6 A (es otra conpecuencia de {1.3}): 1 es la solucidn.

Terminamos esta nota enunciando (2.3) v (2.4):

(2.3) Sea f un elemento no mila de ﬂbn. Las afirmaciones siguientes son
equivalentes:
(¢} f es suma de cuadrados en el cuerpo de fracciones de Jl
(8) Para cada homomorfisme de Algebras unitariss T: R. -+ k<t> es
T{f) 2

(¥) £ > 0 para toda relacién de orden total en X,

(2.4) Sean A un Algebra de Nash sobre k, v & e1 conjunto de todos los
homomorfismo de dlgebras unitarias de A en  k<t>. Se verifica

n ker B = M) donde R.’)], es el nilradical real de A (esto
HeY
in

es, el ideal de los x 6 A tales que x° + xf + e 4 xi =0 para

ciertos xl,...,xr A, n>1),

Es inmediato, a partir de (2.4) obtener la formulacidn habitual del tecrema

de los ceros para R (véase [Tougernn. 1972]}.
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