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INVARIANTES DE ANILLOS LOCALES Y DEFORMACIONES DE CURVAS PLANAS
(EN CARACTERISTICA P > 0).

Antonio Campillo
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Universidad de Valladolid

Let ¥ be thé ring of an algebreid variety over an algebraically closed
field k of characteristic py 0. If Speca is equimuitiple along a closed sub-
variety Spec A of codimension 2 then K (gl g eqg KA(q), where e is the

&
n
multiplicity and K stands for the function - K  {a=p } = dim IU'/ n
HIIPTERy e P k Ama@®)
The eguality holds for g ¥ 0 when Spec r is eguisingular along Spec A, and

the speciai fiber is irreducible.

Sea k un cuerpe algebraicamente cerrado de caracteristica p»0 ¥y 0' un
anitlo.local noethertano con ideal maximal m y cuerpo de c_caeficientes k. En ( 5 ) Kunz

introdujo la funcidn {invariante de @)
K (@ = dim (¢/_a1) L) Y

.. . n . . . ..
definida para los ®nteros del tipo g =p . En este trabajo estudiamos para una deformacion
de curvas planas la relacion existente entre los invariantes K de la deformacion v det

espacic de parametros.

Sea § {X,Y) € k[[%,Y)) una serie definiendo una curva algebroide piana scbre
o
k y A una k-algebra local noetheriana completa teniendo a k como cuerpo de coeficientes.
Una deformacién de fO sobre A es por definicion ura serie f(X,Y) € AI(X,Y)] tal que

fo = res(f), donde res(f) es la serie obtenida reduciendo los coeficientes de f mbdulo el
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ideal maximal ™y de A, En lenguaje geométrico , la deformacion es el morfismo de k-esque
mas X= Spec( AI[X.YH/“) ) —& Specf{A) inducido por la aplicacion natural
A—s A[EX,Y]I/(“ =& ylacurva J{o= Spec(k[[x,\’]]/(f )) se identifica con (a fibra de

diche morfismo en el punto cerrado, es decir con la fibra especial de ia deformacibn,

 Dar una seccibn de la deformacidn consiste en dar un morfisme s : 0 —» A
que induzca la identidad sobre A. En le:sucesivo trabajaremos sblamente con la seccidn
trivial t: ¢ — A ,es decir la seccidn dada por t{X+(f)} = t{Y+(f)) = 0. La deformacidn
se dice que es equimbItiple {a:lo large de t} cuando el orden de:las series f vy fo coinciden.
Si X=0 es transversal a fo (esto se puede suponer sin céardida de‘generalidad) , la condi~
cion de equimultiplicidad y e teorema de preparacion de Welerstrass mos permiten escribir
fdela for‘ma.

1

(Y = Yo 4B 00 Y T B 00, B00€AlX])

donde ordx(Bi(X)) =i, ) i
TEOREMA 1. Para una deformacion equimiltiple f de fo sobre A se tiene

Kﬁ.(q) % quA(q) ¥ aq

donde e es la multipriéidad de flc { y por tanto |a multiplicidad de todas |as fibras), La
]

igualdad se verifica si y sélo si yq [ (mA . xq), siendo x = X+(f), y=Y +(f),
Bemostracion: Si {m] P ,mh} es un conjunto de elementos de A cuyas clases mbdulo

. _ . K
m‘im“'I son una base de A/m fal , los elementos de B:{ijlY }.14igh, 0gig q-1,

A
0g kg e-1, son un sistema de generadores del k-espacio vectorial O/m[ql , asi la formula

{1} se sigue facilmente. Para probar la segunda afirmacién, notemos que YCI tiene una

. Ly ) e-~1 .
unica expresion de la forma Yq=AI(X)Y +.. .+AO(X)+ Z + Z', donde Ai(x) es un polino-
mio con coeficientes combinaciones lineales de los mi y de grade & g-1, Z pertenece a

{ La) Xq) y Z'€ (H{X,¥). Asl A](x) 'ye_1+. .+A {x)=0 es una combinacidn lineal nula

m r
A (q)

de elementos de B, y la condicion 'yq€ (mA ,xq) significa que los coeficientes de dicha

combinacidn sun todos nulos, y por tante si ng {m[f,xq} se tiene Ko(q]«( eq KA(q).
Recfprocamente, si yqe (mt:], xq) enfonces {éda combinacidon limeal nula se obtiene en (3

forma anterior sustituyendo el polinomic v por uno del tipo qu(X,YJ, por tanto, puesto
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{al

que pix,y} yq € {mA ) «J} dicha combinacibn debe temer coeficientes nulos. Asf la iguat-

.

dad se da en {i}.

NOTAS: 1) La demostracién anterior nos indica que la condicion Ka(q} = quA(q) se
puede combroba.r- atgoritmicamente a partir de la ecuscién =0,

2} La equimultiplicidad no es suficiente para garantizar la igualdad en {i}. Asi,
por ejemplo, yz—(mz)zz?' es egquimbltiple a lo largo del eje de las %, sin embargo

K (@=2q°-4.

En adelante supondremos que fo es irreducible. Sea f una deformacion de

f sobre A.
<]

DEF INICION: Decimos que f es HN-equisingutar cuande f admite un desarrollos de

Hamburger—Noether (véase (3) para detalles).

Consideremos ahora un cierre perfecio A de A; es decir, en el ¢caso en que
i
»* L. - .
A es regular A se construye como union de A con 120, yen el caso no regutar se

toma Ao reguiar y una roonfismo suprayectivo Ao——7 A de anillos locales v se pone
LYR i
» . L
=A ® A . En estecaso, si A = Arﬁ A setiene A = k‘) Ay A_p.(- A
o o 1 o] Aﬂ 1 t

S

DEFINICION: Diremos que | es equisingular cuande f es HiN-equisingular considerada
come deformacidn sobre algln A; ix0. (Notese.que cada A es una k-algebra local
¥

noetheriana completa con k como cuerpo de coeficientes}.

Cuando Spec A es integro esta segunda definicion coincide con la definicion
P C . . .. R Lol
clasica de Zariski, es decir equivale a la equisingularidad de las curmas XO l): k(%) v

A —_—

X f\'k(i ) donde k(%) es el cuerpo residubl-del punto genérico £ de Spec A, (véase
(3], 5.

TEOREMA 2.- Si f es una deformacidn equisingular de fo , entonces para q 770 se
tiene KO'(Q) e g KA(Q).

Demostracion: Si f es HiN-equisingutar entonces f tiene una parametrizacion, y por‘ tanto
¢ s Alls ]] . Ademas (t ¥ Rl Ve \3’ donde ¢ es el conducior del semigrupo de f . Asi

se tiene y € {x ) para a2 c/( ? e) donde § , e el primer exponenie caracterfs—

ticode f oY por la segunda parte del tecrema 1 se tiene Ke(q) =eqkK {q) En caso
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general la demostracidn es ansloga pasando a A » considerando el correspondiente

anillo §¢' y teniende en cuenta que &p ¢ 7.

NOTA: Puesto que K &depende salo de eel anierior teorema nos da una condicion

necesaria para la existencia de una subvariedad de. Spec l? isomorfa 3 Spec A alo largoe

de ia cual & es equisingular,

(1}
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(2)

(3)
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{5)

(6)
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