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Es bien ccnocide que el e3lculo de los grupos de cohomologia de una curva
plana se puede hacer paso a paso por transformaciones cuadriticas. El pro-
pbsito de esta comunicacidn, es mostrar que 51 existe una desingularizacidn
en 2] sentido de Hiromaka, a base de transformaciones cuadriticas con cen-
tros en subvariedades normalmente planas, se puede calcular de un mode pre-
ciso la variacifn de la cohomologia y de la caracteristica, Los teoremas cen

trales son:

Sea 7:¥'——Y una transformacidn cuadritica con centro en una subvariedad
normalmente plana Z de codimensidn d y multiplicidad m , estando Y
sumergida en una variedad simple con codimensidn-1 .

1° Variacidn de los dualizantes: Si D y D, sov los dualizantes de Y'

Y

Yl
e Y , se verifjca:

= *
Dyr = DYsoy. L n-)E

siende E el ciclo excepcional de la explosidn.

-

2° Teorema de anulacidn: R'n,D_, =0 i3>0 y en particuiar ﬂ*DY| =p;1 -30 DY.
E * Y .

*y ¥

3° Cdlculo de la variacidn de la caracteristica, Si Y'— Y es un morfismo

proyective factorizable por transformaciomes cuadrdticas a lo Hiroraka
Y=Y —¥ —...—Y =Y, se verifica:
. n
n mi-ds-t

i
X(Dy,) = x(®) + § 7§ x(s Ny v, @Dy )

j=1 i=1 373
siendo mj ’dj la multiplicidad y la codimensidn del centro de explosifn

Z. en Y, |
J J
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s pi _ . _ - . d- = -
4° R “*OY' =0 para i#0 , d-1 . Adends dlmk(p) (. LH*OY')p al termlr:o cons
tante del polinomic de Samuels del anillo local de Y en el punto genkrico

g de 2.
5° Se verifica la sucesidn exacta siguiente: i d:me

i (10— 1 (0,0 — 1, 0 ) —

6° Por filtimo demostramos el teorema de anulacidn para morfismos proyectivos
¥'——>Y¥ factorizables iaor transformacicones cuadridticas a lo Hironaka, es de -
cir R" m D =0 i>0 . Este tecrema ha sido demostrado por Grauert-Riemens-—
chneider en variedades. analltlcas y por Wahl ¥ Lipman para superficies.
Pasemos a las demostraczones

Sea X wuna variedad lisa e Y una subvariedad de codimensidn 1l de X int_e_:'
gra, y sean T, 7 la transformacidn cuadritica en una subvariedad lisa de

Y dada por el haz de ideales p .

¥ o— — Y7

7 - Llamenos 5 al haz de ideales de Y' dado por la
l imagen del morfismo n¥%p —»OY, . Se verifica enton-
X +— ¥ ces que:
4

Tecrema: E1 dualizante de Y' wale DY,=;_)m_ QH*DY siendo m la multi-

plicidad y d la codimensidn en ¥ del centro de la explosicidn.

Demostracifm: pm_d= LO(m—d)EGO OYe siendo E el divisor excepcional,
L
Por adjuncidn {3 (QX @LY,)@ vt o DY = (QX@LY)QOXOY , ¥ teniendo
en cuenta que Q,x, =%*Qx®1.dg siendo E el divisor excepcional de la explo
i5 gt =
sion y gue 1 L‘z‘ L\."'-i-mE se concliuve.,

Teorema de Anulacifn: En las mismas hipOtesis que el teorema anterjor se ve-

rifica:
R D,, =0 i>0

Demostrac:.ﬁn. Como la cuestidn es local, bastard probar por el tecrema ante~
rior que R w, pm~d=0 para 1i>0 . Tensorializando por X,(m—d) en la su-
cesidn e*-*ay,—»ox.—voy.—»o resulta

0 6y (mmd) > Oy, (@-d) — Oy (md) = 57 00 ()

. - 0 L .
Ahora bien, "*GY'_'GW °Gp Yy como a, es principal se tiene que en nuestra

localidad Gy Ea;ﬂ = OX,(—m) por la equivalencia lineal. Y se termina roman

do imigenes directas en la sucesidn {*) teniendo en cuanta el conocido hecho

274



de que Rlﬂﬁox,(n}=i} i>0 para n>-d-1 siendo mW:X'—— X una transforma-

cifdn cuadritica de variedades lisas.

Consecuencia: variacidn de la caracteristica en un morfismo birracional:

Por el teporema de anulacidn, si #:¥'—= Y es una transformacidn cuadritica

en las condiciones del teorema se tiene que la suite espectral

Eg’q = HP(Y)RQH*Dy') = Hp+q(Y'sDYw)
i i,.,
es degenerada luege H (Y,ﬂ*DY,) = H (Y ,DY,) .
Tomando caracteristica en la sucesidn exacta:
0— " %@p, = 7.0, —D,—0 /" Y00, — 0
P y T Ty 'O Y

m-d
resulta que X(DY) - x{DY‘) = x(UYfp GDY).
Llamando Py al ideal definido por el centro de explosidn dentro del am-

biente lisc X se tiene que:

_ m-d . m—-d _
XUy) = X(0y) X0y 8 D) = (Ol @y -
m-d-1 . . .
_ i, it+1 . i
= 3 Xlpg/p, ®Dy) = ] X(S'N, . 6Dy)
1
donde NZ!X es el fibrade normal a Z dentro de X . Por tanto:

Teorema: 8i Y'—— Y es un merfismo birracional proyectivo que factoriza
por dilataciones en subvariedades normalmente planas a lo Hirenaka, se puede

calcular la variacidn de la caracteristica con las férmulas anteriores,

Teorema de dualidad para morfismos birracionales: Sea X—Esp (0 la explo-
sifn en un punto de codimensidn d (que sSea una singuiaridad nornalmente
plana} de uwn anille local completo (0 , se verifica:

n-d-i

0, WLHIDDI* = din0

RIW*M = Ext

R d ' - . .
siendo HE(DK) el haz de ecchomologia local sobre el ciclo excepcional.

El dual lo tomamos scbre la envolvente inyectiva del cuerpe residual.

Demostracidn: Sea m el ideal mwdximo de (@ . Llamando Mn = M/mM se tie-

i -1 .
ne: R H*Hm = Ext” J(Mn,Dx}*= {por el teorema del functor compuesto para
n—d-i d . :
T, Hom = Hom) =Extox l(M,Ext (Ofmm,Dx)) v se termina pues

. d m d - , i i
%&E Ext (0/m 'DX) = HE(DX) y ademis %if Rom M = R ,M por el recrema de

X

las funciones holomorfas de Zariski,
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Aplicacifn: Tomando en el teorema anterjor M = Dx y aplicando el teorema

de anulaci8n, resulta para i>0 que:

_ n-d-1i d _ n-d-i d
g = R Ty = Extox (DX,HE(DX))* = Extox (GX,HE(OX))*

de donde se deduce que HE(OX) #0 para i #n.

Tecrema: La condicidn necesar1a ¥ suf1c1ente para que se verifique el teore

ma de anulacidn es que R W*O = [ (X E D ,) para 1#0 ,n .

Demostracidn: Se deduce de lo anterior y de la sucesidn exacta de cohomolo-

gia local.

=0 para i #0, n1pox ser X Cohen-Macaulay.

. i
“Corolarlo: R “*Ox

Teorvema: Si Y'—— Y es un morfismo birracional que Factoriza por dilata-
cidn en subvariedades normalmente planas a lo Hironaka, se verifica el teo-

rema de anulacidn,

Demostracidn: Es consecuencia del teorema anterior.

Aplicacibn al cileulo de la variacin de la cohomologia: Sea Y¥'——Y una

transformacidn cuadritica en un punto de codimensidn d . Consideremos la

suite espectral
+
Eg‘q = HP(Y,an*oY,) = nP q(Y',OY.)

que por lo que ya sabemos es una suite de fibra esférica, luego por la suce
$idn exacta de fibra esférica se tiene Sunoniende ¥ Int. cervadn

I (1,0,) —utr J0g0) — Hi oy gLy Oys) —>
de donde K* (Y,0 )—H (xy* 0 v) para i¥n-1,n.
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