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In the osresent work we obtain several reprasentations of the rank func-
tion associated to a well founded relation in terms of transitive and
supertransitive clasures,by means of transfinite recursion theorems COfi-~
cerning these relations and with no use of ordinals theory . Moreover,
specifical representations are obtained for the ordinary rank function
in certain transitive classes .

Notacidn:Representaremos nor 1§ 1la clase universal,por{j la clase de los
ndmeros ordinales y por ﬁ‘la grafica vacia.5i B es una relacidn bien
fundgmentada sobre una clase A entonces notaremos pcrff la extensidn
transitiva de R,porS{X el R-segmento inicial de extremo x€A vy pnrlﬂg{ﬂ}
1z clase de los elementos B-minimales de A.S1 A es una clase notaremas
por ﬁ y‘RtrespectiuamentB.las clausuras transitiva - y supertransitive

de A ; por K el interior transitive de A j por € 1a restriceidn a A de
le € -relacidn; por {3}:56:-:#&] {aeA);y por A la clase siguiente de A .
Teoraema 1

Si A es una clase y R es una relacidn bien fundementada sobre A entonces
existe una dnica gréfica funcicnal ﬁfde A enll tal que :

1) dom pR= A5 i1) (V) (xeMp® = §i(0 = 0] 5y

135) (Ve) (ne A-M (A 2 gR00 = W Dep]T)

Ademés,en tal situvacién (V x}{xeA#_ﬁR(x)ee') y {r*ecf: es una clase ordinal].
demastracién:ia existencia y unicidad de;f resulta de la aplicacidn del

tecrema de recurrencia transfinita a la B-gré&fics de recurrencia H de A
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en W definida asi : H{#') = 0 y si xea y Fe-?:ﬁ(b'gl*?,’ W)~ ¢ eaconcos
- +
HeF) = U/ DFG)]
;eSu} .
Finalmente , por R-induccidn transfinita se establece aue { ¥V x){xeA =>

> TE00)) v e Treo 7F)
Definicidn:Bajo la nomeﬂclatur‘a del teorema 1,1a grafica f se denomina
funcibén rango sobrs A asociada a R.51 A =¥ v R = €, entonges notarernos
€qg L.
rank = 5-’ (es la funcién rango urdinaria sobre la clase universal) .
Corolaric:5i A es una clase entonces existe una dnica gréfica funcional
g de A enl tal que : i} dom p=A; i) (Vx){xe M (A} pt0=0}y
A ) €4 A
115) (v x}(xea— Mg ta) = g 00 = L_./ Lgnd®),

Ademds , en tal situacidn se uerif‘ica :

L- Sz 7 TFix v (Yx)(xeh = rank(x) - rec g, ) .
2.~ fu TanK ¥ {¥x}{xelf = rank{x) = rec fmi] .

3.- 51 A es una clase propia transitiva entonces rec f4= & .
4.- 51 A es un conjunta transitivo entonces rec [ rank(A}
demostracibén: Aplicuese el teocrema 1 a B = €\
1.- Basta aplicar R-induccidn transfinita sobre K y tener presente que

si aek entonces an A=a. |
3.—~ Basta observar que si A es una clase propia entonces

(Yx)(xe & = (Ty)lyer A rank{y) » x}

4.- Sasta tener presente ue rank{A] =h/; [r‘ank(x)]+ - y T(r‘acﬁq) .
Teorema 2

Bi A es una clase y A es una relacién bien fundamentada sobre A entonces

existe una dnica grafica funcional F de Aen L tal aque :

i} dom Fla A i1) (¥x) {xeM (a> = Ffm=0)
111} (9x) (xe A= M (A) = F /hr

Ademds , en tal situacidn se verifica a
demostracicn:lLa existencia y unicided de !i resulta de la aplicacién del

teorema de recurrencia transfinita a la R-grédfica de recurrancia M de A

en W definida asf : H{ #°) = 0 y si xeA y Fe 49(5‘{(*))' W- t9* entonces

H(F) = AR
JES (k) < 2
Finalmente , por B-induccién transfinita se establece wue Fa = AR
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Corclario:Si A es una clase entonces existe una Gnica grafica funcicnal F

de Aen Y tal que : i) dom F, = A ; i) (¥x) (xeM  (A) 5 Ry = o) vy
113} (V¥ cA-M, (A o tx) = "/ ARG ).

151) (Vo) (xeA-M (A) 3 B O) = "L/

Adem&s , en tal situacién se verifica F =p, .

Del corolaric anterior resulta aque Fy = rank ; en consecuencia

{(Vx)(x e L = rank(x) = m) .
}'EX
Teoremz 3
Si A es una clase y R es una relacién bien fundamentada sobre A entonces
existe una (nica grafica funcional G: de A en W tal que :
1) dom GRe A 3 i8) (Yx){xeM() = Gl = O ) vy

R .
111} (Y x}{xe A-M (A} => G—:{x) = y\ SR/”{GQ tyi_}),
€5 4%
R
Ademés , en tal situacién se verifica G o= F": = _f:q .

demostracidn:la existencia y unicidad de Gf resulta de la aplicacidn del
teorema de recurrencia transfinita a la Ht'—gr'éfica de recurrencia H de A
en W definida asf : H( @'} =0 y si xeA vy Féﬁ(sﬂu); ®}-{8"} entonces

H(F} = J ot Fly}} ; y observando que MR{A) = MR“- (A} .
)eshtt"} . -3 R
Finalmente , por R-induccidn transfinita se establece que G‘g = fﬂ -

Corolario 1:51 A es una clase entonces existe una dnica gréfica funcional
G'q de A en Wb tal que : 1) dom GA = A j ii) (Vx){xemem):? GA(K}=O) y
1i1) (Vx}{xe A=M (R} > G, ) = % 160} ).

yel®

4
Ademds , en tal situacién se verifica G, = T4 = F, *

.Coralaric 2:51 A es una clase transitive entonces existe una Unica gré-

fica funcional G, de A en W tal aue : i) dom G, = A ; ii) G, (0)=0 vy

111) (¥ x){x ¢ A-{o} > G, (x) = ’\E_%iégﬁ} ).

Ademés , en tal situacién se verifica GA = "‘“‘k]

Coroleric 3:8i A es un conjunto entonces renk{A} = rank(R) .

Teorema 4

8i A es una clase y R es una relacidn bisn fundementeda sobre A entonces

existe una dnica gréfica funcional J;K de A en U tal e !

1) dom J¥= a5 i3) (Vx)(xeM&) = L*n=0) vy

111) (Yx)(xe A= (8 =3 TN =\ /TR ) )
o

2
Ademé&s , en tal situacidn se verifica Gt = Ga = Ya = j"A .
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demostracidn:la existencia y unicidad de Iag resulta de la aplicecidn dsl
teorema de recurrencia transfinita a la R-gréfica de recurrencia H de A
en U definida asf : H{ P* ) =0 ysi xeA y Feég(ﬁg{"); W~ {#*} entonces

H(F). = \J’t{(;?

yes (s
Fipaimente , por H—inducc_ién transfinita se establsce que

=

A .

Corolarig:S5i A es una clase entonces existe una dinica grafica funcional
Jp de Aenlf tal que : 1) dom Ty = A 5 3i) {Vx){xeM (A} 2> T, =0)
A“
y iii) (Vx){xe A-M  (A) = T (x} = L\ Tay¥),
A . FEXAA
Del corclaric anterior resulta oue I£= raplk ; en consecuencia

(Vx}{xell = rank{x} = )}E{ {rankip} )

Tecrema S

81 A es una clase transitiva tel que todos sus elementos son cerrados ogr
clausures trensitivas y A es una relacién bien fundamentada sobre A veri-
ficando (V x){xeA = 00 € X A B(R)= {yeh: ﬁz{ﬁcg‘\j ¢ W) entonces
existe una dnice gréfica funcionsal LR' de Aen Wtal que : .

1) dom L o A 1 1) {¥x)(x e MlR) = LAm =0 ) vy

i11) (Vx)(xeA Mo (8) => Loy = \5: ‘{g)u* >}).

demostracidn:Se considera la relac:.én T sobre A definida asf:sl {x,yleAx A
entonces  {x,y}eT &> (Fz) (ze S,y A~ Sptre Z )} . se demuestra
aue T es bien fundementada sobre A y se aplice el teorema de recurrencia
transfinita a la T-gr&fica de recurrencia H de A en W definide asf; H{ ) =
=0 ysi xeA y Fed(s “‘))w}-{f} entonces H(F) = / {F{J)} , cbser—

S(!)
vando aue Soo-\_) BEy qe M, (R =M, (A},
Ees (e

Corolaric:S5i A es una clase supertransitiva tel e tcdcs sus elementos

son cerrados por clausuras transitivas , entonces existe una dnica grie
fica funcionel Lyde A en W tal que : i) dom L, = A ; i1} L, {o} = v
111) (Vx){xe A=io} = L, ()= }g Latn}).

Adem&s , en tal situacidn se verifica ) La = ra.nk’

demostracidén: Obsérvese que si & es un conjunto cerrédo'pcr tlausuras

e )
transitivas entorices @ = L P(X)} .
xEa.
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