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APROXIMACIONMES DIOFANTICAS A CERC DE LOS POLINOMIOS COMPLEJGS
GENERALIZADOS SOBRE UN CUERPC CUADRATICO IMAGINARIO
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ABSTRACT.- Applying the method of linear forms discussed by the author
in a former in |1] , it is obtained an upper bound deviating
least ‘from zero for the generalized complex polynomials of
integer algebraic coefficients belonging to an imaginary qua
dratic field.

Consideremos una sucesidn de funciones complejas

fm(t) =. wm(t) + i Wm(t) . m= 1,2, ..., (1)

Y ¥ E Lg(t)(|a,b1), Tinealmente independientes sobre el cuerpo de Tos ni
meros complejos, siendo p(t) > 0 una funcifn integrable seglin Lebesgue en
la,b] que se anuie a 1o sumo en un conjunto de medida nuta.

A las combinaciones lineales de las funciones (1):

n

P (t) Zamfm(t] , (2)

m=1
donde um € g, las 1lamaremos polinomios compiejos generalizados, de grado

< n, respecto del sistema (1).

Del mismo modo que en | 1| se construye por el proceso de E. Schmidt un
sistema ortonormal en |a,b| de polinomios complejos generalizados
[.Ul(t)) “"wn(t)’ LI (3)
o sea, tal que
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b _ 0, si m#n
[ aplt) Btarpte ae { (4)

3 1, si m=n.

La raya sobre w denota el elemento complejo conjugade.

Facilmente se demuestra que el determinante de Gram

b
N N LR (5)
a
es real y positivo: & >0, |3]. Ademds, si
n
fn{t) f :E:.bns s{t) : (6)
s5=1
resulta n
' .- 2
o ‘ﬂ P {7)
k=1

Sea ahora K = Q( v D } un cuerpo cuadrdtico imaginaric, siendo D < O
un entere racional exento de cuadrados. Denotaremos por w el nimerg bdsico

del campo K:

o, st D= 2,3 (med 4) i
w = _ (8)
1440 si D=1 (mod ¢)
A :

de modo que ®= ih, h =1Imuw =/ /T[>0 en el 1°" caso, migniras que

w=1/2 + ihy h =Imw = 1/2 /101 >0 en el 2° caso.

A continuacifn, demostraremos el siguiente teorema, enunciado en |1 | :

TEOREMA. - Siempre existe un polinomic complejo generalizado Pn(t} de
la forma {2), de coeficientes enteros algebraicos a, € K= Q{ VD), no simul

tadneamente nulos, tal que
b

2
J = E [P {t)] p(t) dt < 2nh Ai/” . {39)

a
DEMOSTRACION.- En virtud de {6), cualquier polinomio de este tipo pue-

de expresarse en la forma
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Pn(t} = § 2 “mbms ms{t) - (10)
y, por tanto, teniendo en cuenta (4), para la integral (9}, resulta:

n 2
2= Ial S
=1
siendo

m=s

Consideremos el caso D = 2,3 {mod 4}. Los enteros algebraicos U € K
pueden expresarse en la forma

o woo, t € z. {13}

m - tom1 t FZm

Sustituyendo {13} en (12}, separando las partes reales e imaginarias y

pasando a médulos, facilmente obtenemos que
) 2

lAl = ggs-l ¥ Egs » 5= L2 {14}
donde o
- z (s} .
251 7 bsstZS-l ¥ Y tk ’
k=25+1
”n {15)
_ zE {s)
g25 = bty ¥ 6k by o
. k=2s+1

son reales, ya que bss’ b, YLS) ¥ 5£5) son todos reales. Entonces, (11}

2n
J = E ai. (16)
k=1

Aplicando el teorems de Minkowski de las formas lineales al sistema {15},

se expresa en la forma:

deducimos que existe un sistema de nimeros enteros racionales tk' k=1,....2n,
no simultdneamente nulos, tal que
lg,) < a¥® k=12, e, (17)
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donde [ es el determinante del sistema:
n
P 2 _.n ,
L =0 iﬁ-] B = ﬂn . {18)
k=1

Para estos tk’ obtendremos en (13} unos enteros algebraicos %y € K, no si-
mul taneamente nulos, para los que se verifica {9). De un modo similar se ob
tiene 1 mismo resultado en el caso D =1 {mod 4). E1 teoremz queda demostra
do.

t 1amando ahora b

2
a " = inf S IPn(t)| p{t) dt , {19)
a
donde el infimo se extiende a todos los polinomios {2} con coeficientes ente

ros algebraicas oy € K, no simultdneamente nulos, podemos ahora afirmar que

i/n

n

o < 20 4 (20)

Facilmente se obtienen resultados similares para Tas aproximaciones unji
formes a cero.

E1 caso de polinomios reales en varias indeteérminadas puede verse en |2l.
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