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BRSTRACT: Let CC (X,B) be the space of continuous functions from the comple-
tely regular Halssdorff space X into the locally convex Haussdorff space E,
erdowed with the campact-open topology. Our aim is to caracterize when this
space is barreled, evaluable, bormological or ultrabornological. We cbtain
necessary corditions by proving that C (X}= C (X,K} and E are (iscmorphic
to) complementary subspaces of C (X, E)¢ After®we partially reduce this pro-
blem to the case X compact and we cbtain some sufficient conditions, -
which generalize previous results of Schmets.

Sea X un espacio completamente regular y Haussdorff v E un espacio local
mente convexo (e.l.c.) Haussdorff., Al espacic de las funciones continuas de
X en E 1o notaremos C(X,E) (simplemente C(X) si E es el cuerpo escalar), No
taremos CC[X,E} {resp. Cc (X)) a CIX,BE) {resp, C({X}) dotado de la topologia
campacta-abierta, es decir, de la topologia de e.l.c. dada por la familia de
SEMINOrmas {r K,p° Kel , peP}t dorde T es la familia de los subconjuntos com—
pactos de X, P la de las seminommas continuas en E y Ty (¢)=sup{p(¢ (x)):
®EK} si KT , peP v ¢€C{X,E).

Siguiendo la 1inea de Schmets, buscamos condiciones en X y E para que
C, (X,E) sea toneiado, infratonelado, Hormolégico o ultrabernoldgico. Daremos
sistemiticamente estas propiedades en el e l.c. CC (X)) cono propiedades de X.
E5to no serd problema ya que estin perfectamente caracterizados los espacios
X para los que CC(X] tiene cada una de estas propiledades [1,2,6,7} . La pro
posicifn 1 nos permitird obtener condiciones necesarias; despufs daremos al
qunas suficientes.

Agradezco sinceramente a Fernando Bambal su direccifn en este trabajo.
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;_“_v.l Proposicifn: CC{X) y E son topolSgicamente isomorfos a subespacios de
Cc (X,E) gque admiten complementario topelégico.
Dem.: Sea x&X, feC(X) tal que f(x)=1l, e€F y e'una forma lineal y conti~
nia en E tal que <e,e'>=l. Consideremos las sigquientes aplicaciones:
) 8. rS
C.(X,E) —Z E —»C_(XE) : C (X,E —~E=% &3 C (X} —=> C(X,E)
6 (d1=0(x), S.le)=f(.)e, < e {g)=<p(.) &>, §_ (gl=gl.)e.

Es facil ver que estas aplicaciones son continuas y que verifican ade-
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Perc de aqui se sique inmediatamente el resultado emmnciado.

; donde T ' IE , etc. son las respectivas identidades.
Gf(E}

2. Cbservaciones: Siquiendo la misma QemostracifSn, la proposicifin ante-
rior se puede enunciar de forma mis general en los espacios CP.B(X,E} de
Schmets [3].

Por la proposicidn 1 tanto E como Cc: {3} hefedan en general las propieda
des usuales del e.l.c. Cc{X,E) . Asi, sin tener que estudiar separadamente
cada caso, podemps afirmar immediatamente cue si C {X,E] es tcnelado (resp.,
infratonelade ete.) C (X) vy E tambi&n son t:onelados (resp. mfratonelados,
etc.).

Al espacio de las funciones continuas de X en E oon imagen relativamente
conpacta, dotade de la topologia de la convergencia uniforme lo notaremos
C,(%E). Es claro que la inyeccifn canSnica de C, (X,E) en CC(X,E] es conti-
nua y que si 8X es la compactificacién de Stone-Jech de X, C,(BX,E) es topo
logicamente isamorfo a CO(X,E} .

3. Teorsma: 5i CC(X) ¥ CC{BX,E) son espacios tonelados {resp. infratone
lados) entonces Cc {X,BE) es tambi&n un espacic tonelado (resp. infratonelado)
Dem.: Sea Vr.CC (X,E) un tonel (resp. tonel bornivoro) en CC(X,E] . 51

CC(K) es tonelado (resp. infratonelado), de las caracterizaciones de [2,6]

y [7] v de las proposiciones IV.3. y IV.4.2) de [4] se deduce que el soporte
de la polar de Vv [4] , sop(V®), es un relativamente compacto de X. Ademds,
baséndonos fundamentalmente en el teorema de la bipolar, se demuestra que el
soporte de V {3], K(¥), coincide con la adherencia de sop(Ve), y por tanto
que K(V) es un compacto de X. Por otra parte, por la observacién anterior,
v CO(X,E) es un tonel {(resp. tonel bormivoro) y por la hipStesis un entor-
no de cero en C (X,E), es decir, existe una seminorma continua p en E talque

(*) VavNnC X E}nv ={¢ eC,OLE): pH(x))€ 1 VxexX}
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Es clarc que la adherencia de vp en CC(X,E) estd contenida en Up={¢v eC{X,E}:
plp(x) gl ¥x €4} ; pero ademés se da la igualdad: si ¢€Up, Kc X es compacto
y g es una saninorma continua en E existe un recubrimiento abierto finito de
K, {U. }1 1 tal que si x yEU, (1sisn), q(d)(x) -b(y)) < 1; v existe tambifn una

particifn continua de la unidad en X, {f 3.2 que estf subordinada a

i=1’
{Ui}i=1 en XK; entonces, si e.e tb(UA) (l€1< n) se tiene
n
L £ (e, & (¢ Zf()e)sup{c(Zf{x}¢(x)—Zf(x)e]x€K}
i=1 P ,q i=1 i=1 i=1

< supi r £, (x}qp (x)-e;): x€K J¢1. Asi, como V es cerrado en C_(X,E), de (%)
i=1
se deduce V::Up={ HEC(X,E): plp{x))g 1 Wx€X }

pero de aquf, por ser K(V) un compacto de X v por el teorema 5.1.b} de [3]
concluimos que V es un entorno de cero en CC(X,E) .

Observemes que €l tsorema anterior junto con la proposicitn 1 reduce en
parte el problema de saber cuindo CC(X,E) es tonelado o infratonelado al ca
so en que X es compacto. Nos dice en particular que si Cc{x) es tonelado
{resp. infratonelado) v E es tal que CC (K,E) es tonelado (resp. infratonela
do) si K es compacto, entonces CC(K,E) es tonelado (resp. infratonelado).
Esto nos permite extender alguncs resultados conocidos [4) y afirmar p.e.:

4. Corolario: Si E es limite inductivo compactamente regular (ver [4])
de una sucesidn creciente de espacios de Fréchet {resp. metrizables) y Cc(x]
es tonelado (resp. infratonelado), entonces CC(X,E) es tonelado (resp. infra
tonelado} .

Dem,: Basta tener en cuenta la observacifn anterior y gue como se ve en
[4], en la hipStesis, si K es compacto, C.(KE) es 1fmite inductivo de espa
cios de Fréchet (resp. metrizables) y por tanto tonelado (resp. infratonela
doj .

Obsérvese que los limites inductivos estrictos son ccmpactanenfe regula
res. -

5. Corolario: Sea {El}leI una familia de e.l.¢. tal que para cada i€l
E; es un 1fmite inductivo compactamente recuilar de una sucesidn creciente de
espacios de Fr&chet (resp. metrizables), entonces si Cc (¥X) es tonelado (resp.
infratoneladeo) Cc (x,igIEi) es tonelado (resp. infratonelado).

Dem.: Es consecuencia del corolaric anterior ya que es ficil comprobar

cque Cc (X,igIEi} es topolbgicamente isomorfo a iEICc{X'Ei] .

6. Teorema: Sea X localmente compacto y repleto El,Z,G], v E tal que
C.(BX,E) es bornolégico {resp. ultrabornolégico}, entonces C,(X,E) es borno
16gico (resp. ultrabornolégico).
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Dem.: Sea VcCC{X,E) un disco bornivoro (resp. un disco que abscrbe a
1los discos de Banach acotados), es facil ver que Vn CO {X,E) es también un
disco bornivorc (resp. un disco que absorbe a los discos de Banach acotados)
en CO(X,E:) y asi, por la hipftesis, es un entorno de cerc en Co (X,E), es de
cir, existe una seminorma continua p en E tal que

(*) v:vnq;mgphpabmm):mwwn<1 wxex}
Por la proposicifn 5.6. de [3] K(V) es un subconjunto campacto de X, vearps
que V>V RV ,p ={¢EC{X,E): pl¢p{x)}) <1 wxEK(V)} vy habremos terminado: sea
&V yy ,p ¢ ¥ Oonsideremos G={x€X: p(¢ 00} < 1}; por 1a compacidad local exis
te un ablerto relativamente compacto G0 tal que K(V} <G Eoc G, y existe
también feéc(x), £ con soporte compacto contenido en G, idénticamente 1 en
G, v tal que f(X)c[o0, 1]; f( 14 (. ]EC {(X,E} y existe r<l tal que
p(f(x)¢(x))<r, es decir, - p(f(x)¢(x} K1 para todo x€X, y entonces, por (%)},
= f( Yo (.)EV; por otra parte £f{.19(.) coincide con ¢ en G y asi por el teo
rema5 l.a) de (3] 1= G-£()¢(.))ev; ccxm\fesundlsco

e f(.)¢(.)}+ (1-r) [0 @0=£(.)$(.))] =¢ev.

Con la restriccibn de la compacidad local las observaciones que hicimos
a continvacidn del teorama 3 se trasladan aquf facilmente.
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