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1. CCOORDENADAS PRINCIPALES

Sea A = (dljj una matriz de distancias no euclideas sobre un cenjunto
Finito Sl ={1,..,i...,j,..,n} . Se llama preordenacifn sobre §fl asociada a
gij a la relacidn binaria definida en (:x(l:

(1,93 £ (47,39 siy sélo si Jii ¢ ”
Sean P1,...,Pn puntos del espacio euciideo | Rm de coordenadas euclé
deas X =_(xi.) v d;stan;ia o ,
djy= d° (P Py = hZﬂ (g mxgy)
Se dice gue la configuracion X realiza la preordenacidn si se verifica
dij“(‘ di'j' sl y sdle si Jijfdﬁi'j’ .

La obtencidn de una confiauracidn gque realice total o aproximadamente
una preordenacidn es un problema clisice de Andlisis de Proximidades. E1 and
lisis de coordenadas principales {(Gower,1966) puede sintetizarse en el sigui

ente resultado:

i 1
Teorema 1: Sean I (matriz identidad), Et(i,.f?..,!}, H=In— EE.E‘, A=(ai.),
1 r2 P, s
con aij:-iﬂfij, y B = HAH. Supongamos B semid. positiva de rango k ($p-1}),
sean Kl....,hk los valores propios positivos y
X x el X n
i1 iz ik 2
x =0 ..t Ai: 2. x,
xn1 an . xnk h=1

la matriz de vectores propiosipor columnas) A-normalizades. Entences X es
una configuracidn euclidea, con centroide en el origen, cuvas distancias

euclideas reproducen exactamente 61..
1]
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El andl. de coord. princ.(BCP) es el mejor método para reproducir, en

dimensidén reducida &, uwna distancia euclidea. El ACP toma las d primeras co-

é'd
aproximacidn 2 B en el sentido de los minimos cuadrades. Eckart v Young {1936}

ocrdenadas Xd de X. Se verifica B = X'¥, mientras gue B*= X'X_ representa una

demuestran que este minimo es k
. 22'2
D =min triB - B%1° = 2 _ AT .
i=d+i

D se toma comc una medida de Jdistorsidn al representar en dimensidn 4 .
2. SOLUCION DE LINGOES

5i J;j no es euclidea B tiene valores propios positivos v negativos v
al menos uno nuloc. Sean estos

-, H] 1
A 3hp 0>A, 3 H.,?\ .

Tomando 4 coord. princ. {d2xr), la distorsidn es
D= 2_ Z:\ {2)
i=d+1

Por transformacién mondtona de d; es posible obtener una distancia euclidea
gue realice la preordenacidn. Una soluc1on de este tipo se debe a Lingoes
{1971}, que puede enynciarse en la forma siguiente:
Teorema 2: Con las mismas. notaciones del teorema i, sean (1) los valores pro
pios de By S€4 la matriz AY = B —A;(In - %E.E') . 8e verifica:
' '1} La matriz B* = HA*H es semidef. posit. de rango n-2.

2} Diagonalizando B*, en la forma B*= X*'.X, se obtiene una configura-

cién euclidea X gue realiza la preordenacidn.
3) La distancia euclidea es
2 2 - .
=Jij-27\; si i #3,

=0 si i= 3.

La s¢lucidn de Lingoes tiene una distorsidn D = {n-1)2;2 , due en ge-
neral serd notablemente superior a (2). Es una solucién que realiza exacta-
mente la preordenacidn, perc a costa de incrementar la dimensidn,

3. SOLUCION DE MARDIA
5i se considera la distorsidn, no respecto a la distancia original, si

no respecte a la distancia transformada

2 2 e .
= Jij - 2a i 1 # 3 .,
=0 st i = 3,
la distorsifn es entonces {indicando por Ai""')\n-i los val. prop. de B}



n-1 2
Dla) = ¥ {A~a)

i=d+1
Mardia(1978) propone tomar come valor de a el aue hace minimo D{a}, es de-
cir, ne1
a,=( ) A)/(n-d+1)
i=d+1

Esta sclucifn proporciona menos distorsidn que la de Lingeoes, la cual to-
ma a=aA"'. 5in embargo, para d igual a 2 , 3 u otros valeores pequefios,
5

la solucifin a veces no existe |( d;j resulta negativaj .

4., SOLUCICH LIMEAL
IEn el presente trabajo se propone la transformacifn lineal
Fad PR -
dij = ad;j + b si 1 # 7 ,
=0 sii=7,
a fin de obtener una realizacidn euclidea de la preordenacidn. Sin embar-
go, la diagonalizacidn de B{a,h) relativa a Sij es mucha mAs compleja gque
la diagonalizacidn de Bla) relativa a dI.. Como alternativVa para resolver

este problema, se propone el siguiente algoritme iterativo:

(0)

Pasc 1: Se ajusta Jij a una distancia euclidea dij

2 (1)

tiene d1 por transformacidn mondtona lineal de é;j

por ACF Q se ob

“(1)
J_J _a,S 1
1 -
con la condicién de gue E:.t’* L d;?))z sea minimo.
143 J
) . . . (N}
Pasc N: Se ajusta 4, i a una distancla euclidea dij por ACP y se og
. N+ - - :
tiene é;j N por transformacion mondtona lineal
AlN+ N
d!g 1)= a ﬁF.I+ b
ij N ij

AN+
con la condicidn de gue i;.( (N LR dig))z sea minimo,
i<]

Se verifica

G > Gy +ee2G 2 oan

1~ 2 N
tomindose como sclucidn aguella configuracidn euclidea X(N). con distancias
(N g .. P
dij) para la gue GN se estabiliza. Los coeficientes aN v bN gue minimi-
zan G son
A I
> Al g - pg-d
— . Tij Tij
4 = 2123 B.o=d-ag
N — * N wé -
{n), 2 =2
>_____(d.,1 -pd
S, |
ixj
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T ) T
— o N . - "
siendo p=nin-1)/2, g= 1‘_ N y d=

Py 11 iy

5i los coeficientes hallados verifican
AN+ A AN, >
. =ad,. + w0
Ay N i byt
NN = s - AN

para algin d,. , la solucidn no es vdlida. Si d . es el menor de los 4 .,
ij min ii
bastard minimizar GN sujeto a la condicidn

i
ad , +b_=10.
N min N

La solucién es entonces

N A
2. 43y @iy~ dyypn

5 i<y A A
a = - . b = =-a_.d .
N o ’\ N
ST A g ) .
. ij min
1<.:;

5. CONCLUSIGNES
Esta solucidn lineal ha sido ensavada con ejemplos numérices v apli-
caciones pricticas(distancias gendticas no euclideas). con referencia a
cuatro medidas diferentes de distorsidn, llegandese a las siguientes con-
clusiones:
1} En general son necesarias pecas iteraciones para gue GN se esta-
bilice.
2 La distorsidn obtenida en dimensién reducida resulta sensiblemen
’ te inferior A las 5n1u&innes de Lingoaes, Mardia Q por coordenadas
principales.
1) En dimensidn n-2 se obtiena una realizacidn euclidea de la pre-

ordenacidn asociada a éli.
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