Pub. Mat. UAB
N® 22 Nov. 1980
Actes VII JMHL

_FORMULAS DE CUADRATURA CON GRADO DE PRECISION 2n-1 CORRESPONDIEN-
TES A UN NUMERO ARBITRARIO m DE NODOS Y A UNA LOCALIZACION TAM-
BIEN ARBITRARIA DE LOS MISMOS.

Andrés Arroyo Pérez

Dpto. de Ecuaciones Puncignales

Universidad de Sevilia

Dado un entero positivo n, existe una fdrmula de cuadratu-
ra con precisidn 2n-1 para la integral en {a,b] de la funcién
fix)e Cn[a,b], férmula definida para un nfmero variable, m, de
nodos y para cualquier localizacidn de los mismos en el interva-
lo de integracidn considerado. Se expone como obtener los distin-
tos elementos gue definen la férmula, asi como cotas de error

para la misma.

5i en la expresidn g¢eneral de una férmula de cuadratura,
(para fi{x) Ecn[a,b] » p({x) =L[a,b], siendoc p(x) # 0 en un conjun-
to de medida positiva:

b n-1 m h)
J pix)f(x)ax = £ oA (%) 4 R(F) (1)
a =0 i=1 't

con

= [L*

A n~-h-

. (g, (x)-g, {x)))__
hi 174 i~-1 X=Xy (2)

0<he<n-1; 1lz<i<m

207



y moCidl
E [ g, (0)L{f(x))dx _ (3

i=0 X,
i

obtenida para una localizaci6n arbitraria de los nodos:

<X _<h=3x (4)

LS TG AR mZ M1

y a partir del operador diferencial lineal de corden n, L, las

funciones ﬁi{x}, soluciones de la ecuacidn diferencial lineal
L¥g(x) = p(x) (5)

se eligen de forma qgue cada f. (x) sea en [x 1, 0<i<m,

e X
i77i4]
ortogonal a L{f(x})), se tendrid que la f&rmula {1l) serid exacta
para toda funcidn f(x) tal que:

*itl
J ﬁi(le(f(x])dx =0 {6)

*i 0<izm

En el trabajo consideramos el caso en gue, para cualguier

ipcalizaciéﬁ de los nodos dados en (4}, suponiendo siempre gue
X,=ay x =b con lo que no se han de considerar ni #.(x) ni
Bm(xi en {(2) y (3), el operador viene dadc por L==dn/dxn==Dn,
p{x) =1 y bajo estas hipbtesis se obtienen f&rmulas del tipo
{1) exactas para todo polinomio de gradoc menor ¢ igual que ZIn-1
Y esto para cualquier localizacidén del nfimero m de nodos y de
su lccalizacibn.
En este caso, al ser L* =(—1)nDn, pi{x} =1, las funciones
. Bi(x) verifican que ﬁi(x)‘EPn v ﬁi(x) tiene el coeficiente de
la potencia de mayor grado igual a (-1)%/nt. Imponiendo a estas
funciones, para 1<i<m-1, que verifigquen (6) para fi{x) =x""1,
k=1,2,...m, quedan definidos de manera finica los m-1 polinomins
ﬁi[x), © 1=:i<m-1, y en consecuencia, mediante (2) y (3) una
férmula de cuadratura que es exacta para todo polinomio de gra-
do menor o igual que 2n-1i.
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OBTENCION DE LAS FUNCIONES ﬁi{x}

Despues de imponer las condiciones anteriores se obtiene

la expresidn analitica de 1asgi, que resulta ser:

in/2j Ax .
_ _, Dtk i, 2k _ n-2k
g ix) = L {(-1) (=) Cy (x=x; 1) (7)
k=0 2
donde -xi*i = {xiivxi+1)/2 , Axi_=xi+1 - X [n/2] ser&

2
igual 2 (n-1}/2 si.n es impar y a n/2 en el caso de ser n par

b

{(2n-2k}! n!
n-2k) Ikl (n-k)!(2n)! ~ 7k

PESO DE LAS FORMULAS

Seqlin la expresién (2} y utilizando les operadores reduci-

dos, asi como la expresidn de las ﬂi{x) dadas en (7}, encontra-

mos:
[((ht1)/2] hiltk, - (htl
- _ - ) ., h#l htl_ h+l
A kio {-1) 2 Chk[( 1) (Axi) {Axi_l) 1
2<i<m-1 ; O0<h<n-1 (8}
[(h$1)/2) X
- h4l.-{htl}
A= E (-1 Chk{ﬁxi} Sz : {9}
k=0
4] ih <n=-1
{{h+1) /2]
_ Dk htl,~(ht1)
Ahm oo (=137 Cy Uxp )2 (o)
0<h <n-l

viniendo en este casco la constante Chk dada por:

{2n-2%k}! nt

CM{= {htl-2k) 'kl {n-k}1{2Zn}!
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Caso de nodos eguidistantes.

Eh este caso las funciones 9i(x), t<i<m-1, se obtienen
una a partir de la anterior por una simple traslacidn. Si llama-
moes M:aﬂxi, a partir de las expresicones anteriores de los pesos

encontramos:

= 3 - - = *
%ﬁ-o 2¢i<m~1 ; h=1,3,...,N {11}
[[ht1)/2]
_ I _,,k+h hil
A=A TSR T kio (-1} {M/2) hk {12}

h=0,2,4,..,n* ; 2<icm-1

[(ht1) /2]
- - = h+k+1
Ahi- Ahm-— z {~ {M/Z) hk (13)
k=0 -
h=1,3,...,N*
con n*=np-2 si np par % n-1 si n impar

N =pn-1 si n par & n-2 si n impar.

Segiin los anteriores valores de los pesos, en este caso
la expresidn general de la f&rmula dada por (1) se convierte en
(M" = (n=2)/2 si n par & (n-1}/2 si n impar):

*

b ) M m-1
J Flx)dx = I A(Zh)[th}(a)-¥2 P ey ey
a h=0 i=2 +
(n-2}/2
2h+1) 2h+1)

vy en el caso de tomarse m=2, la f&6rmula se convierte en:
Jb n-1

Edx = 2 A e @+ (oM o))+ R (15)
a h=0

formulas exactas para polinomios de grades 2n-1.

ERROR,

El error se afronta a la vista de la expresién {3), tenien-
de en cuenta que para cualguier particidn nos es ccnocida la ex-~

presién de ﬁi(x). Por otra parte ﬁi posee sus n ceros reales en
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en (xi, } v estadn relacionados con los de los polincomios de

X
it]
Legendre. Todo lo anterior facilita la obtencidn de cotas de

error, pudiendose dar la expresidn analitica de las mismas en
funcién de los ceros de los polinomiocs de Legendre, expresidn

que no se incluye por razdn de espacio.
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