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Abstract .- In this paper mathematical models For heat transfer with
melting or soljdification are considered. These models are variants of
the well-known Stefan’s problem which are of considerable interest in
many fields as metal casting, nuclear reactor safety, purification of

materizls, etc.

INTRODUCCION.-

Los procesos de transmisidn de calor con cambio de estado
aparecen en numerosos campos de las ciencias aplicadas y la tecnologlia.
A modo de ejemplo citemos la solidificacidn de coladas en metalurgia,
la Tusidn del hielo y solidificacidn del agua, la purificacién de mate-
riales, la congelacion de alimentos, el almacenamiento de la energia, ’
ete.

Desde un punto de vista fisico los fendmenos de transmi-
5idn de cator con cambio de estado difieren de los ordinarios por el he
cho de que, mientras gue en estos la entalpia es una funcidn continua,
en aquellos presenta una discontinuidad de salto en la superficie de se
paracién de ambas fases.

Desde un punto de vista matematice, la dificultad fundamen
tal estriba en gue no se conoce a priori la evolucidn de esta superfi-
cie a o large del tiempo; se trata de un problema de "frontera libre’.

Las diferentes formulaciones que se conocen responden al
mismo objetivo: transformar las ecuaciones de partida, vdlidas en cada
fase por separado, en una so0la ecuacidn que tenga validez en la totali-
dad de la regidn ocupada per el cuerpo, con independencia de la posicidn
de las fases.

Mayor dificultad se presenta cuandc la temperatura de cam-
bio de fase =s variable y constituys una incdgnita adicional del proble
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ma. Asi por e¢jemplo, en la solidificacidn de ciertas aleaciones dicha
temperatura depende fuertemente de la concentracidn de soluto,Cuya evo-
lucidn estd regida a su vez por otro conjunto de ecuaciones en deriva-

das parciales.

Por si fuera poco en gl momento de la solidificacidn tiene
lugar un rechazc de soluto (& a veces de disolvente) de la fase sélida
hacia la liquida. Por consiguiente la concentracidén no es continua y
esto es fuente de nuevas dificultades como se verd mds adelante.

En este articulo se presentan alguncs modelos para la simu
lacién {desde un punto de vista térmico) de procesos de cambio de esta-
do. Asimismo se dan formulaciones que permiten el andlisis matemitico -

de los mismos y su resolucidn numérica.

El plan es el siguiente:

1.- El modele de Stefan

2.~ E1 modelo de Stefam con conveccidn
3.- Problemas con dos materiales

4.- La solidifcacidn de una aleacién.

1.- El modelo de 3tefan.
Con objeto de facilitar la comprensidn vamos a considerar -

un ejemplo concreto: la solidificacidn del acera en colada continua {ver
SAGUEZ-LARRECQ [ 1] 3. La figura 1 es una representacién esguemitica de
una planta de cuvlada ceontinua. 31 BS ¥ eL designan la temperatura en

: las fases sbélida y ligquida, respectiva-
mente, el modelo de Stefan establece

|
'i! que:
‘ ' En el sdlido
—_—— 30 39
{(1.1) plé Jelo_} z— —:23 i('n(a )+
2 b SHEPRRSIENEST B Tilq ax 'S, e
1 1
ae
/ -
tplg el YU —m = 0
K # 5 PrPg7 g ax,
27
% ' Ew el liquido
A L
217 {1.2) (e)(e)ﬁg—a”(k{elfe—)
: ' () PROLIERE T gy Tyl 3TNV gt
ae
% #6008 1e(6 ) U 3= = 0
Fig. 1 PRSI g
En la superficie de separacidn
(1.3} BS: BL= 8 {temperatura de solidificacidn).
(1.4) k(g ) gra Rk (6 ) N= p(8)L VN
. ‘M- (0 “N= ‘
1 BS grad GS ! L grad aL P ,
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Siendo U 1la velocidad de cdescernso de la colada, L el cal.r
latente de fusidn, V la velocidad de avance de la interfasce y N un wveo-
tor unitario normal a ésta.

A las ecuaclones (1.1)-{1.4) habria que afadir las condiciv
nes de contorno y la condicidn -inicial.

Si suponemos que el proceso se encuentra en estado estacio-
nario los términos con derivadas temporales desaparscen. Ademas la trans
misidon de calar por conduccion en la direccidn de avance x3 puede despre
ciarse frente a la que tiene lugar por conveccion de maneéra gque las ecua
ciones (1.7} {1.2) se reducen a

En el sélide

L] a8
(1.5) (6 1co )0 — -5 2 ey —2 -0
' PRSI TN Tk Tift . s’ ax
3 i i
En el liguido
Y 20
(1.6) (6 1ci6 VU —= -3 - (ko) —= - o
: pLI et Bx, 331 ax, L oax, -
1

Nétese que (1.5} (1.8} son ecuaciones de tipo parabdlico, por consiguien
te tomando como caondicidn inicial {en x3: 0} la temperatura de vertido
del acero, podemos integrarlas pasc a paso y seguir la evolucidn de la
temperatura de una seccidn en su descenso.
La ecuacidn {1.4) deberi sustituirse por
a8 a8

S 2 L - - + +
— :n_=ki{e } I — rn,= p{BlciolLUv'n
Ix, 1 L 1= axi i

2
{1.7} k(as} 151

donde ¥ es la velocidad de avance de la interfase en a2l plano = x_ res-—
pecto a K3 y b= (01.n2}'es un vector unitario en la direeccidn (N1,N2).

Existen fundamentalmente tres formulaciones del problems de
Stefan (1.%)-{1.7} que comentamos brevemente a conrtinuacién. Por las ra-

zones apuntadas mas arriba escribiremos t en lugar de x_ y x= (x1,x }.

3 2

i) Formulacidn en temperatura.- Sea fI el abierto de Rn ocy
pado por el material y Q= nx}O,T[. Para te]O,T[ se denotan ﬂs(t), QL(t)
los subconjuntos de R ocupados por las fases sdlida y liquida respectiva
mente y se define en Q una funcidn & del siguiente modo:

Bs(x,t) 51 xcﬂs{t)

{1.8) g{x,t}=
GL(x,t} si stL(tJ

Entonces, bajo ciertas hipdtesis de regularidad y mediante
formulas de Green no es dificil probar {ver LIONS [2]) que 8 verifica
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H
(1.9) p 2

-div {(k{glgrad &)= 0O
Siendo H el gperador maximal mondtono en R

8 ) -
[ IO plyrelyldy st B<8

] ] - N
Sy rd yelyldy+plBiL =8
{1.10) Hg)~ [ Jo plydelyrdy, ﬂ)p(y clyddy+p ) sb

i alBiLe Jz sl{yic(yldy si &8
L.

H{8(x,t}) representa 1la entalpia local del punto x en el
instante t, de mode gque (1.9} expresa zlgo evidente desde el punto de -
vista fisico: la variacidn de entalpia local por unidad de tiempo es
igual al calor gue s¢ transmite por conduccidn.

E£s bien conocido gue cuande el nomerp de variables espacia-
les &s superior & uno, la existencia de solucidn clasica del problema de
Stefan es una cuestidn abierta. Por este motivo numeroscs autores han
considerado una formulacior débil obtenida a partir de {1.9), para 1a
que prueban resultados de existencia y unicidad {ver OLEINIK [3 ], xaAME-
NOMOTSKAYA [4] . LADYZENSKAYA-SOLONNIKOV-URALTCEVA (5] , FRIcDMany [5]).

Un problema mas dificil es el d¢ la regularidad de la solu
cidn débil y de la frontera libre. Agui de nuevo los resultados obteni-—
-dos dependen.de la dimensidén espacial. Si ésta es uno y Ro hay fuentes
ge calor distripuidas (esto Gliime ocurre en (1.5}, FRIEOMANN [7] e
probado la continuidad de la solucidn débil, y el mismo autor en [8] la
analiticigad de la frontera libre.

En dimensidn superior a uno los resultados gue se canocen
én este sentido, leo son para el llamade problema con una fase, que con-
siste en considerar que la tewmperatura en una de las fases es constante
g igual a la temperatura de cambio de estado. En este caso FRIEDMANN-
KINDERLEHRER [9] than demostrado un resultado de regularidad para la
frontera libre y més recientemente CAFFARELLI-FRIEDMAMN [10] 1a conti-
nuidad de 1a solugidn débil.

En cuanto a los métodos numéricos existen varios gque par—
ten de la formulacidn en temperatura. Dejando a un lade el caso unidi-
mensional para el cual existe una abundante bibliografia, merece desta-
carse en primer lugar €l articulo de KAMENOMOSTKAYA [4] donde se prueba
la convergencia del esqguema explicito. Por su parte MEYER [11 ] conside
ra un problema regularizado (obtenido al aproximar H por una familia de
funciones continuas) para el que prueba la convergencia del esquema im-
plicita,

También SAGUEZ-LARRECQ [1 ] discretizan en tiempo el problc
ma mediante un esquema implicito, aunque sin regularizacidn previa de
la funcidm H. En cada paso deé tiempo resuclven la ecuacidn obtenida con
un algoritmo de multiplicadores de BERMUDEZ-MOREND 1217 .
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i1 Femaelacion en enieliple.— Es bz gue resulta de baros en

(1.9} el cambio de variable: u= H{O}. 3i K denota fa primibivag de > g

pasa por 2) origen s tisneg:

3u -1
{1.51) U— -afkH Ju- D
I
Esta Formulacidn ia uiiica pe wez priners SREZIS |13
{ver tambiéns LIONS [2) ., BREZIS [14] ). Mis recilentemente A DANLAKIAN [1D]
ha conziderade condiciones de contorno mds generdies y obtenivo miyor re
gularidad. Sus resultados son aplicaciones de la teoria de semigrupos.
la resolucidn numnérica de (1.11) se ahi-~da en los articu-
1oz oo CIAVALOINI [ 16 |, DEGUEIL [ 17)1BREZIS-ROGERS-BERGER [18] cte.

111} Foermulacién con inecuaciones variacionalegs.- Ha sido in

troducida por DUVAUT [19] para el problema con una fase y por DUVAUT
[20] y FREDMOND [21! , separadamente, para &l problema con dos fases.
£n ambos casos se define uma nueva incdgnita {“grosso mode” la integral
en tiempg de la Lemperatura) la cual es solucibn cz2 una inecuacidn va-
riacional de evolucidn de primera o segunda especiec segion gue el admero

de fases sea uno o dos.

Resultados numérices sobre esta formulacién pueden verse
en AGUIRRE-FREMOND [22] , sacuez 23] .

2.- E1 modelo de Stefan can conveccidn. {ver BERMUDEZ-SAGUEZ {24 ]}.

El modelo {1.1)-{1.4) supone gue la transmisidn de calor
en las direcciones x O x_ &€ realiza solamente por conduccidgn. Ahora
bien existen casos {como el de la colada continua a nivel de la lingo-
tera), en los que tienen lugar movimientos en la fase liquida gue obli
gan a considerar la transmision por conveecidn, introduciendo en (1.2)
un término suplementario, Procediendo de este modo, en lugar de (1.8}

se obtiene la ecuacidn:

aHig}
3t

(2.1} —div (x(8) grae 6)+c(8)c(6li.qrad (8-8) = O

£n BERMUDEZ-SAGUEZ [24] se prueban resvltados de existan-
cia y unidad de solucidn para una ecuacion de evolucidén no lineal que
incluye a {2.1) coma case particular.

3.~ Preobiemas con ¢dos materiales.

Cuando una masa de metal fundido se enfria en un molde, la
parte que solidifica en Gltimo lugar sufre yna contraccidén debide al
aumento de densidad, arigindndose una cavidad llamada “rechupe' {ver p.
e). RUDDLE [25] ). Es d2 gran interés predecir la situacidn del rechupe
con objeto de evitarle o al menos desplazarlo a otro lugar, 1o cual
puede realizarse modificande el peoder enfriador de ciertas partes del
molde O disponiendo "mazarotas™ que alimenten de metal liguide las par-
tes gue solidifican en Gltimo lugar.

217



Veamgs como el modelo de Stefan puede gdaptarse para simu-

iar este proceso. Primeramente nétese que ahora nos interesa el fenome-

no teansitorio, asi gue no se podran hacer las simplificacicnes del $1,

y por tanto, salvo cascs especiales con ciertas simetrias (p. ej. en

miezas cilindricas), el dominio @ serd tridimensional.

s
ean 91

y R
2
el molde, respectivamente, y D= 91 u @

o |
R

1]

Fig.

las regiones ocupadas por el metal fundido y
{ver fig. 2}.

> g

La giferencia con los problemas en los
gue interviene un solo material es gue
anora la entalpia depende no séloc de la

q temperatura siny también de x. Concrpti
2 mente:
&
[° o tyrc iy <
jo o (yke tyldy 8<e
(3.1) si xeﬂ.' Hix,8)= | s {ylc_ (yld 0 {ylc_(y)dy+pls} L] &=8
. 1" PB= o 91 ¥ C1 yiray, o 01 ¥ 01 ¥ray+p =
— 8 . -
p(B)L-.'( p {ylclylay P Bro
JO 1 i
3.2} 3 1] Hix,8)= 8 {yle tydd
- Sl %€ 5 K, 8)= o 92 ¥ 02 yidy
Otro_prbblema con dos materiales. aue sgrgé-en al estudio
de reactores nucleares {(ver EL GENK-CROMENBERG [26]}, es el siguiente:

Se trata
través de una tuberia
es mids bajo que el de
reqidn interior de la

de transportar un liquido a alta temperatura, a

construida con otro material cuyo punto de fusidn

solidificacidn del ligquido. Se comprende que la -

tuberia va a fundirse, al tiempo que una capa de

liguido &n contacto con ella se solidifica. Para evitar la fusidn total

de la tuberia, ésta se refrigera en su exterior con un liguide frio.

wvomo en el ejempleo anterior, la diferencia con el problema

clasico de Stefan estd en la funcidn entalpia que ahora viene dada por:

{(3.3) xcni Hix,8)=

[

J

p

]

e -
o {ylc_ {yldy 8< .
1 i 1
Q
o pi(y)ci(y)dy, o pi{y)ci(y)dy+pi(aiJLi]e:Bi
o. {yle (yidy+p {8 L. 859
0 1 1 1 1 1 3

donde 5,, Li, @, {i= 1,2) designan, respectivamente, la temperatura de

fusidon, el calor latente y las regiones ccupadas por el liguido que se

transporta (i=1) y la tuberia {(1=2).
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4.- Solidificacidn de una aleacidn.

Como se ha diche en la introduccidn, en este caso la tempe
ratura de solidificacidn depende de la concentracidn de soluto {ver

CHALMERS [27]). Denstando por € {resp. CL) dgicha concentracion en la fa
se sélida (resp. liguida), se tendra:

£n el s6lido

ac
5 .
. —_— - Cc_ = {0_: coef. de difusidon)
(4.1) at DS & S o 5
En a1 liquide
ac
(4.2} L D AC = O (D : <coef, de difusiodni
gt L L L

Ademds la concentracidn no es una funcién continua en la interfase: la
composicidén del sélido que se forma difiere de la del liquide en equili
brio con &1, como muestra el siguiente diagrama. Su interpretacidn es
sencilla. Sea CA la concentracidn de un
d punto de ta aleacidn en estado liquido,

@ @)

gue se enfria progresivamente. Cuando

se alcance la temperatura 3, dicho pun-
to se sulidificard y, en ese momenta,
rechazard soluto hacia la zona liquida

hasta gue su concentracidn sea CB.

) 1 1
Fig. 3 Si — y — son las pendientes de las
bt [+
S L .
rectas de la figura, la ley de conserva
n

cidn de la masa impone la siguiente ecuacidén en la interfase:

(a.3) © dC N-0D .dcﬁ{ ) (g-8 }V-N
' g 97Rd G R = D) grad € N= logmo ) 978,

donde & es la temperatura de solidificacidn del disolvente y g la tem-
peratura a la que solidificard cada punto de Q.

Para resolver {4.1)-(4.3), FIX [28] sugiere la introduc-
cién de la nueva funcidn incégnita:

C
s - .
W o= — +8 en la fase solida
S OS d '
{4.4) W= < c
W= =45 en la fase liquida
L a9 d

gue tiene un significado fisice preciso "Wix,t} es la temperatura a la
gue cambiaria de estado el punto x a la vista de la concentracidn gue
tiene en el tiempo t". Por consiguiente, la interfase en el tiempo t sg
rd:
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{4.5]

Ritl= [xen: Bix,th= wix,t)}

y la funcidn y vendrd dada par:

(4.3 gixl= wix,t) s5i  xcR{t}
A partir de (4.1)-04.3) no +s ¢ificil provar que W es solu
cién de la ecuacidén
3 Gaﬂw)
{4.7) - —diu(MB(W]grad wi= 0
dande GB ¥ MB vienen dadas por:
—o {u-8 i wen
UL( d) 51
a. G (W)= -6 {8-8 ), —o_le-8 i W=
14.8) o) ( o (8-8 ), -0l ed}] si w=#8
—ostw-gd) 5i W9
- 0 i W<
gL 3 51 2]
(4.9} Mg (W)=
- D 51 wW»é
% s

Por otra parte la ecuacidén que rige la evolucibn de la tem

peratura continda siendo {(1.9) & (2.1) {can U=1} pero la entalpia local

es ahora funcidn de W:

{4.10)

{1.9)

-

[g plylc(vidy si g<w
W W .
H (B}=< [J plylciyddy, piwlL+ I olylciyldyl si a=v
W o} O
8
p(W}L+J; plylclyldy sioe>wW

La existencia de una solucidn para las ecuaciones (4.8) y
con H definida por (4.10), asi come el desarrollo de métodos nu-—

mérices para su resolucidn con justificacién matemitica, parecen cues-

tiones abiertas. Mo obstante, con respecto a este ultimo tema, las

igeas contenidas en el articule de FIX [28] junte con el algoritmo de
BERMUDEZ -MOREMNO [12} para resolver problemas multivocos conducen a al-
goritmos convergentes como parecen indicar algunas experiencias realiza

das con
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