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Abstract: We prove that numerical algorithms for QQOE's
whose r‘egio'n of stability is the halfplane Re H < 0 have
even order, provided some general geometrical conditions

are foulfiiled.

En (% ) sehace un aniiisis de la regidn de estabilidad de un método lineal
muitipaso para la integracion numérica de ecuaciones diferenciates ordinarias. Como
resultado de diche analisis se observa: al El estudio lineal de la estabilidad se reduce a
un problema de naturaleza geométrica, b) Los criterios dades son efectives y pueden ser

llevadoes facilmente a la practica.

Para el {ipo mas general de métodos {no necesariamente lineales multipaso)
se precisan técnicas mas complicadas y propias de la Geometria Algebraica y del Anilisis
Complejo. Asi en ( 1 ) se extienden los resultades de f 4 ) y se utilizan |las nuevas
técnicas introducidas para obtener una mayor informacidon sobre la estabilidad. Remitimos

a [ ] } para referencias a otros trabajos recientes en esta linea.

En esie {rabajo, mediante un razonamiento geométrico y siguiendo las ideas
de (1) v (4], damos una estimacién del orden de los métodos cuya regidn de estabi-
lidad es el semiplanc {H €T | ReH (D} ; caso que como es bien sabido tiepe en la

practica un gran interés.
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Consideremos un método M, para la integracion numérica de E.0.C.. ¢!

polinemio de estabilidad de }4 viere dado por
T = o) - s H- ... - o) H

donde r y H son variables complejas y los polinomios (Ti(r) tienen coeficientes reales,
Supondremos ademés que se verifican las siguientes condiciones (véase (1 ] para
discusion} @ 1) 0'0(1) =0 vy 0'0'(11 = 0'1(1) £0 (cons.is{encia}; 2) a;(r*] sy O'j(r) no
tienen facter comin no constante; 3) El discriminanie Dir) = ResH(‘n .1 H) no es

identicamente nulo.

La region de estabilidad R, de M es por definicidn el conjunto de valores
HE € tiales que las raices de -'n(r‘,H) =0 estan en el disco abierto unidad U={r { Irlcl}.
Un argumento de continuidad nos muestra facilmente que R,es un abierto y que su frontera
esth contenida en el conjurte [ ={H € ¢ | Tl{r,H}= 0 tiepe una raiz en @ U} ({3u

representa la circunferencia unidad). Asi si se introduce ls curva algebraica compleja

‘; ={(r,H)'e c1:2 |T‘i(r,H)=0},

¥ysi P ¥y q sonrespectivamente las restriccibnes.a ‘F de las proyecciones (r,H)l—» r,
. . - Lo .

(r,HY l=» B, entonces [ =qlp (3W); es decir, M esla imagen de la circunferen-

cia unidad por la funcidn algebraica definida por T] . Esto nos permite hacer un estudio

detallado de la estructura geométrica de T :

Lema 1. Supongamos que Do(r] = D(r)/cj(r]' no tiene ceros sobre la circunferencia
unidad. M es unidn de s caminos tales que la compleccidn en la esfera de Riemann

E = Cuiolde cada uno de ellos es imagen de BU por una funcion meromorfa. El nlimero

s es exactamente el niimero de ciclos de ta permutacion definida por prolongacion analitica

de las raices de T1(1,H)=0 a lo largo de 3.

La demostracidn es analoga a la de ( 1 J , teorema 1.1., reemplazando {a

hipbtesis sobre D(r) por la correspondiente sobre Do(r).

Por otre lado, la condicion 1). implica que (ﬂ tiene en {1,0) un punto regular,
y concretamente T1(1,00- 0, an ,0) = —T]HH .0} £ 0. Por tanto tiene una ecuacion local
r o= rp[H) {o H= Hp(r‘l si se prefiere} en ese punto, donde rP s una funcidn holomorfa
en un entorno de- H=0 (resp. HP es una funcion holomorfa ‘'en un entorno de r=1). El orden

de )‘1. es el mayor entero p hasta el cual los desarrollos de Taylor de rP(H) y de exp{H)

224



=]

para B en un entorno de 0. Teniendo en cuenta que los coeficientes del desarrcllo de HP

9
coinciden. Introduzecamos ahora ¢l germen de curva analitica real 7{5} - te ) defirida

son reates, y mediante un calculo direcio, es facil probar el siguiente

(i)

Lema 2. 1) Las derivadas 3 {0} son reales para i par e imaginarias puras para i
impar.
: ; 4 i ] : 1 1 (p)
2] ﬂ. tiene orden px 1 si y sdlo si Y(O)=| v Y {0) =sﬂ, {(O}=...= X {0}=10,

(p+1}
Yy o £o.
Tearema. Sea }( un metedo con regidn de estabilidad Re H< G. Supbngase que una de
las condiciones siguientes es cierta: a) O'O(r‘) tiene a r=1 como Unico cero en AU,
bl D (r) notiene ceros en U vy s=1, donde s es el entero del lema 1. Entonces el

o)

order de M es par.

La demostracién es consecuencia del iema 2 pues en cualquiera de los dos
casos la grafica de un representante de \df esta contenida en el eje imaginario. En efecto,
dicha grafica esta contenida en M, y por tarto en el caso a) {a afirmacidon anterior es
evidente ya que [ pasa uma sola vez por 0. Enel case b) vy de acuerdo con el lema 2,
M es imagen de una circunferencia por una funcidon meromorfa \p . Re § es una funcién
analitica real considerada como furcion del arco de circunferencia, vy puesto que es nula
en un abierte no vacio, debe ser identicamente nula. Asi [ esta contenida en el eje

imaginaric.

Notas: A} El maximo orden gue puede tener un método con polinomio de estabilidad Tl es

2j (vease ( 5 )}, luego en las condicicones del tecrema anterior el orden es 2h con h &j.
B) La hipatesis s=1 en la parte bl no puede ser eliminada. En efecto, el metodo dado por
2 2 2
TI(r-,H): {r =3 H —(2r‘2—-r+1)H+(r-l)

tiene orden 1, Re H< 0 como region de establlidad, v s =2 yaque [ es unidn del eje

imaginario con la circunferencta 1T H-11=1.
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