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ABSTRACT:

By means of a classical problem of evelution, we describe
in detail the process that lead to the numerical resolution of
such problems, through projection methods on finite element sub-

spaces of rational pattern.

El estudio que presentamos tiene relacidn con el tratamien-

to numérice del problema de evolucién no lineal

_ %% + autu(1-u?) =0, ax [0,1}: ulx,0) =u_(x),0;

u{x,ty =0, saxlo,1], (1)

: _ 2,2 2 ' . .
siendo Q—-{{xl,le ER.le + X5 < 1}. Los problemas de existencia

¥ unicidad pueden tener respuesta adecuada en el contexto de la
teoria de semigrupcs no lineales (MARTIN, 1976).

Especificamos en [0,1] instantes intermedios situados a
intervalos de idé&ntica longitud h:{0,h,2h,...,(p-1}h,ph=11} y

trataremos de determinar una solucidn aproximada en t =h. Para

ello sustituimes el té&rmino %% por el cociente incremental refe-
ride a los pantos t=0,+ = h; %% - u(x,h);u(x,o)! y designamos u{x, h}

por u, (x). Nos enfrentamos, pues, con el problema siguiente:

Determinar uleiHé(Q) tal que

1-h 3 . _ .
ﬂ"‘l*‘h‘“l*“l"ﬁo’ 8y u, =0, an (2)
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v en general, para t= jh,

-su, + 1-h

;u, = (3)
s ¥R Ui o9 uy =0, 30

11|-[—u:?=l_
] 3 ho)e J

Designando <on Ul al conjunto {uo.u y..-u_}, podemos prose-

1 P -
guir la subdivisién de (0,1] por los puntes O;hn,...,p2n lh =1,
n=2,3,... con 1o gue cbtenemos una sucesidn U = hJ 1. U 2,...,

Un,..., que, si es convergente, determina una func1on llmlte u

que admitimos sera la solucién del problema. Deteniendo el pro-

ceso en la etapa n, podemos tomar como solucidn aproximada

1-n_ .. -
ax, ) —u[") g B2 hG=D ) dmdy 5l gy e 2! n
h j jl - -
donde uEanignifica la solucidn en Zl_njh del problema correlati-
vo de (3).

Para dar respuesta satisfactoria a los problemas estacio-
narios que resultan del procesc de discretizacidn temporal, estu-
diemos el sistema genérice

-au 4+ yu + ud = o, o; u=0, aq (4)

con ¢€IQ{Q) conocida, y constante positiva. Generamos una for-
mulacidn equivalente haciendo uso del siguiente teorema (VAIN-
BERG, 1973): "Sea V un espacio de HILBERT, F:V » V* un operador
(no necesariamente lineal) ¥y voezv. Si F es un potencial en un
entorne de Uy existe unlfunciogal J, cuyo gradiente F es dado

= Jro < F(uo -t(u—uo)], u-u > dt - FD, FO= F{uo)
constante”. Asi, el problema (4) equivale al de encontrar

uE Hé(ﬁ}, tal gue

por la expresién J(u)

Jiw) <3| (224 A2y yvPjaxsd dax - | pvax, wvenlia)
-2 o axl ax2 4 a Jo 0

La ecuacidn minimizante resulta entonces

J (vu'vv+ yuvidx + Ju3vdx=[ pvdx , ¥VE H(l}{n)
Q I3 0

y con notacidén muy extendida, a(u,v) - J u3v =¢(v), ¥WveE H(l)“”
Q

El proceso de discretizacidn se realiza en nuestro caso

mediante proyeccidn sobre un subespacio-wH, de dimensidn finita,
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de funciones raciocnales a trozos (WACHSPRESS, 1975), 1o gue nos
permite una interpolacibn exacta del contorno circular. Sea
W ,...,W. una base de dicho subespacioc. El problema discreto

1 N
. . H H .
consiste en determinar uw €W c¢on la condicidn

3 H

atu, v —J i 3viax = g vy, wilew (5)

Q
Naturalmente WH estd formado por funciones que se anulan en @i,

i)
Escribiendo uH== b ciwi resulta
i=1

{ 3 1
rC, alw,,w.} - {(z C. W, ) w.dx = oW ax,
it 3 Jnill J JQJ

sistema n¢ lineal cuya resclucidén puede ser abordada mediante
técnicas iterativas (RHEINBOLDT, 1976).

El sistema de subdivisidn del recinto gue proponemos, se
escuematiza en la figura adjunta. Trazando desde el origen rec-

tas OD OD2 con 6. ==76, 82=n/3, s¢e constituyen tridnguleos cuyo

'
lado cérvilineo coincide exactamente con la parte correspondien-
te de 30, en la regidn »/6 < 8 «<7/3, reservando para el restec del
cuadrante (0 <g<a/6, v/3<8 < 1/2) cuadrilateros curvilineos,
uno de cuyos lados coincide con la parte de frontera gque inter-
pola. El resto de los elementos son en todas las zonas, cuadri-

lateros lineales.

Of Por ejemplo, las funciones
© )'“*“me\H\ On (locales} de base asociadazcon
el tridngulo genérico T descri-
// \\&// to en la figura adjunta serian:
2 2
D 1-x"- = (13} {42)
7 4 T= i T= RELEAS TS
s \ MER TR W TR T aE
& wi=g, 120448y v (12)(13)
4 Uafﬁ; 3 3 (AB} 4 4 (AB)

245



donde designamos por (JK) el

///’/fr“hﬁx“\\\\ primer miembro de la ecuacidn
i
de la recta gue pasa por los
8/ . R que pasa p
A A puntos J,K.
10\
Y 3T \
.0 1

-

El nGmero de integraciones de funciones racionales que se

debe realizar, es uno de los parametros del problema gue convie-

ne cuidar, a fin de conservar la computabilidad dentro de limites
2

razonables. Intervienen asi expresiones de la forma ]wpwq‘ wpwq,

prqwr, ¢Wp. Las propiedades ZW;= 1, Ix; W, =x, Iy, W. =y se uti-

lizan para reducir convenientemente el nlmero de tales integra-
' ciones (MCLECD, 1976). En efec-
to, considerando por ejemplo el

elementa modelo » de la figura

Ys _ adjunta,
o) ]mwle Iw(luwé)wj
f Wy, f= p~! J (x—z'aswq)w, ,
4] :I [31] 3
-05
W. W, I (y-2 W, W,
Jm 373 " _ 43
1
L
O X
f1 11
P=|001
010
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