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Abstract - In this work we discuss some results presented in El] , [2] , E3]

and we compare the "conventional dual theory" - using "Lagrange Multipliers"

- with a "new dual theory" stated in C1 1 .

1 . Introdujo

Quando pretendemos utilizar métodos de optimizagao, em problemas de

engenharia ou de planeamento, há, por vezes, vantagem em considerar várias

fungóes objectivo conflituosas entre si . Um dos processos de abordar estes

problemas é construir uma fungáo utilidade que incorpore os diversos objecti

vos . Em geral, as fungóes utilidade pertencem a uma classe de fungóes, com

propriedades especificas, a que chamamos "fungóes monotonicamente estrutura

das" .

A estrutura desta classe de fungóes pode ser explorada para desen-

volver métodos que permitam optimizá-las com menos esforgo computacional do

que se utiliza-ssemos algoritmos clássicos . A este respeito veja-se DI , E?],

Em F17 foi estabelecido um novo tipo de "problema dual", com a

particularidade de ser definido tanto para "problemas primais" com restri-

goes, como para problemas sem restrigo-es (dualidade-A) .

Em C21 .desenvolvemos esta teoría e comparámos as "limitagóes

	

in-

feriores" (lower bounds) geradas a partir da teoría da dualidade convencio

nal que utiliza "Multiplicadores de Lagrange" (dualidade-L) e a partir da

"dualidade-A" . Tivemos em vista o estudo da. possibilidade da sua aplicagáo,

para estabelecer condigóes de paragem, quando se utiliza um processo itera-

tivo para optimizar o "problema primal" .
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truturada" .

Nos parágrafos 3 e 4 focamos alguns dos principais resultados que

acabámos de referir . No parágrafo 3 sugerimos ainda um novo tipo de demons

tragáo para o teorema de dualidade apresentado . Em 3 e 4 tornam-se claras

as relagoes existentes entre os dois tipos de problemas duais .

No parágrafo cinco apresentamos a extensáo,para condigoes mais ge

rais, dum lema para "fungóes monotonicamente estruturadas" apresentado em
El] . Saliente-se que a aplicagáo deste lema á "teoria do controlo" á poten

cialmente interessante E1,21 .

Ao longo do texto vamos considerar que o problema de optimizagáo

em estudo consiste na minimizagáo duma dada "fungáo objectivo" num determi-
nado dominio . Consideramos ainda, por razóes de simplicidade, que existe mi
nimo nao só da "fungáo objectivo" referida, como de todos os problemas aux_i
liares de minimizagáo considerados, nos respectivos dominios . Note-se que
esta suposigáo é feita por razóes de símplicidade .

2 - Ptmgao monotonicamente Estruturada

Definigao - Seja F um sub-conjunto dum espago linear de dimensáo finita
(FAX) . A fungáo

	

f :X + R - diz-se monotonicamente estruturada se e só se
f (.~l

	

= h., ..( ..l

3 - Teorema de Dualidade

Em [:2] apresentámos uma extensáo dum teorema de dualidade introdu-
zido em EG . Vamos aqui referir uma versáo ligeiramente simplificada do
teorema .

Teorema - Sejam:

1 - f(x) = hov(x) uma "fungáo monotonicamente estruturada" defini-
da em X, sendo X um espago linear de dimensáo finita, h( .) sub-diferen-
ciável e convexa,

	

v(x) = w1(x), . . .,vm(x)1 T

	

em que

	

Vi , . . . .vm	sao fun
SSóes diferencíáveis ~pVi(x)-óVZ(x)~ax~ .

2 - P :X ->W

	

em que

	

W

	

é um espago linear de dimensáo finita, P é
linear

	

(i.e . PcL(X,W))

	

e

	

dim W> min {m4dim X

	

}

3 - F= hov :Xm R, v :Xm -> Rm :
T(x1, . . .,xm)- Ev1,(xl), . . .,vm(Xmc
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No parágrafo 2 introduz-se a nogáo de "fungáo monotonicamente es-

a - v(x) :X - Rm:x H Evl(x), . . .,vm(x)-1 T

	

em que

	

vi :X->R

(i=l, . . .,m) sao fungoes convexas .

b - h( .) :R-}R é monótona estritamente crescente .



F=F(P) A {(x1, . . .,xen)E Xm :Pxl= . . .=Pxm}

Entáo,

mPx
mi"f-(P) f (X) _

e um P que maximízá (1) é :

min f(x) = f(x*)

	

(1)
xEF

P* = [Vv1(x*), . . .,

	

Vven(x*)] T ,

	

8x* earg min

	

f(x)
xcF

A demonstragao que apresentámos em [22 é uma extensáo, com peque~
nas variantes, da apresentada em [1~ . Uma nova demonstragáo, que sugere a
possibilidade de relaxar este teorema para condigo-es mais gerais, pode fa-

zer-se utilizando resultados da teoria da dualidade convencional .

Visto que

	

(ver [1] ),
X

	

P)

	

/'(,y) < min
f(x), YPeL(X,W). res-

	

!,
ta provar que P* é tal que

I

primal") :

em que Y

min
,r.cxm

min
xeXm

n (Y)

	

= min
.Y E

Xen

v (x )m m

vm(xm )

, . . .,yen-l] T eYl

.l~-(P*) /"('r) = f (x*)

Para isso, consideramos o seguinte problema (idéntico ao"problema

em que

	

xí = [xi, . . .,xn ]T

	

para
A partir de (2) construimos :

xl-x2 = 0, . . .,xm-l-xm = 01

	

(2)

P*(xl-x2)=0, . . . . P*(xen-l-xm)=0 l

	

(3)

Como o problema (3)
(ver [2-j ) :

é convexo, a fungáo II(y) também é convexa

v1 (x 1 ) P* O . . . 0 x l-x2
0 P*

0

v (x )m m 0 P* xm-1 -xm



Uma vez que o problema (3) é estável existe o "dual-L" de (3) .

A partir deste ponto, com alguma manipulagáo algébrica, pode demoras

trar-se o pretendido .

4 - Cowararao das "limitagóes inferiores" geradas utilizando a "dualida-
de-L" e a "dualidade-A" .

Por vezes o problema dual é útil para estabelecer condigóes de pa-

ragem quando se usa um algoritmo iterativo para optimizar o problema primal .

Fixando e(erro permitido) o processo iterativo deve interromper-se quando

f(xk)-mira f(x)<e . Como, em geral, mira f(x) náo é conhecido á priori, é im-
xEF -

	

xFF
portante conhecer uma "limitagáo inferior" que convirja o mais rapidamente

possivel para f(x*) quando x tende para x* . "Limitagóes inferiores"com

esta propriedade podem obter-se utilizando a "teoria da dualidade convencio

nal" e a "dualidade -A" .

Em r2 1 fazemos a comparacao das "limitacóes inferiores" geradas

por estes dois processos .

Vamos referir brevemente um caso particular . Consideremos o "pro-

blema primal"

em que as fungóes obedecem ás condigo~es
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min(Pa) =

	

mira 2
xsFOXAR

0 problema

	

(Pa)

	

é equivalente a

min(Pb ) = mira
xl .x2e

min(Pc) = mira
xl ,x~ R

(Pb) :

v 2 (x)

impostas no teorema do parágrafo 2 .

Usando a "dualidade-L" obtém-se "limitagóes inferiores" da forma :

r v1 (x1) 1

	

+ a (x)T (xl-x

_ 2 2 _

_< mira

	

(Pb) .

	

Y)~ (X)

	

= a l
(x)

	

eR2
a2 (x)1

-YyeR (m-1) ~(xl, . . .,xm)e Xm : P* 0 . . . 0 x l-x2
0 P*

0

0 . . . 0 P* xm-1-xm



em que

	

A =

Como (P b ) -e estável, para a(x) = X(x*) (com x*=xi =x2)

min

	

(Pc )

	

= min(Pb) .

Assumindo que as fungo-es em causa sao continuas, é possivel obter

uma expressao para um

	

a(x), com

	

A(x) -> a(x*)

	

quando

	

x- x* . Para isso, cal

cula-se 9(x) tal que :

mi9 ¡¡A - Be 1,2

eER

Obtim-se

	

6(x) = LBTB ] -1 BTA

com /( ( .Y) = h

1

	

-1

	

0

	

O]T

[o

	

0

	

1

	

-1 1

E) (x) = Le1(x),e2(x)1 T

Faz-se

	

MX) _ - e(x) .

Por outro lado, como :

min
< x1,x2ER2

a F(x)

	

a f(X)

	

a

	

c (.r)

ax1 axi ax2

h

ILv2(x2) 1

h

T

(x 1-x2 )=0 L ,

	

Va (x) eR2

é possivel dizer que as "limitagóes inferiores" obtidas usando a "dualida-

de-A" sáo iguais ou melhores que as obtidas utilizando a "dualidade-L" .

5 - Extensáo do Lema 2 .1 (i) de

	

L1] .

Lema - Seja f(x) = hov(x) pertencente á classe das "funr,óes monotonicamen

te estruturadas" definidas em

	

FC-IX, sendo

	

X

	

um espago linear de dimensao

finita, F convexo e fechado,

	

m=2,

	

v1 ( .)

	

e

	

v2 ( .)

	

diferenciáveis, h( .)

sub-diferenciável e

	

Va1 h( .)cah( .), a 1h( .)> 0 .
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v1 (x 1 )
+ X(x)T

Lv2 (x2)1

wl (xl)l : A (x)T

~2 (x2)J



Seja

	

S __A {x :

	

x s arg min f (x) }
xcF

Si __A{x :

	

x c arg min

	

vi (x)}

	

i=1,2 .
xcF

Entao,

	

se

	

S 1Os 2 = i,

	

Snsi = 1,

	

i=1,2 .

A demonstragao que propomos para este lema (ver E3] )

	

é comple-

tamente distinta da apresentada em E1] para a versao original do lema e

utiliza uma fungao perturbagao do tipo da introduzida em E4] .
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