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Abstract - In this work we discuss some results presented in E}j . [}] ,[3]
and we compare the “conventional dual theory” - using "Lagrange Muitipliers"”

- with a "new dual theory” stated in[1 ].

1. Introdugac

Quando pretendemos utilizar metodos de optimizaggo, em problemas de
engenharia ou de planeamento, ha, por vezes, vantagem em comsiderar varias
fungoes objectivo conflituosas entre si. Um dos processos de abordar estes
problemas & construir uma fungac utilidade que incorpore os diversos objecti
vos, Em geral, as fun¢Oes utilidade pertencem 2 uma classe de fungoes, com
propriedades especificas, a que chamamos "fungaes monotonicamente estrutura
das™. '

A estrutura desta classe de fungGes pode ser explorada para desen-
volver metodos que permitam optimiza-las com menos esforgo computacional do
que se utilizassemos algoritmos classicos. A este respeito veja-se [}j » [?],
(&4 ].

Em [}]: foi estabelecide um nevo tipe de "problema dual”, com a
particularidade de ser definide tanto para "problemas primais" com restri-
¢Oes, como para problemas sem restricdes (dualidade-a).

Em [ 2 | desenvolvemos esta teoria e comparamos as "limitagoes in-
feriores” {lower bounds) geradas a partir da teoria da dualidade convencic
nal que utiliza "Multiplicadores de Lagrange” {(duvalidade-L) e a partir da
"dualidade-A”. Tivemos em vista ¢ estude da possibilidade da sua aplicagao,
para estabelecer condigoes de paragem, quando se utiliza um processe itera-

tivo para optimizar o “problema primal®.
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No parigrafo ? introduz-se a nogao de "fungao monotonicamente es-
truturada®.

Nos paragrafos 3 e 4 focamos alguns dos principais resultados que
acabamos de referir. Mo paragrafec 3 sugerimes ainda um novo tipo de demons

tracao para o teorema de dualidade apresentado. Em 3 e 4% tornamse claras

as relagces existentes entre os dois tipos de problemas duais.

No paragrafo cinco apresentamos a extensdo,para condigoes mais ge
rais, dum lema para "fungoes monotonicamente estruturadas” apresentado em
[1] . saliente-se que a aplicagao deste lema 2 "teoria do controlo”™ & poten
cialmente interessante [ 1,7 .

Ac longo do texto vamos comsiderar que o problema de optimizagao
em estudo consiste na minimizagao duma dada "fungdo objectivo™ num determi-
nado dominio. Consideramos ainda, por razdes de simplicidade, que existe wi
nimo nac s& da "fungao objectivo" referida, como de todos os problemas auxi
liares de minimizagao considerados, nos respectivos dominios. Note-se que

esta suposigac € feita per razdes de simplicidade.

2 - Pungac Monotonicamente Estruturada
Definicao - Seja F um sub-conjunto dum espaco linear de dimensao finita
(FEX). A fungac £:X+R ‘diz-se monotonicamente estruturada se e S0 se

£{x) = hov{x)

e
20

m T )
a2 - v{x)}:X —R !x i+ [ﬁl(x),...,vm(x)] em que v.:X—R
{i=1,...,m} sao fungdes convexas.

[1:4 - - .
b - h{.3:R =R e monotona estritamente crescente,

3 - Teorema de Dualidade

Em [}{] apresentamos uma extensao dum teorema de dualidade introdu-

zido em EI] . Vamos aqui referir uma versao ligeiramente simplificada do
teorema.

Teoreoa - Séjam:

1 - £{x) = hov{x) uma "fungao monotonicamente estruturada’ defini-
da em X, sendo X um espago linear de dimensao finita, h{.) sub-diferen-
ciavel e convexa, vix) = E}l(x},...,vm(xfj_T em que Vv
goes diferenciaveis (9 Vix) = 3Vi(3()/bx).

2 - P:X—W emque W @ um espago linear de dimensao finita, P &
linear (i.e. PeL{X,W)) e dim ¥W> min {midin X }

3- F=how X B, v:X"=R":

&= (xl""’xm)H1:v1’(xl)""’vm(xﬁij T

l""’vm s&o fun-
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4 - F=f(m A {0k, uea, 2 Y€ Px. =, . .2Px ]
1 m 1 m
Entﬁo,
ma in = min = *
g% mine o) £ min (x) = f{x*) (1)
e um P que maximiza (1) &:
P* = [bvl(x*},..., Yy (X*E]T, ¥x* carg min £(x)
m-1 XeF

A demonstragao que apresentamos em Eﬁ] 2 uma extensao, com peque-
. T -
nas variantes, d4a apresentada em E}J . Uma nova demonstragao, que sugere a
possibilidade de relaxar este teorema parz condigoes mais gerais, pode fa-
zer-se utilizando resultados da teoria da duvalidade convencional.
Visto que (ver Ef] ¥, wmi /‘QO g_mig f(x), ¥PeL{X,¥), res-
= xc

x.EF?P)

ta provay que p* e tal que
I‘JII‘ / k) = f{x¥*

Para isso, consideramos o seguinte problema {identico aoproblema

primal"}:

min h vl(xl) i e O""’xm—l_xm =0 (23
reX .
Vm{xm)
em que x. = [}i,...,x?j]T para i=1,...,m
A partir de (2) construimoes:
i . PR(x_ -x. )= * - )=
min h vl(xl) : P (xl x2) 0,...,P (xm—l xm) 0 {3)
xg .
vm(xm)

Como o problema {3) & comvexo, a fungao I(y) também & convexa

{ver Eﬁ] Y

T{y} = minm h vlfxl} e 0 ... 0 X%, =y
yeX o p* .
: o
. . B
vm(xm}_J g ... 0O P_J X1 xm-

em que y = [}1,...,ym_£] T ch
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Y, = yeR(m_l)xhﬂ%g(x

= * - =
1 pree ¥ Ye X PE QL. Q xy "X, y
O p¥ .
-
3 o]
*e -
o ... 0 P xm_l X

Uma vez que o problema (3) @& estavel existe o "dual-L" de (3).
A partir deste ponto, com alguma manipulagao algebrica, pode demons

trar-se o pretendido.

4 - Comparagao das 'limitagoes inferiores" geradas utilizamdo a '‘dualida~
de-L" e a "dualidade-A".

Por vezes o problema dual & util para estabelecer condigoes de pa-
ragem quando se usa um algoritmo iterativo para optimizar o problema primal. .
Fixando ef{erro permitido) o processc iterativeo deve interromper-se quando
f(xk)-ié% f(x)<e. Como, em geral, ?é% £{x) nao & conhecido & priori, & im-
portante conhecer uma “limitagac inferior" que comvirja o mais rapidamente
possivel para £f{x*) gquandoc =x tende para x*. "Limitacdes inferiores"com
esta propriedade podem obter—-se utilizando a "teoria da dualidade convencio
nal” e a "dvalidade -A".

Em{ 2] fazemos a comparacio das “"limitacdes inferiores" geradas
por estes dols PrOCESS0S.

Vamos referir brevemente um caso particular. Consideremos ¢ "pro-

blema primal®:

min(P )} = min 2 h bl(x)
XeFAXAR

== v, (%)
em que as fungSes obedecem as condigaes impostas no teorema do paragrafo 2.

O problema {Pa) e equivalente a (Pb):

min(?b} = min hi vl(xl) PRyX, = 0
X%yt R v, (x.)
2%2)

Usande a “dualidade-L" obteém-se "limitagoes inferiores" da forma:

min(p ) = xmii e h v e o+ A(x)T(xl—xz)
1 *F vz(xz}
= min (Pb}’ Vialx) = RF(X;]- €R2
Ao |
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Como (Pb) & estavel, para A(x) = A{x*) {com x*=x? =x§)
. = min(e ). .
min (PC) min( b) ) . )
Assuminde que as fungoes em causz saoc continuas, € possivel obter
uma expressao para um A(x), com A(x)+ A (x*) guando x-—x*. Para isso, cal
cula~se 6{x)} tal que:

wig [la - 86 ||
BeR

Obtém-se () = [ B8] ' 8'a

[ s fw afy af T
em que A= 1 > 1 ] 7 » 2
axl sz Bxl sz
vl(xl)
com A{r) = h
VZ(XZ)__
1 -1 o ofF
B =
0 6 1 -1 |
2 T
8(x) = [ot),0% )]
Faz-se Mx) = - B8{x).
Por outro lado, como:
i w v, (x)] + A(x)T {x,-%x,J{| =
min 5 v {xg Y
K, X.ER
1z v, (x,)
g,z 2 -
) - - T 2
min h|v {x;) ] @ A(x) (x.-x,)=0! , ®i(x)eR
< X.,x eR2 1'71 172
= "i'"2 v (x.)
L2 2

& possivel dizer que as "limitagoes inferiores” obtidas usande a “dualida-

de-A" sao iguais ou melhores que as cbtidas utilizando a “dualidade-L".

5 - Extens3o do lema 2.1 (i) de [17].

Lema - Seja f£(x) = hov{x) pertencente 2 classe das "fungoes monotonicamen
te estruturadas' definidas em FSX, sendoc X um espago linear de dimensao
finita, F convexo e fechado, m=2, vl(') e vz(.) diferenciaveis, h{.)
sub-diferenciavel e val r{.)e3n{.), Blh(.)>0.
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Seja Sa{x: xecarg min £{x)}
re¥

S.A{x: xcarg min v, {x)}} i=1,2.
i= i
xeF

Entao, se slﬂs2 = ¢, sns, = 4, i=1,2.

4 demonstragao que propomos para este lema {ver Eﬁj ) & comple-

tamente distinta da apresentada em [I] para a versac original do lema e

utiliza uma fungdo perturbacao do tipo da introduzida em [4] .
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