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SUMMARY:

One of the most important facts to solve a linear progra-
mming model is that the solutions of the primal and dual must
verify some conditions so that the scolution may be optimum.

In this paper, the Existence and Duality Theorems ¢f the
linear programming are proved, without using the Farkas-Minkows
ki's Lemma. This provides & great simplification in the follo-

wing theoretical development.

Sean el modelo de programacidn lineal bajo forma candnica

o primal:

{1.a) (Min} z = c'x
con las restricciones

{1.0) Ax > b

Y

{l.c) x >0

siendo x un vector columna con n componentes y A una matriz de for-
rato m X n, y su dual:
{2.a) (Max} z' = b'u

con las restricciones
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{2.b} A'u < ¢

y
{2.c} u>rg

siendo u el vector de las variables duales, un vector columna

con m Ccomponen tes.

TEOREMA 1.- Si x* e= una sclucidn factirle del primal vy u™ es

una solucidn factible del dual, y se verifica:

{3) ¢'x* = bru*

las seluciones x* y u* son las scluciones Sptimas

correspondientes.

Si x* es una solucidn factible del primal, Ax* > b.

negatividad de u* nos permite escribir, pre-multiplicando

{u*)':
{4) (u*}'ax* > (u*)'b = b'u*
Asimismo, puesto gue A'u* < ¢, se tendrd que {u*}'A 2

donde, post-multiplicando por x*:
(5} fu*) 'Aax* < ¢'x*
Luego, de {4) y (5}, se deduce:

{6) c'x* > bfu*

La no-

por

41
i3]

Si x** es otra solucidn factible del primal, se tendri

andlogamente:
(7} C'X** 3b'u*
v, por la hipdtesis {3), resultari:

(8} ctx** Ii b'u¥ = ¢*x*

vy como en el primal se trata de una minimizacidn, x* serid la

solucidn Sptima del mismo. Un razonamiento an&logo nos conduci-

-

ra a:
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{9) b'u** = c'x*< b'u*

de donde se deducird gue u* es la solucidn dptima del dual.

TEOREMA 2 (DE DUALIDAD).- Una solucifn factible x* del primal

eg Optima si v s6lo si existe una sclucidn factible

u* del dual tal que

{10} Min z = ¢'x* = b'u* = Max z'

Evidentemente para gue una solucidn factible del primal
sea Optima es necesario, por el Teorema 1, que se satisfaga (10).
Demostremos gue es tambien suficiente. Sea f({b) el wvalor
minimo de (l.a) considerado come funcidén de las componentes del
vector b. 51 x* es una solucidn bisica factible de (1) y supone-

mos que es la soluclén Optima de dicho primal, se tendra:
(11) f{b) = ¢'x*

Si perturbamos esta solucibén decrementande la i-&sima com-
ponente del vector x* en un infinitésimo ¢ tal que |e| » 0, para

que esta nueva solucidn

(12} X¥F* = x* - aej {(*)

satisfaga las condiciones (1.b) sumaremos eaj a b, siendo aj el

vector columna de A asociado a x., es decir, x** geri una solu-

cidn factible de:

1]
o]
"

{(13.a) ) {Min} =z

(*} ey es el vector unidad siguiente:

e. = (0,...,0
] - —

j~1 n-{j+1}

1, 0,...,0)
\_.__v___t

r
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con las restricciones:

{(13.b) ax > b -~ caj
¥
(13.c) x >0

Sustituyvendo esta sclucidn factible en la funcidn objetive ten-

dremos:

{14} ¢'"{x - ee.) = fib}) - ¢c.
] J

y de aqui:

fib - eaj) = f(b) - ecj

al no ser necesariamente (12) la solucifn 6ptima de {13).

Puestc gue f(b) es una funcidn continua, desarrcllando en

serie de Taylor el primer miembro de (13), resulta:

m

(16) £(b - ca.) = £(b) - £ 5. a . + {infinitésimos de 2@
] i=1 %Py 137
orden y superiocres) < fih}) - gcj.

.

Como e es un infinit&simo, tal gue |e|>0, para todo j se

verificara:

T af
(17.a) T A5 > ¢, si £> 0
. i=1 03 13 ]
Y
: FY; .
{17.b) - I -~ a,. 2 cC. sl e >{
i=1 °Py *d J

Luego, de (17.a}) y (17.h}), resulta:
m g '
£ *
(1) oo a, . = C. si x>0
i=1 Py 117D ]
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(19) 3f . s ok =
abi aij < < 51 X 0

It 3

i=1

Dado que el valer minimo de la funcidn objetivo fl1.a) no
puede aumentar al disminuir bi' aungue nos puede permitir alcan-

zar un nuevo minimo, se verificara:

-4}
Ll

(20}

ar
a3

para tedo i = 1,2,...,m.
Lag inecuacicnes (18), (19} y (20} nos conducen a conside-

rar un vector u* de componentes

*=Bf
(21) . u¥ EE;

que satisface las condiciones:

(223 {u*)' a < ¢
b4

(23) u* > 0

gue serd una solucidn factible éel dual de (2).

Por el Teorema 2 se verificara:
(24) . _ (u*) 'ax* < c'x*

y por {18} y (19) se tendri:

{25 (u*) 'ax* = c'x*
Endlogamente, se verificara:
[26} (u*] le* i (u*) lb

Yy por consiguiente, de acuerdo con todo lo anteriocr:

(27) {u*}'Ax* = {u*)'b = b'u*
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De donde, por (25) y {27}, resulta:
{28) c'x* = h'lu*
luego ®* y u* son sclucicnes &ptimas y

(29} Min z = Max =z'.

TEQREMA 2 [DE EXISTENCIA).- Existe solucién &ptima finita

el primal si y s0lo si &ste y el dual poseen al menos

una solucidn factible.

Si elprimal (1) posee una solucidn &ptima factible, por
el Teorema 1, el dual (2) posee también una solucidbn factible,

81 x* y u* son las scluciones factibles del primal y del dual

respectivamente, pre-multiplicando el primal por (u*)'se tiene:

{30} {u*) 'Ax* > {(u*)'b = b'u*

y como en el dual:

{31) A'u* < ¢

puede escribirse:

(32) (u*)'a < ¢

y post-multiplicando por x* se tiene:

(33) {u*) 'ax* < ¢'w*
puego, de (30) y (33), resulta:

o

(34) c'x* > b'u*

y como ¢'x* es finito, el dual tiene un dptimo finito al ser

ma cota superior para b'u*.
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TEOREMA 4 [(DE EXISTENCIA).- Si existe solucidn factible para el

primali {dual
existe una solu-

r n 3 .
dual + PETrO Ne para El{prlmal}'

primall zZ * -
cidn para el§ o, T tal gquey ., ,.f-

Sea x* una sgolucidn factible del primal. Si fuese solucidn
tptima, el Teorema 3 exige que haya una solucidn factible para
el dual, le gque estd en contradiccién con la hipdtesis estable-
cida, de donde se sigue gue ninguna solucién factible es Gptima
Yy, por consiguiente, z + -». Andlogamente se demostraria el otro

Cas50.
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