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SUMMARY

3
In this paper, the basic properties of the convex functiona

are discussed, such as continuity, directional differentia=-
bility, and supportability properties. Also the relations
with the gquasi-convex, and pseudo~convex functions are given.

Both weaker and stronger forms of convexity are also given,

Sea la funcidn numérica £: C —» Eleaap} definida sobre
el conjunto convexo C.
DEFINICION 1,-

f es convexa en C si

Vxyy €y AE(0, 1) : f{Ax+(d=RA)y] & Af(x)+(1-A)E(y)

f e8 céncava si ~f es _convexa.

Las funciones convexas y céncavas pueden definirse tam-
bién via el epigrafo y el hipografo de la funecildn f dada.
DEFINICION 2,

Ei epigrafo de f, E se define como

f'

Ef={(x, y}EEnxﬂlz xeC, ¥y £ Ep, yat‘(x)}
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DEFINICION 3.-

El hipografo de £, H se define como

.r?

Hr=1[(x, y)aEan x €C, y €E y & £(x)

1:

1\7

Figura l.~ Ejemple de funclones convexas y concavas con

indicacidn de su epigrafo e hipografo.

TEOREMA 1,-

‘convexa [ Et."
f eg gobre € ai v gsolo si o8 CONVEXOo.

" | céneava H,

DEFINICION %4.-

f es estrictamente convexa en C si:

X,y €€, 360, 1) ; f£[axe(1-M)y]cart(x)elizA)ely)

Una funcidn f es estrictamente codncava, si =f @8 estrictamentoc

CONVEXa o

DEFINICYON 5.-

Sea £: C —b Elu{h-n} unse funcidén convexa definida sobre

conjunto convexe C, se dice que ¥ ey un subgradients de f en
£ €

H

[n]
N

o

V¥x g C : f{x) 2 f(xo) + ﬁf(xo)(x = xo)
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TEOREMA 2.~

Toda funcidn convexs f, definida sobre un conjunto convexc

C, @8 convexa sobre C si ¥ solo si

Vx_ g int C, 3 EeE : £(x) = £x_ ) + ‘E\f(xol(x - x)

COROLARIO 1.~

5i f es una funci&g convexa valorada real, definida sobre

cada punto de En' f es convexa si y solo si posee un subgradiente

para teode x ¢ Bn' es decir:

Yx € E. . ¥y e E v jﬁgan t  f£(y) 2 f(x) + § £(x){y = x)
DEFINICION 6.-

Sea f una funcidn numérica definida en un conjunto A, Be

dice que f o8 continua en x € A 81
Vero,3%850 / dlx, x)<8 =  £(x) = £lx ) | < &

f es continua en A, 8l f es continua para tode x ¢ A.

TEOREMA 3.-

Toda funcidn numérica convexa [, definida en un conjunto

convexo C, es continua en el interior de C.

TEOREMA 4,=
Sea f: E - E, Ui+ ]} convexa x, € dom f. La_derivada

direccional unilateral f;(xoz x) existe para todo x ¢ E_ distinto

de cearo,

LEMA 1«"'

Si f: C w» El gs convexa, C wn conjunto convexo abierto

en E , y E un subgradiente de f en x € C, se verifica § = vrix,)

supuesto que existe Bste Oltimo,

TEOREMA 5.~
Saa £f: C —» E]. diferenciable sobre el conjunto convexo

abierto C, f ea convexa sobre C si ¥y solo si

VxeC, Ix eC : [Vf(x) - vf(xol] (x=-x)ao
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TEONREMA 6,=

Sega i € =b El dos veces diferenciable sobre C, siendo C

un conjunto convexo abierto. f es convexa sobre C si y solo si 1la

matriz hessiana de f es semi-definida positiva en todo €, es decir

WxeC y'vzf{x)y§0
Sea £: C = Elu{oo} o siendo € un conjunto convexo an En.

DEFINICION 7.~

f es casi-convexa si para todo x;, X, € C com f(xl) £ f(xz}

se verifica:

Y Ae(o, 1) : f[;\xl " {1_Mx2] £ f(x,)

f os casiecdncava s8i -f es casi-convexa.

DEFINICION 8.-

f es estrictamente casi-convexa #8i para todo Rye Xp € C

con f(xl) 4 fix,) se verifica:
Y Az(0, 1) : S RENENCELIEN PREIEN

f os estrictemente casi-chneavo, sf -f es estrictamentes caci-

=CONnvexXa.

TEOREMA 7.-
f es casl-convexa sobre C si y solo 8i C, ={x eC: £{x) ﬁu}

es convexo para todo nimerc real « -

TEOREMA 8,.-

Sea C un conjunto convexo no '{gcio de En y f: C = Elu{no

una funcibén semicontinua inferiormente y aastrictamente casi-convexa

sobre C, f es casi-convexsa sobre C,

TEQREMA 9.~

51 C es _un conjunto convexo no vacio de En‘ f: C = El

una funcidn ewtrictamente casi-convexa y g C un minizo local

de f gobre C, se verifica:




Estrictamente convexa

f[ﬂxl-r(l- ))xal (.)f{xl)-t(l- ?\)f(xz)

Vf(:ntl)(x2 - 11) <f(x2) - f(xl)

!

Convexa
flAx +(1- A)x, 6 Aflx;)e(1- A)1(xy)

Vf(xl)(xz -x) ¢ fix,) - £ix,)

¥

Estrictamente pseudo=convexa

£lxy) ¢ flx,) &= VElx)(x; = x,) = 0

: :

|
Paeudo=convexa

f(xz) < f(zl) odloe Vt(xll(xz - xl) £ 0

f(xz) > f(xl) &= v t'(:!t]_)(x2 - xl) 20

Estrictamente casi-convexa

flx,) ¢ £fix;) =p r[axl+t1- ;\);2] <flx))

y

Casi-convexa
Cym™ { xgC: f(x) &« } convexo, Yar
£(x,) & £(x)) =3 £[3x+(1-3)x,]e £ix))
f(xz) & f(xl) = Vf(xl)(xz - xl) « 0

£(x,) » £x,) —é==l Vf(xl)(xz - xl} > 0

Figura 2.- Taxonomfa de 1,8 funciones convexas,

casi-convexas y pseudo-convexas,
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YaxeC : i‘(xo) & f(x)

Este teorema, que asegura que un minimo local es también
un minimo global, muestra la importancis de la casi-convexided en

la programacidén no lineal.

TEOREMA 10.-

Sean C un conjunto convexo ablerto y £: C =% E1 una Tun«

cidén diforenciable sobre C, £ e¢s casi-convexa sobre C 81 y solo

sl para tedo x,, %X,&C, gon f(xll 5 f(xz), ga _verifica:

Vf(xz} (xl = xz) 4 0

Este tesorema establace las condiciones necesaria y sufi-
ciente que caracteriza a las funciones convexas diferenciablesn

vig el gradienta.

Sea C un conjunto abierto en En ¥y £: C =3 El difarencila=
ble sobre C.
DEFINICION 9.-=

£ o8 pesudo-convexa wobre C si parsg todo o L€ C com

2
< f(nz) -(::1 .n _#2} B 0 ge verifica f(nl) b ﬂ‘(xz)o

f g pseudo=cdncava sl = f o5 psendo-convexa.

DEFINICION 10.=
f es sstrictaments pseudo-convexa sobrs C si para tode
Zye X, 6 Co com Xy £ x,y ¥ fﬂxz)(::l = xm,) & 0, se verifica

f(xl) (f(xz).

TEOREMA 1l.-

Soa C un conjunto convexo ablerto an En vy f: € = E

1
una funcidn pseudo=convexa diferenciable sobre C. f gs estrice

tamente casi-convexa vy también casi-convexa sobre C.

El rociproco de eates teorema no os cierto siempre, como
es compruebs rl considerayr la funecibm f(x) o 23o

Las rolacionss entre todas las funciones aqui dofinidag
aparecen on 1a Fig. 2.
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