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Resumen: Para el estudio abstracto de ciertos
algoritmos de minimizacidn de funciones, Szego-Treccani intro
ducen el concepto de Semisistema Dindmico Discreto, efectuan-
do el correspondiente estudio axiomdtico. Sucesivas extensio-
nes dan un desarrollo de la teoria en &€l marco de un espacic
de Hilbert, considerando alternativamente sus topologias fuer
te v débil, para su aplicacidn a la optimizacidn de funciona-
les. S5e presenta aqui el planteamiento y primeras propiledades

para el caso de un espacio topologice general.

1. Notaciones

Se supone dado en lo sucesivo un espacio topo
légico {X, T) separado. Con F{X} se denotard el conjunto de
las partes no vacifas 1t -sucesionalmente compactas de X.

Para evitar la proliferacidén de definiciones
se emplearin los té&rminos habituales de la tecria de Semisis-
temas din@micos discretos en el mismo sentido que aparecen en

Szego ( ') salvo gque sea necesaria su reformulacidn.

2. El espacio con limite(F{X), B).

Se tratari en este apartado de definir sobre
F{X) una estructura de espacio con limite {en el sentido de
Kuratowski ( ? )) gue comprenda comoc caso particular el espa-
cio topolégico (F(X),B8 ) inducide por la semidesviacidn
entre compactos tal como aparece en ( '}y (% ).
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Sea (An) una sucesidn en F({X). Sea AcF (X).Se
dice que (An) & -converge hacia A si para toda sucesidn {xn]
con  x €A n=1,2,... existe euna subsucesidn (xnp ) de modo
que x, =% xeA.

P Es ficil dar ejemplos para los que (F(X),a)
no es un espacio con limite. No obstante:

Se dice gue (An) f-converge hacia AGF(X]) si
toda subsucesién de (A ) g-converge hacia A.

Teorema
F(X) con la convegencia £ es un espacio con 1i-

mite.

3. Semisistemas Dindmicos discretos sobre un

espacio topologico

Se demonina semisistema dindmico discreto sobre
X a la terna (X,I+,Wl donde 1t es el conjunto de los enteros
noc negativos y la aplicacién n:X-I+——+ F(X) verifica

3.1. Para cada xeX, n({x,0)= {x}

3.2, Para cada keI+ la aplicacidn

m
=
s
I
]
[

3

fr .
n

rifica que
1 {n {x,h) ,kK)=n {=,h+k)

Para la consistencia de la definicidn se gdebe
prokar que si MeF(X) y nl.,k) verifica (3.1) y (3.2), enton -
ces el conjunto n(M,k)=l_jﬂ(y,k) es sucesiconalmente compacto
es decir pertenece a F(X)¥EM

Obhviamente w(M,k) es no vacio. Sea (xn} una suce
sién en 7 [M,k). Existe entonces una sucesibn en M, (yn} tal
que  x_ sn(yn,k} n=1,2,... y como M es sucesiocnalmente compac
to puede suponerse gue

yn—'f—> ve M 8
y por la continuidad de Ty w[yn,k]-——+ m(y,k}), de donde se
sigue que la sucesibn X, admite una subsucesidn (xnp) con

xnp 13 xewly, k) ¢ © (M, k)

Luego n (M, k) es sucesionalmente compacto y la definicidn es

consistente.
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Cualguier semisistema dindmico discreto en la
acepcidn de Szego (3 ) o en lade (% )} lo es en la aqui da-
da. Ademds existe un método standard de definir semisistemas
sobre X:

Teorema

Sea T:X—F(X} una aplicacién continua entre los
espacios con limite {X,1}) y {(F(X), g}. Entonces si se define
mpiX-I7 —> F(X) mediante

0,0 =1 )= {x )

I (x,K)=T (5 (x,k-1)) k=21
la terna (X,I , mg) constituye un semisistema dinamico discreto
sobre X, que se denomina inducido por T. En el caso particular
de que T sean una plicacifn con valores en X, es decir,T:X'X
se dice gque el correspondiente semisistema tiene unicidad posi
tiva.

La definicién usual de solucifn se mantiene para
los semisistemas dindmicos sobre espacios topelégicos, e iggual
mente el concepto de conjunto limite positive (y finite) de una
solucidn.lLo mismo sucede para los semiconos positivo y negativo
de trayectorias a traves de x£X, y también para el caracter de
positivamente invariante, negativamente invariante, invariante,
cuasipositivamente invariante et¢. Siguen verificindose los si
guientes resultados:

Tecrema

MC X es cuasi positivamente invatriante si y sblo si
para todo x de M, m({x,lM\M # 4.

Tecorema

El conjunto limite positivo de una solucidn y, que
dencotaremos como es usual L+( X), es éuasipositivamente invarian
te,

Las nociones de estabilidad y atraccién pueden for-
mularse como sigue:

Un semisistema dindmico discreto sobre (X,7) se di-
ce estable en el sentido de Lagrange si para cada xeX el semico
no positivo T+(x) es sucesionalmente combacto.

Sean x£8X y M X. 8e dicde que

x es atraido por M si para cualguier solucibn Y
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por x se tiene que X {n)—=> yeM.
x es casi atraido por M si para cualquier solucibn
+ .
X por x se tiene que L ) # 0 y L (Xx)< M.

¥ @s débilmente atraido por M si para cualguier so-

lucidn X por x, LT( xicM.

De forma similar a lo que ocurre en RD se verifica
en este caso gue

Tecrema

Los respectivos conjuntos de puntos de X, atraidos,
casi atraides, y d8bilmente atraidos {llamados respectivamente
regiones de atraccifn,casi atraccidn y atraccién débil de M},

son positivamente invariantes.

MCX es estable si para todo xfM y para todo y de M
+
existen t-entornos u de x y V de y tales que UNT (Vi= ¢

Puede demostrarse gue si M es estable es positivamente invariante.

4. Funciones de Liapunov

Sean Vc Xy J:V -+ R. Se dice que J es una fun
cifn de Liapunov para el semisistema (X,I+}n) sis
) 4.1) J es semicontinua inferiormente.

4.2) Para cada solucifn x a través de xegV,si
¥ (1)£V se verifica gue J{x(L))£J(x)}.

4.3) Si X es cualquier solucidn de trayectoria
contenida en V, y (kn)CI* con k-~ verifica que x(k )3xEV,
entonces JX{k D)) = Jx).

Es de indispensable aplicacifin en semisistemas
generados por algoritmos de optimizacidn, el siguiente resulta
do: :

Teorema

Si un funcifén de Liapunov J estd definida schre
la trayectoria de una solucidn y sobre su conjunto limite, ‘en-

tonces es constante sobre dicho conjunto limite.

A partir de este teorema se cbtienen fécilmente
resultados sobre la convergencia de las solucicnes al lo largo
~de las cuales una funcién de Liapunov es estrictamente decre -

ciente.
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