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Sumario .- Las autofunciones de ciertos problemas de Sturm-
-Liouville que se plantean en relación con la ecuación dife-
rencial xy" +(v+1)y'+y=0, son utilizadas como núcleos para de
finir nuevas transformaciones integrales finitas .

1 . Problemas de Sturm-Liouville para la ecuación
+y=0 .

La ecuación diferencial ordinaria

se puede escribir en la forma

xy " +

	

(v+1)y'

	

+

	

ay

	

=

	

0

	

(1)

donde L denota el operador L =
x dx

(xv_

	

+1 X), conforme

notación de Sneddon ([6]) y Churchill ([1]) .

La integral general de (2) es ([4]) :

C (x) =

	

(-1) x
v

	

r=0 r :f(v+r+1) y

Cv (x) cosv7r-x-vC-v (x)

xy" +(v+1)y'+

(2)
a la

O(x,A) = A(a) Cv (ax) + B(a) Dv (ax)

	

(3)
en la que

sen ver
representa, respectivamente, las funciones de Bessel-Clifford
de primera y segunda especie de orden v .

Entre los diversos problemas que pueden plantearse para la
ecuación (2), destacamos los dos siguientes :
(I)

	

(L+a) ~ = 0
0<x<a, Nf = f(a)

	

([6], p.446(a))
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Si se consideran las raíces reales positivas de la ecua-

ci6n :
CV (aa)

	

= 0

	

(4)

de (3) sigue que B=0, siendo entonces las autofunciones

~n (x) = CV (anx), a menos de una constante multiplicativa,

a=an , ceros de (4), los correspondientes autovalores .

60

Se verifica la relaci6n

f

ra

J
	xvCv (anx)

	

CV (amx)dx =
0

de ortoganilidad ([4]) :
0, si m¢n

av+2xnCv+1(xna), si m=n

(II) (L+X)~ = 0
0<x<a, Nf = f'(a)+hf(a), (h constante)

De

	

(3)

	

se infiere ahora, al tomar X=Xn como ceros positi

vos de la ecuación :

h CV (a na) + an q (ana) =

o bien :

	

( 6)

h CV(ana)

	

-

	

Xn Cv+1 (ana)

	

0

Y

que B=0, originándose las mismas autofunciones que en el

caso anterior,-aunque con autovalores a=an diferentes .

La condición de ortogona ¡dad seria :
a

	

0, si m¢n
xvC (a x) C (a x) dx = v+1

	

(7)
0

	

v m

	

v n

	

a
a

	

( a h2+an-vh)CV(a na),si m=n
n

2 . La transformación integral finita de Hankel-Clifford (H .C)

de primera especie .

2 .1 El problema (I) induce a definir la transformación fi-

nita de (H .C) de primera especie de una función f(x) me-

diante la expresión
_

	

a
f
1'v

(n)

	

=

	

b1,v
If

(x)
;nJ

	

=

	

J
0
xvCV (a nx)

	

f (x)

	

dx,

	

(8)

para v>,0 .
Además, la relaci6n de ortogonalidad (5), previa la o-

portuna normalización, conduce a la correspondiente fórmu-

la de inversión ([6], pp . 439-443) :
_

	

m

	

f

	

(n) C

	

(a x)

b1,vLfl~v(n) ;x]
= f(x) = v+2

	

y

	

1 'v 2 v n

	

(9)

a n=1 anCv+1(xna)



Recíprocamente, y al igual que para otras transformaciones

integrales finitas (Fourier, Hankel, Legendre, . . .), (9)

puede ser interpretado como un desarrollo en serie de

Bessel-Clifford de la función f(x) considerada, con coefi

cientes An=fl,v (n) dados por (8) .

2 .2 Propiedades

1) En relación con la derivación :
a

bl, v [f (r) (x) ; n]

	

_

	

(-1) rl

	

xv-rCv-r (anx)

	

f (x)

	

dx

	

+
0

+ y (-1) a

	

Cv_r+k(xna) f

	

(a),
k=1

Si

	

f (k-l la)

	

=

faxv+rCv+r(xnx) f(x) dx .J
0

3) De 1) sigue además, si f(a)=0 y v>0 (b f(0)=f(a)=0 y

b1,v[Irf(x) ;n] = (_1)r

v>r-1

0 (k=1,2,3, . . . .r-1), se tiene :

fb1,v [f (r) (x) ;n]

	

=

	

(-1) r J axv-rCv-r (anx) f (x)

	

dx
0

2) En relación con el operador integral I si Ikf(a) = 0

(k=1,2, . . ., r) :

v>,0), de importancia en determinadas aplicaciones :
b1,v [xf"(x) + (v+1) f' (x) ;n] _ -anb1 v [f(x) ;n]

	

(10)

2 .3 Aplicaciones

1) Ecuaciones del tipo Kepinski-Myller-Lebedev([8],pp .99)
2

xaa
2

+ (v+1) ~ - u~ = 0, u = u(x,t)
ax

	

(11)
u (a, t)

	

=

	

0,

	

u(x, 0)

	

=

	

f (x)

Si se pone 1(n,t)=bl,v [u (x, t) ;x--}n]

	

y fv (n)=b1 v[f(x) ;n]
a

se deduce : -a nú(n,t)- u-~ f(n,t) = 0,

de la que resulta la solución :

	

.Xn
°°

	

f

	

(n) Cv (~ nx) e- u t
u(x,t) = v+2 z v 2a n=1 anCv+1(Xna)

2) Formas particulares de la ecuación del calor

El tipo de ecuaciones :
2

g(t)~ - x a-
- a x - h(t)u = f(x,t),

a constante, a=v+1, se transforma mediante la aplicación

de

	

(10)

	

en lineales de la forma :

DU + Xn-h(t)

	

__ f(n,t)

	

61g(t)

	

g(t)



3) Problemas en que comparece el operador de Laplace n-- .'_-

mensional
Como se sabe, en coordenadas polares, se tiene :

Au = _d2 u + _n-1 _du = dlu + (n-2)+1 _du
dr2 r dr dr 2	r dr

no siendo factible su estudio a través de la transforma
ci6n de Hankel, salvo en el caso n=2 ([3], pp .82) . Sin
embargo, se hace posible en muchos casos su resolución
con el uso de la transformación introducida, para todo
n>2 .

3 . Transformación integral finita de Hankel-Clifford de se-
gunda especie .

El problema (II) y las condiciones de ortogonalidad (7)
permiten introducir, de forma similar al caso anterior, él
siguiente paso de fórmulas definidoras de la transformación
finita de segunda especie : a

b2,v [f (x) ;n]

	

= f2,v (n)

	

= fo xvCv (anx)

	

f (x)

	

dx

	

(12)

-1

	

1_

	

ñnCv (a nx)f2,v (n) (13)
b2,v[f2 v(n) ;x] = f(x)=

v+1

	

2

	

2
a

	

n=1(ah +an-vh)Cv.(xna) . .
nbs6rvece elle

	

1- a

	

ir]_ent ¡ti ár_1

	

riá

	

1ác

	

I P )

	

js

	

( 1 9 l

	

cc

	

aparente,
toda vez que definentransformaciónes diferentes, al ser
los autovalores X=X n respectivamente, soluciones de las
ecuaciones distintas (4) y (6) .

De igual manera, cabe obtener propiedades y aplicacio-
nes de esta transformación .
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