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Sumaric.—- Las autofunciones de ciertos problemas de Sturm-
—-Liguville gue se plantean en relacidn con la ecuacifin dife-
rencial xy'" +{v+l)y'+y=0, son utilizadas como nficleos para de
finir nuevas transformaciones integrales finitas.

1. Problemas de Sturm-Liouville para la ecuacidn xy'" +({u+l)y'+

+y=0.

La ecuacidn diferencial ordinaria

xy" + vy’ + Ay = 0 (1)
se puede escribir en la forma
(Ltx)¢p = 0 (2)
1 4 v+l d

donde L denota el coperador L = > (x E_]' conforme a la
x" dx

notacién de Sneddon ([6]) y Churchill ([1]).

La integral general de (2} es ([4]):

¢{x,x) = A(X) Cu(lx) + B{X1) Dv(Ax) {3)
en la que
_ 3 (-1)"x"
C, ) = ZO riT (v+r+l) Y
Cv(x)cosvw—x_vc—v(X}
D,, (x) =

sen v
representa, respectivamente, las funciones de Bessel-Clifford
de primera y segunda especie de orden v.
Entre los diversos problemas que pueden plantearse para la
ecuacidn (2}, destacamos los dos siguientes:
(I) (L+x\)¢ = O
O<x<a, Nf = fla) {[6], p.446{a))
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Si se consideran las raices reales positivas de la ecua-

cidn:

CU(Aa] =0 (4)

de (3) sigue que 3=0, siendo entonces las autofunciones

¢

n

(x) = CU{Anx], a menos de una constante multiplicativa, ¥y

1=An, ceros de (4), los correspondientes autovalores.

Se verifica la relacién de ortoganilidad ([4]):
0, si m#n

a
v -
N J X Cv(Anx) Cu(kmx)dx = (5]

G w2 2 .
a Ancv+l(kna), si m=n

(IT) (L+AY¢p = O
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U<x<a, Wf = £'{a)+hf{a), {h constante)
De (3) se infiere ahora, al tomar A=An como ceros positi
vos de la ecuacidn:
h Cv(kna) + kn CL (Ana} = 0,
¢ bien: (&)

h Cv(lna) - ln Cv+ltkna) =0

que B=0, origindndose las mismas autofunciones que en el

caso anterior, -aungue con autovalores A=Xn diferentes.

La condicifn de cortogonalidad seria:

Ja v 0, si m#n
®C (A x}) C {A_xX) dx =4 _w+l {7
p v m o vn A — (a h2+kn-uh]ci(kna),si m=n

n

La transformacifn integral finita de Hankel-Clifford (H.C)

de primera especie.

2.1 El problema (I} induce a definir la transformacidn fi-
nita de (H.C) de primera especie de una funcidn £{x) me-
diante la expresibn

flfv(n) = bl’v[f(x};n] = ijvcu{knx) £(x) ax, (8)
para vz0.

Ademds, la relacidn de ortogonalidad (5), previa la o-
portuna normalizacifn, conduce a la correspondiente f£6rmu-
la de inversifn ([6], pp. 439-443):

1 fl'v{n)cutknx}
vt2
a n

(9)

-1 [~ _
bl,v{fl,v{n]:x} = f(x) =

lo~18

2
1 Ancu+l(lna)



Reciprocamente, y al igual gque para otras transformaciones
integrales finitas (Fourier, Hankel, Legendre, ...}, [(9)
puede ser interpretado como un desarrollo en serie de
Bessel-Clifford de la funci6n f{(x} considerada, con coefi-

cientes Anzfl,vtn} dados por (8).
2.2 Propiedades
1) En relacibn con la derivacibn:

v_r(Anx) fix) dx +

a

by U[f(r}(X):n] = (—l)rJ x T
! 0
r=-1

+ 1 (-1
k=1

si f(k_l{a) =0 (k=1,2,3,...,r-1), se tiene:

r-k_V-r+kg. (k-1 _
2" e, oa 5 ey, vera

. |
by e easn]l = DT L)x“‘rcv_rtxnx) £(x) ax

2) En relacib6n con el operador integral I si ka(a} =0
{k=1,2,...,7r):

d
b, J1TeG)in] = 1T L)x“*rcu+r(xnx} f(x) dx.

3} De 1) sigue ademds, si f(a)=0 y v>0 (6 £(0)=f(a)=0 y
vz0), de importancia en determinadas aplicaciones:

by yIxfrGa) + (ve1) £'4x)yn] = -A by [f(x)in] (10)

2.3 Aplicaciones

1) Ecuaciones del tipo Kepinski—Myller—Lebedev([8],pp.99]
2
9%u Ju Ju
x——s + [(V+1} - U =0, u=ulx,t)
3x° 3x -~ 7Bt (11)
u(a:t) = 0, u{X;O) = f(x)
Si se pone ﬁ(n,t)=b1'u[u(x,t);x—+n] ¥ fu(n)=b1,u&(X);n]

se deduce; —lnﬁ{n,t)— Wt T(n,t} = 0,

de la que resulta la solucifn: —iﬂt
® f (n}C,{A x)e 1
N | Y v n
U(Xrt} - V2 2 )
a n=1 Ancu+1( na)

2} Formas particulares de la ecuacidn del calor

El tipo de ecuaciones:
w2
] 3 du
g(t)gg - % 5;% - a 3 - hit)u = flx,t),
a constante, a=v+l, se transforma mediante la aplicacibn
de (10) en lineales de la forma:

3T, [An‘h(t) ] _ E(n,t)
LES g (t) glt}



3} Problemas en gue comparece el operador de Laplace n-oi-

mensional
Como se sabe, en coordenadas polares, se tiene:

_a%u . n-1 du _ d%u | (n-2)+1 du
Bu = x4 ST S = S AR S
dr r dr dr r dr

no siendo factible su estudio a través de la transforma .
cidén de Hankel, salvo en el caso n=2 ([3], pp.82). Sin
embargo, se hace posible en muchos casos su resclucidn
con el uso de la transformacifn intreducida, para todo
nx2.

3. Transfermacifn integral finita de Hankel=Clifford de se-

gunda especie.

El problema (II) y las condicicnes de ortogonalidad (7}
permiten intreoducir, de forma similar al caso anterior, el
siguiente pasc de f6rmulas definidoras de la transformacifn

finita de segunda especie:a

= W
bz'v[f(x);n] = £, ,0) = L)x C, (A x} f(x) ax (12)
-1 = _ 1 ARG E, () (13)
by, wlEa,y m)ix] = £G0=—7 2 2
’ ! a n=1{(ah”+i -vh)C{ (A a)
Obsé&rvese gue la identidad de las (8) ¥ (12) es a?arente,

toda vez que definentransformaciones diferentes, al ser
los autovalores A=An respectivamente, soluciones de las
ecunaciones distintas (4) y (6).
De igual manera, cabe cbtener propiedades y aplicacio-
nes de esta transformacién.
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