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ALGUNOS PROBLEMAS EM LA TEORJA DBE NUMEROS ALGEBRAICOS

Pascual Liorenie

£1. Introduccidn

Uno de los preblemas cldsicos del Algebra consiste en la resclucidn

de las ecuaciones

f(x)=a X ¢+ aXta =0 (1)

donde f{X) es un polinomioc de grado n> 0 (an # 0) con coeficientes en el
cuerpo 0 de 10s niumeros racionales.

£1 estudio de este problema conduce naturalmente a la consideracidn
de los cuerpos K de nimeros algebraicos, es decir, al estudio de Tas exten-
siones K/Q finitas. En efecto, & la ecuacidn {1} 1e podemos asocciar el cuer-
po K =Q(a1,...,an} gue se obtiene al adjuntar a § Tas raices de f(X) toma-
das en el cuerpo € de los nimeras compiejos {0, mis generalmente, en una
clausura algebraica de Q). Entonces K/Q es uha_extensién finita y la Teoria
de Galeis nos permite obtener informacisn sobre las ecvaciones {1) mediante
el estudio de K y de su grupo de Galois Hal{k/Q).

Otros problemas, igualmente clisicos, son Tos 1lamados problemas dia-
fanticos y que, esencialmente, consisten en hallar 1as soluciones enterac
de ecuaciones algebraicas con ceeficientes en el anillo Z de Tos nimeros
enteros.

Sin duda, uno de Tos mds famoses problemas diofinticos es el 1lamado

Ultimo Teorema de Fermat {(U.T.F.)} que asegura que la ecuacién
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no tiene solucidn en enteros no nulos si m > 2. Este oroblema fue propuesto
por Fermat hacia el afio 1630 y el caso m=4 fue esencialmente resuelto por
é1 mfsmo, apiicando su método del descenso infinito. Es suficiente_conside-
rar, entences, los Casos en que m=p es un primo impar. A pesar de todos
los esfuerzos realizades en estos 350 afios, el problema sique abierto.

E1 U.T.F. es un ejemplo {no tan excepcional como pudiera parecer) de
las dificultades que suele encerrar la resolucidn de un problema dioféntico
¥ que contrasta con la habitual sencillez de su enunciado. Este ha motivado
1a necesidad de desarrcllar una serie de nuevos métodos, tanto &lgebro-arit-
méticos como analiticos y mixtos; ha estimulado la investigacién en todas
las 4dreas de Ta Matemdtica y la creacidn de &reas nuevas y ha conducido a
buena parte de los problemas actuyales en la Teoria de Nimeros.

En esta expesicién nos proponemos mostrar, muy brevemente, cdmo cier-
tos problemas diofdnticos han originado algunos problemas centrales en la
Teoria de Nimeros Algebraicos, cdmo &stos han ido evolucionando ¥ generando
a su vez nuevas preguntas y problemas, y cudl es el estado actual de Jos
mismos.

Nos adelantamos a sefialar que 6€ste es un propdsito demasiédo ambicio-
s0 para un trabajo de tan pocas piginas y qte su parcialidad e incompleti-
tud apenas quedardn disimuladas por 1a lista de referencias que lo concluye.

Sin embargo pensamos que puede ser de alguna utiiidad e interés tanto
para los no especialistas en el tema, como para los estudiantes de la Li-
cenciatura en Matemdticas. Por esto agradezco al Or. M. Castellet haberme
solicitade esta redaccidn para ser inciuida en Publicacions de la Seccid

de Matematiques.
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§2. Planteo de algunos problemas

En todo 10 que sigue K denotard un cuerpo de ndmeros algebraicos. Sin
pérdida de qgeneralidad podemos suponer que () C K € C. Recordemos que el
grade de K/Q es la dimensién_[K: Q] de K como Q-espacio vectorial y que,
en nuestro caso, [K: Q] =n es finita. Diremos que K es un cuerpo cuadrdtico
si n=2; un euerpo ciibtco si n=3; etc. Diremos que £ es real si K CR
(cuerpo de 1os nimergs reales): en caso contrario diremos que X es imagina-
rio.

E1 Teorema del Elemento Primitive asegura que todo K de grado n es
de 1a forma K =Q(z) donde 5 es una raiz de (1) con f{X) irreducible en
QX]. Particularmente importantes son los cuerpos ciclotdmicos K =Q{6y)
{m>2) que se obtienen adjuntando a { una raiz primitiva m-ésima de la uni-
dad, su grado es n=¢{m) {(funcién de Euler).

Es clarc que todo x € X es rafz de algiin polinomio de Q[X] de grado
n'sn (pues 1, x,xz,... " son Q-dependientes}. Et conjunto A de Tos x € K
que son raices de un polinomio de Z[X] ménico {el coeficiente de la mayor
potencia de X es 1) c0nstituyén un anillo que se.Ilama anitlio de los ente-
r'oslde K.

Asi como el estudio de la ecuacibn algebraica {1) conduce a la consi-
deracidn de los cuerpos K/Q, ciertos problemas diofinticos conducen al estu-
dio de la aritmética de los anillos de enteros algebraicos‘A/Z.

ta idea, expresada muy brevemente, es la siguiente: Dada una ecuacién
diofdntica (*), consideramos una extensién K/Q donde (*) pueda ser factori-
zada convenientemente, de modo que sea posible determinar sus soluciones en
A. Si (*} no admite soluciones en A tampoco las admitird en Z. $i (*) admi-
te soluciones en A, deberemos determinar si algunas de ellas estdn en

I=AnNQ.
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Por ejempla, en el caso de la ecuaci6n (2) con m=p primo impar
(U.T.F. para p), es natural considerar el cuerpo ciclotémico K==Q(e§). Este
ejemplo no slo es muy ilustrativo del método indicado sino que, ademds,
es el que le dio origen. Eﬁ [2] se encuentra suficientemente desarrollado.

Desde nuestro punto de vista, la mayor o menor dif?cu]tad eri el estu-
dio de 1a aritmética de un anilic de enteros depende de sus propiedades de
factorizacidn en primos [elementos irreducibles) y del nimero de éstos.

Como eé sabido, Z tiene muy buenas propiedades de factorizacién. En
efecto, Z es un D.E. (dominio euclideo} y, por 1o tanto, un D.I.P. {domi-
nios de ideales principales) y un D.F.U. {dominio de factorizacién finica)."
La dificultad de Ja aritmética de 7 radica en que posee infinitos primos.
Con 1a intencidn de superar esta dificu]tad, s& han desarrollado los méto-
dos de 1oca1€zac16n gue, si bien han demostrado ser muy fructiferos (ver
[2]1), no consideraremos aqui.

La aritmética de un anillo de enteros A suele ser mds compleja que )a
Iaritmética de Z. Por una parte, A también contieme infinitos idealss primos
¥, por otra parte, las propiedades de factorizacidn en A no son, en general,
tan buenas como en 7. En efecto, A es un D.D. {dominio de Dedekind) y, por
To tanto, todo ideal de A se factoriza de manera Gnica en un producto de
ideales primos de A, pero &sto no implica que A sea un D.F.U. Se puede pro-

bar ficilmente que
Aes D.F.U. = Aes D.I.P. (3)

¥, en genreral, no todos los ideales de A son principales.
En principio, este hecha constituye un serio inconveniente a la hora
de intentar resolver un problema diofintico siguiendo Jas ideas que expusi-

mos anteriormente: Para utilizar condiciones de divisibilidad en A, debemos
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razonar sobre los ideales de A, pero 10 que nos interesa es la resolucién
del problema dioféntico en elementos de A. la correspondencia entre jdeales
y elementos s§lo puede hacerse en el caso de ideales principales.

Lo anterior nos conduce naturalmente a plantear el siguiente problema

general:
Problema 1 Para qﬁé cuerpos K es’ A un B.F.U.?

Pero adin en el caso en que Anoseaun D.F.U., puede ser posible utili-
zar el método anterior considerandc una extensidn adecuada de K: Fs ¢laro
que si L/K es una extensién finita, L es un cuerpo de nimeros pues
[L: Q] = [LK]IK:q] es finita. Sea B el anillo de Tos enteros de L. Es cla-
rogue ZCACB y siBes unD.F.U. el método puede aplicarse. Luego, es

natural considerar el siguiente:

Problema 2: Dado K. Existe L/K finita tal que el anrillo de los ente-

ros de L sea un D.F.U.?

Observemos que aidn cuando la respuesta al Problema 2 sea negativa, el
método puede ser aplicable. Eh efecto, si L/K es finita y B/A son sus co-
rrespondientes anillos de enteros, todo ideal A de A puede extenderse a un
ideal i(A) =AB de 8 y el método puede aplicarse si estos ideales son prin-

cipales en B, Tenemos asi el siguiente

Problema 3: Dado K. Existe L/K finita tal que todo ideal A de A se
extiende a un ideal i{A} =A B principal en el anillo B de

los enteros de L?

Para estudiar la aritmética del anillo de los enteros & de K, debemos
comenzar por determinar los ideales primos no nulos de A. Para ellc cobser-

vemos que s1PC A es un tal ideal, PN Z =pZ es un ideal primo no nulc de Z
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¥, en consecuencia, P divide al ideal principal pA. {Recordemos que para
ideales, AlT es equivaiente 2 ADT), Luego, la determinacién de los idea-

Tes primos P ¥ (o) de A se reduce 2l conocimiento de la descomposicidn
_.eq e :
PR=P ... ng | {4}

de Jos primos p € 7 {considerados como ideales principales de A) en pro-
ducto de ideales primos de A,

Este es, sin duda, unos de los problemas centrales de la Teoria de
Niimeros Algebraicos.

Si en la descomposicidn (4), pa#a algunc de les exponentes e;{i=1...q)
se verifi;a e; > 1, diremos que el prime p se remifica en K. Estos primos
sueten traer complicaciones adicionales pero, felizmente, nd son muchos. En
efecto, existe un invariante D, € Z, 1lamado el discriminante de K, con la

propiedad siguiente:
p €1 se ramifica en K « pIDk (5)

Por otra parte, se prueba que IDkfii 1, es decir, siempre existe algin

primo p € Z que se ramifica en K.

Para estudiar l1os problemas propuestos, consideremos 105 grupos abelia-

negs:

I = grupo abelianc libre gererado por Tos ideales primos P# (o) de A

" {grupo de los {deales fraccionarios de K)

Py = tAaja€XK, o#0} C I, {grupo de los ideales fraccionarios principa-

.

les de K)

H{X) =IK/PK (grupo de c¢lases de ideales de K)
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Teorema 2.1 H({K} es un grupo abeliano finito
Sea h{K} el orden de H{K){"class-number® de K). Es claro que
Aes D.I.P.= h{K)=1 (6)

El Teorema 2.1 es un resultado muy importante en la Teorfa de los Ni-
meros Algebraicos y el estudio de los invariantes h{K} y H{K}) uno de sus
problemas centrales. Como veremos ensequida, este problema incluye a los
tres problemas que hemos enunciado anteriormente.

Si L/K 25 uyna extensidn finita-y B/A.son los correspondientes aniilos

de enteros, la aplicacidn gue a cada ideal Ade A te hace corresponder e}l

ideal 1{A) =AB de B, induce un homomorfismo
i o H{K) » H(L)

entre los correspondientes grupos de clases de ideales.
Teniendo en cuenta tode lo anterior, los tres problemas enunciados

admiten la siguiente formulacidn equivalente:
Problems 1: Para qué cuerpos K es h{K} =17
Problema 2: Dado K. Existe L/K finita tal que h{L} =17

Problema 3: Dado K. Existe L/K finita tal que i: H(K) > H[{L) sea &}

homomorfismo trivial?

Sin embargo, 3a resolucién de ciertos probiemas diofdnticos depende
del valor de h{K}o, més generalmente, de ciertas propiedades del grupo H{K),
¥y no de la respuesta a los problemas aﬁteriores.

Por ejemplo, si hp= h{K} con K= Q(ep}, la resolucidn del U.T.F. para

el primc p no depende de 1a condicidn hp= 1 sing de 1a menos fuerte:
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pl hp(ver [2]}). Otros ejemplos de problemas diofinticos cuya resolucién de-
pende de h{K} ¢ H(K} oueden ancontrarse en [24].

Queda justificado, entonces, plantear el siguiente problema general:
Problema 4: Estudiar Ja estructura de H(X)

Esto significa, en particular, determinar su orden h{K).

Siendo H{K) un grupo abeliano finito, se descompone en suma directa
de sus compenentes p-primarias Hp(K}(p € 7, primo} y cada una de ellas en
suma directa de p-grupos ciclicos. E? nimero rp(K) de estos sumandos direc-
tos ciclicos de Hp(x) es el p-rgngeo del grupo H{K}. Es decir, rp(K) es el
minimo nimero de generadores de Hp(K).

Otra definicidn equivalente de rp(K) es la siguienbe: 51 H(K)p es Ta
imagen del endomorfismo x ---» xP de H{K), HIKI/HEK)P es un Zp-espacio
vectorial y su dimensifn es rp(K).

Como caso particular del Problema 4 se tiene e] de determinar rp(K)
para diversos valores del primo p y ya tendremes oportunidad de verificar
la importancia de este problema en las secciones siguientes,

E1 4ttimo problema general que conéideraremos es el siguiente:
Probiema 5: Qué grupos abelianos finitos G se representan como H{K)?

Adelantémonos a decir que séic para el Problema 3 se tiene una respues-
ta satisfactoria. los otros cuatro son problemas abiertos. En particula?,
aim no se ha podide determinar el valor de verdad de Jlas siguientes conje-

turas:
Conjetura 1. Existen infinitos K con hik)=1

Conjetura 2. Para todo grupo abelianc finito G, existe un K con
H{K} =G
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En retacidn con esta G1tima conjetura, Frhlich [14] obtuvo en 1962

el siguiente resultado:

Teorema 2.2 Para taodo grupo abeliano finito G, existen infinitos K

tales que G es una imagen homomdrfica de H{K).

Con frecuencia se dice que el nilmero h{K} es una medida de cudrto dis-
ta A de ser un D.F.U., es decir, una medida de la complejidad de la arit-

mética de A. Las relaciones (3) y {6} implican

Aes D.F.U. @ h(K)<1 (7)

y ésto da cierta credibilidad a 1a afirmacién anterior. Sin embaroo cabe

preguntarse: En gué sentido h(K) puede interpretarse como una tal medida?
Recordemos gque A D.F.U, significa que todo « € A no inversible puede

expresarse como producto de pfimos U €A y que si se tienen dos tales fac-

torizaciones de c

entonces
D.F.U. 1 :s=1

D.F.U, 2 : n. “’H; (asociados dos a dos)

Carlitz [51 en 1960 prueba
AesD.F.U, 1=h{K) <2 (8)

Las relaciones {7) y (8) permiten interpretar a h(K} come una medida,
en el sentido anterior, si h(K)=1 o h{K) =2 pero poco indican si h(X) =3,
4,.... En la seccidn siguiente veremos otra aparente interpretacién de h(K)

como medida, reiacionada con e1 Problema 3, pero que serd igualmente insa-
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tisfactoria. Una discusidn sobre este tema puede encontrarse en [19].
Les resultados de 1a Teoria de Nimeros Algebraicos expuestos en esta
seccibn pueden encontrarse en cualquier buen texto sobre el tema, en parti-

cular en {2] y [25].

§3. Aplicaciones de la Teoria de Cuerpos de Clases

La Teoria de Cuerpos de Clases (T.C.C.}, iniciada por Weber y Hilbert
a finales del siglo pasado y desarrollada por un conjunto de notables arit-
metistas durante la primera mitad del presente siglo, constituye un avance
significativo en el desarrollo de la Teorfa de Nimeros Algebraicos.

Basicamente, la 7.C.C. es un estudio de las extensiones relativas
L/K finitas y abelianas (es decir, galoisianas con Gal{L/K) abeliano) y
resuelve, entre otros, el problema de la descompesicitn (4) de los primos
en dichas extensiones.

En esta secci6n veremos algunas aplicaciones de 1a T.C.C. a la reso-
lucion de nuestros problemas. Exposiciones de la T.C.C. pueden encontrarse,
por ejémp]o, en [6] y [18]. Sobre la hisﬁoria-de la T.C.C. puede consultar-
se la exposicién de H. Hasse en [6, Cap. XI] y para los temas que desarro-
11aremo§ a continuaciﬁn,.1a exposicidn de P. Roquette en [6, Cap. IX].

Junto a 1os primos finitos P de K, eé conveniente considerar los pris
mos infinitos que puedenh identificarse con los fD-isomorfismos no conjugados
g @ K= C. Si ™ de ellos verifican ¢(K) C R, se tiene que n =r1+2r2 y el
nimero de primos infinitos de K es = r1+r2 (rl primes infinﬁtos reales
Yy, primos infinitos complejos). Un primo infinito de K se ramifica en
L/K si es real y su extensifn a L es compleja.

Vimos que toda extensidn K/Q es ramificada {en alglin primo) pues -

]DK| > 1. La situacidn es diferente en el caso de extensiones relativas L/K.
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En efecto, se tiene el siguiente

Teorema 3.1 1) Para todo K existe una mixima extensién KIXK abeliana
ne ramificada. Llamaremos cuerpo de clases de Hilbert {C.C.H.} de ¥ al cuer-

po K.

2} Gal (_KlfK) = H(K)

En particular, [K1 : K] =h({K)
3 H{K) = H(KI) es el homomorfismo trivial.

Observemos, en primer Tugar, que e] teorema anterior da una respuesta
afirmativa a nuestro Problema 3. En efecio, dado K exisfe KIXK de grado
h{K) tal que 7 : H{K} » H(KI) es el homomorfismo trivial.

Esto sugiere otra interpretacifn de h{X}) como medida de Ia complejidad
de la aritmética de A: h{K) indicaria cudnto se debe extender A (el grado
de L/X) para que todo ideal de A ses principal en B. Sin embargo, esta
interpretacidn tampoco funciona pues existen ejemplos de cuerpos K con
hiK} =4 y H{K) = I, ®1, para 10s cuales existe una extensién L/K de grado
2 tal que i: H(K) = H(L) es trivial. Estos ejemplos inducen a pensar que el
1nvarianfe con este significade seria el exponente de H{K) y no su orden
h(K}, sin embargo hay ejemplos que muestran que &sto tampoco es cierto.

E1 Teorema 3.1 es un instrumento muy poderoso (y fructiferamente em-
pleadc) para estudiar nuestros problemas, perc la construccidn efectiva del
C.C.H. Kl de K es, en general, muy dificil. Algunos resultados en esta di-

reccién fueron obtenidos por Herz [17].

Consideremos ahora nuestro Problema 2. Es claro que si h(Klj =1, el
Problema 2 tiene solucibén (respuesta afirmativa) para X pero, en general,

ésto no sucede. Construyamos entonces la Torre de cuerpos de clases de



Hilbert {t.C.C.H.) de K.

KC KI c Ko < ...

donde cada cuerpo es el C.C.H. de su antecesor y sea K la unifn de todos
los cuerpos Ki(i =1,2,...). Observemos que K./Q es una extensién algebrai-
ca pero nd necesariamente finita. En efecto, K /Qes fin?ta si vy sélo si

1a t.C.C.H. de ¥ es finita.

Jeorema 3.2 El1 Problema 2 tiene solucidn para K st y sdlo si la

t.C.C.H, para K es finita y en tal case, L=K_es la minima solucidn.

Demostracidn: Si la t.C.C.H. para K es finita, existe un indice j =1

tal que K _ =Ki para todo T2 j. Entonces
h{K_} =h(K3.) =[KJ.+1 :K=1

y L=K_ es una solucidén del Problema 2 para K.

Para completar la demostracidn del teorema debemos probar que si L/K
es una sotucidn del Problema 2 para K, entonces K_CL. Para ello, es sufi-
ciente probar que KI C L y Tuego razonar inductivamente.

Ce h{L} =1 se deduce que L1= L. Por otra parte, siendo K1/K abeliana
no ramificada, LKI/L también es abeliana no ramificada y, en consecuencia,

LK1 C L1= L. Luego K1 < L.

La construccidn de la £.C.C.H. ﬁara K es un problema dificil. Durante
muchos afos, todas las t.C.C.H. construidas eran finitas y si este fuera un
hecho general (vdlide para todo K}, quedarian resueltos los Problemas 1 Y
2,.inc1uyendo la Conjetura 1. Por eso fue muy importante el resultado nega-

tivo haliado por Golod y Shafarevich [16] en 1964 y que enunciaremos a con-

tinuacidn,
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Diremos que L/K es una p-extensidn (p € I, primo} 51 es galoisiana
y Gal(L/K) es un p-grupo. Llamaremos p-C. C.H. de K a la midxima p-exten-
$i6n K%p) de K contenida en K . AsT como K, permite estudiar el arupo H{K),
Kgp) permite estudiar su componente p-primaria Hp(K}.

Consideremos entonces la p-torre de cuerpos de elases de Hilbevt

{p-t.C.C.H.} de K.

donde cada cuerpo es el p-C.C.H. de su antecesor y sea Kip) la unién de to-
dos los cuerpos Kgp){i =1,2,...). Eg facil ver gue Kgp) es la mdxima p-ex-
tensién de K contenida en Ki(i =1,2,...)}. En consecuencia, KSD} CK_ y si

para algin primoc p € Z la p-t.C.C.H. de K es infinita, entonces Ja t.C.C.H.

de K es infinita.
Teorema 3.3. {Golod-Shafarevich)

Existe una funcién v(n) tal que rp(K) < y{n} para todo K de grado n

cuya p-t.C C.H. sea finita.

En efecto, se prueba que si Ta p-t.C.C.H. de X es finita entonces

rp(K) <2+ 2 V$K ¥ ey p (9)
dbnde GK,pz 1 si ep €K ¥ SK,p =0 en caso contrario.
Siendo Tk =11 tr, < n, una posible eleccidn de v(n) es

y(n)= 2+ 2H+1

Los resultados anteriores nos aseguran que si para algln primo p € 7,
rp(K) es "suficientemente grande" {por ejemplo, rp(K) 2 y(n}), entonces la

t.C.C.H. para K es infinita y el Problema 2 tiene una respuesta negativa
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para K.-

Vemos asi como nuestros problemas iniciales conducen a problemas de Ja
T.C.C., en particular a preguntas sobre 1a finitud de las t.C.C.H. y &stos
a su vez conducen a problemas sobre Ta estructura del grupo H{X) } en par-
ticular, & la determinacidn de rp(K).

Algunes resultados sobre rp(K) obtenidos por Brumer, Roquette, Zassen-
Haus ¥ otros, permiten construir infinitos K cuya t.C.C.H. es infinfta.

Antes de terminar esta seccidn, explicitaremos algunas consecuencias
del Teorema 3.3 en el caso de un cuerpo cuadrdtico ¥ que utilizaremos en
la seccidn siguiente,

Sea K un cuerpo cuadrdtico {(n=2). Si K € R es real, entonces r, =2
¥ en caso contrario Tk =1. Como -1 € K,-GK,2= 1: pero para todo primo p > 2,
5K,p=0 excepto para K=Q(63) =Q&/~3) en cuyo caso h(K} =1. Teriendo en
cuenta estas observaciones y la relacién (9), el Teorema 3.3 nos permite

concluir:

Corelario 3.4 Un cuerpo cuadrdtico K posee una t.C.C.H. infinita si

se verifica alguna de las siguientes condiciones:
i) rz(K) =5 ¥ K es imaginaric
i) rZ{K) =8 ¥ K es real
jii) rp(K} =14 ¥ K es imaginario (p > 2)

iv) rp(K) =5 ¥ K es real (p > 2)

§4. Cuerpos Cuadrdticos

En e) caso en que K es un cuerpo cuadritico (n=2}, Tos problemas que

114



hemos planteado tienen una estrecha relacidn can la resoluci6n de las ecua-

ciones diofdnticas

2 2

F=F(X,Y) =aX" + bXY + c¥°=m (10}

es decir; con la representacidn de enteros m por formas cuadrdticas bina-
rias enteras. En esta seccién daremos una idea de dicha relacion y de 1a
situacidn actual de nuestros prablemas para esta clase de cuerpos.

Comencemos por observar que un cuerpo cuadrdtico K queda determinado
por su discriminante D-=DK {ésto no ocurre, en general, si n > 2}. En efec-
to, K=Q(d) donde d € Z-es un entero 1ibre de cuadrados y B=d o D =4d
segin sea d =1 (mod.4) o d = 2,3 (mod.4). Luego K =Q{/D).

Dade un entero D € 7 tal que [D| 1 y D = 0,1 (mod.4), denotaremos
con H{D), h{D} y rp(D) a los correspondientes H(K), h(K) y rp{K) donde
K=0Q{vd} es el gnico Ccuerpoc cuédrético de discriminante D.

Al estudiar los cuerpos cuadridticos K se observa una diferencia nota-
ble seqiim que D < 0 (K imaginario) o que D> 0 (K real). E1 caso K real
suele presentar dificulatades adicionales debidas a que el grupo multipli-
cativo I{A) de los inversibleé de su anillo de enteros A es infinita, lo
gue no céurre st K es imaginario. En efecto, s1 D >0 existe un v € I{A)

(inversible fundamental de A) de orden infinito y tal que I(A) ={tﬁk[k € 73.

E1 estudio de H{D} y h{D) se inicia con Gauss [15] en 1801 en relacién
con el problema diefintico (10). Para Gauss b es un entero par, perg aquf
adoptaremos un punto de vista mds moderno ¥ noc pondremos restricciones so-
bre b. Para Jo que sigue puede consultarse [13].

Es claro que es suficiente estudiar las ecuaciones diofinticas {10}
en las cuales el M.C.D. (a,b,c) =1 es decir, cuando F es una forma cuadrd-

tica binaria entera primitiva y asi serdn todas las formas cuadrdticas que
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consideremos en 1o que sigue.

Diremos que dos formas cuadrdticas son equivalentes si existe un cam-
bio de variables Tineal con coeficientes enteros y de determinante 1 que
transforma una en la otra. Entonces el problema (10) no depende de 1a for-
ma cuadrdtica F sino de la clase [F] de formas cuadriticas equivalentes a
f. .

A cada F se le puede asociar el entero D= D{F) = b2~4ac Tlamado dis-
eriminante de F y que s6lo depende de [F]. Sea H*{D) el conjunto de las

clases de equivalencia de formas cuadriticas de discriminente D. Gauss

pruebz el siguiente
Teorema 4.1 EY cardinal h*(D) de H*{D) es finito.

Gauss resuleve el problema (10) para un discriminante D dado, es de-
cir, determing las representaciones de m por formas cuadrdticas de discri-
minante D. Luego, si h*(D) =1 el problema (IC) queda resuelto si D(F) = D.

Sin embargo, el mismo Gauss conjetura.
Conjetura 3. S D <0, h*(D) =1 sdlo para 9 valores de D.

En su intento de resolver el problema diofintico (10), Gauss es el
primero en introducir la nocidn de cardeter y con ella establece una par-
ticitn de H*(D) en géneros.S$i go(D) es el nimero de clases en el génerc prin-

eipal Go’ entonces todes 1os géneros contienen gO(D} elementos y

n*(0) = g, (D) .g(D) )

donde g(D} es el nimero de géneros.
Gauss resuelve el problema diaféntico para un génerp G de formas cua-

driticas y, en consecuencia, si gD(D)= 1 el problema (10) queda resuelto si
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D(F) =D. Sin embargo, el mismo Gauss conjetura:

Conjetura 4, Si D <G, go{B) =1 sdlo para un nimero finito de valo-

res de D.

Méé ain, Gauss determinas 65 valores de D <0 para los cuales gO(D)=1,
muestra como se corresponden con 105 65 nimeres convenientes determinados
por Euler {en relacién con otros problemas) y se pregunta si éstos son to-
dos. Hasta la fecha esta pregunta sigue sin respuesta perc, ¢como veremos,

las dos aitimas conjeturas han sido demostradas.

Gauss define también una composieién de formas cuadrdticas, que de-
termina sobre H*{D} una estructura de grupo abeliano, del que G0 es un sub-

grupo. Entonces prueba:
Teorema 4.2 (Teorema de duplicacion de Gauss)
2
= H*
Gc H* (D)
Par otra parte, Gauss determinz el nimerc de génercs g{D)

Proposicidn 4.3 Si t es el nimero de factores primosde D, entonces

g(p) = 2t

Los dos iiltimos resultados implican el siguiente
Corolario 4.4 Si t s el nimero de factores primos de D, entonces
rz(H*(D)) =t-1

La relacidn que existe entre esta teoriad de Gauss de formas cuadrati-

cas y 10s cuerpos cuadriticos estd contenida en el siguiente teorema (ver

[2]3.
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Teorema 4.5 Si B es el discriminante de un cuerpe cuadritico ¥, en-

tonces existe un homomorfismo
¢ H*{D) » H{D)

que es un isomorfismo excepto si D >0 y M{u) =1 {donde N{y) es la norma
del inversible fundamental y de A), en cuye casc se tiene una.sucesién

exacta
¥
1= 22 > H*(D) 5 H(D) »~ 1

Corolario 4.6 Si t es el nimerc de factores primos del discriminante

D de un cuerpo cuadrdtico K, entonces
rz{[}) =t-1

excepto s1 D >0, N{u)=1 y la sucesidn exacta del Teorema 4.5 se parte,

en cuye case H*{D) = Z, D H(D) ¥
r2(0)= t-2

Esta Teorla de los Géneros de Gauss que permite, entre otras cosas,
determinar rZ(D), puede ser reobtenida y generalizada mediante la aplica-

cibn de 1a T.C.C. (ver [17] y [18]).

En el resto de esta seccifin consideraremos nuestros problemas para
cuerpos cuadrdticos K=0{,d) de discriminante D.

ET Problema 1 de determinar aquellos D para 1os cuales n{D} = 1 depen-
de fundamentalmente del signo de D.

En el caso D <0 se tiene 1a Gonjetura 3 de Gauss. Esta conjetura
tiene una larga e interesante historia que no nos es posible detallar aqui.

En particular, ha dado lugar a una serie de resultados curioses uno de 1os
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cuales, probados por Frobenius y Rabinovich en 1912, es el siguiente {ver

[25]):

Proposicidn 4.7 Sea D << 0 y -D#3,4.8. Entonces h{D) =1 si.y sdlo si
2 1-D

D=1 (mod.4) y el polinomio X°-X + 2 toma valores primos para
| <x <Ll

3
Esta (1tima cendicién se verifica si -D=19,43,67,163. Por ejemplo,

Xz—x-+41 toma valores primos para 1 < X < 40.

Por otra parte, no es myy dificil probar (ver [25]) el siguiente re-

sultado:

Proposicidén 4.8 51 D < 0, entonces

A es 0D.E < -D=3,4,7,8,11.

Reenqontramos asi Tos @ valores de D < 0 calculados por Gauss vy para
los cuales h{D) =h*{D)=1.

En el ano 1935 Siegel prueba, usando métodes analiticos, un importan-
te tecrema {ver [25]) del que se obtiene, enlparticular, el siguiente

Teorema 4.9 lim h{D) = =

g

Corglario 4.10 Para todo enterg h = 1, h{DB)=h s8lo para un nimero

finito de valores de D < 0.

Finalmente en 1966, Baker [1] y Stark [ 30] prueban la Conjetura 3, de
manera independiente y con métodos completamente diferentes. También resuel-
ven, en 1971, el problema para h=2 verificando que h{D) =2 s&lo para 18
valores de D < Q.

En 1976, Buell {4] construye una tabla de h{D} y H(D) para D <0y
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0 <-D < 4.106, utilizando un método debido a Lehmer y Shanks {ver [28]).
Esta tabla sugiere que h{D) =3 para 16 valores de D <0 y h(D) =4 para 54

valores de D < 0,

En el caso 0 >0, la situacién es completamente diferente. En efec-

to, se tiene la siguiente
Conjetura 5 h({D}=1 para infinitos D > 0.

Utilizando el Corolario 4.6 se prueba que rZ(D) =0 {h(D) impar) si
D=pconp=1 (mdd. 4} primo o D=4p con p = 3 {mod.4) primo. Recientemen-
te Atkin (ver [23])} ha examinado estos discriminantes en diversos interva-
los en el sector 0 <D < 8.106 ¥ ha observade que para mis del 75% se veri-
fica que h(D}=1. A pesar de estas evidencias numéricas la Conjetura 5, al
tgual que la Conjetura 1, sigue siendo un problema abierto.

Por otra parte, e) problema de determinar los D > 0 para 1os cuales
A es un D.E..esté resuelto. En efecto {ver [25])), en 1938 Hei?b}onn probé
que son finitos y en 1950 Davenport concluye su determinacidn mostrando que

son 16, el mayor de los cuales es D =76.

Con respecto al Problemea 5, se tiene 1a siquiente conjetura miés fuer-

te gue la Conjetura 2 y que también constituye un problema abierto:

Conjetura 6 Para todo grupc abeliano finito G, existe un D tal que
H{D) = G,

51 nos restringimos a D <C 0, esta conjetura es falsa. En efecto, en

1934 Chowla [7]1 probé el siguiente resultado:

Teorema 4.11 Tim g{D)/h{D) =0

D=+ -w
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Teniendo en cuenta la igualdad (11), el teorema anterior implica la

Conjetura 4 y ésta a su vez implica el siguiente

Corolaric 4.12 Existe un ko € 7 tal que H{D} WZZE es imposible si

D<0yk >-k0.

Pero estos resultados dejan ain sin respuesta a una serie de pregun-
tas que siguen siendo prob!eﬁas abiertos:

Cudles son oS b < D de formas cuadrdticas para los cuales g(D) = h(D)
{0, equivalentemente, go(D)= 1)? Son sélo los 65 calculados por Gauss? 5i
ésto fuera asi, el Corolario 4.12 vale con k0==4. Cabe preguntarse: Cudl
es el menor valor de k0 :que hace verdaderc al Corolario 4.127

Por dltimo: Cudl 25 el menor grupo abeliano finito G tal que H{D) # G
si D <07

Hasta hace unos afios se pensaba que G= ZE pero Buell muestra en su
tabla que si -D=12451 {prime) entonces H(D) = 2.25 Actualmente se supone
que G= Zg. En efecto, existen 40 grupos abelianos con menos de 27 elemen-
tos y todos ellos se realizan como H{D) para algin D <0 pero la tabla de
Buell induce a pensar que -Da= 103387 es el @ltimo D con h{D) = 27 mientras
muestra.que para todo D con 0 <X -D £2-00 ¥ h{D) = 27 resuita que H{D) = 227
o H(D) = Zy GDZg.

Ya hemos visto como los otros problemas se vinculan a la t.C.C.H. y
al estudio de rp(K). En nuestro caso, el Corolaric 4.6 nos permite calcu-
lar facilmente rz(D) y, teniendo en cuenta el Corolario 3.4, podemos con-

cluir:

Proposicifn 4.13 Sea K un cuerpo cuadrdtico de discriminante D y

sea t el nimero de factores primos de D. SiD<0yt>26o0si0>0y

t 2 &, entonces Ta t.C.C.H. de K es infinita.
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Debemos considerar entonces los casos €n que t es pequefie. Particu-
Jarmente interesante es el caso en que t=1, es decir cuando D=1 p= 1 {mod.
4) es primo. En este caso rz(D) =0 y es necesario estudiar rp(D) con p = 3.

Sea r(D) =max {rp(D)]p = 2} el rango de H(D), es decir, el minimo nii-
merc de generadores de H({D). En todas las tablas conocidas hasta 1970,
r(*p)<2 y los casos en que r{*p) =2 (es decir, H(*p) no ciclico} eran muy
raros. E£sto condujo a Shafarevich a plantear en el Congreso [nternacional
de 1962 el problema de la pos%b]e acotacidn de r{tp).

.ATgunos investigadores conjeturaron {verbalmente) que r(#p) estd acc-
tado y gque la cota es 2. Esto implicaria gue el Teorema 3.3 de Golod-Shafa- .
revich nunca seria aplicable en el caso D=%p.

Sin embargo Shanks [28] en 1971 da el siaguiente ejemplo. Si
p = 188184253 {que es primo!} entonces H{p) ~ Zg, Tuego r(p)l=r3(p} =3.

Este ejemplo muestra, ademds, que G= Zg se representa como H{D}.

A partir de este momento, varios especialistas centraron sus investi-

gaciones sobre r3(D). Daremos a continuacidn una idea aproximada del estado
. actual de Tas mismas.

Dado D, definamos D' =-3D si D# 0 (med.3) ¥y D' =-D/3 57 0 =0 (mod.
3). Es claro gue la correspondencia D < D' define una biyeccidn entre los
cuerpos cuadrdticos reales y los cuerpos cuadrdticos imaginarios. Scholz

(271 probd el siguiente resultado
Tegrema 4.14 Si 0 > 0 entonces
r3(D')=r3(D} 0 r'3(D')=r'3(D)+l

Consideraremos en primer lugar el r3(D) en el case D <0,
Si p es el primo del ejemplo de Shanks, el teorema anterior nos dice

que r3(—3p) es 3 0 4 y en este caso resulta que r3(—564552?59)= 3, Hasta el
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ano 1976 se obtienen varios ejemplos de D <0 tales que rs{D) =3, &1 mencr
de los cuales corresponde a -D=631991358. Pero cuando Buell construye su
tabla obtiene que el menor valor de -0 > 0 tal que r3(D)= 3 es -D=3321607
que &3 primo.

E1 Corolaric 3.4 nos muestra el interés de hallar un 0 <0 tal que
r3(D} Z 4 y, en particular, un D primo con esa propiedad. Craig [8] da el

0100 es de-

primer ejemplo de D << 0 con r3(B}==4 perc resulta que -0 > 400.1
masiado grande. Shanks vy Serafin [29] cbtienen dos ejemplos de D <0 con
r4(D) =4 y -D del orden de 10°, pero ninguno es primo.

£n 1978, Diaz y Diaz [ 10] obtiene 13 ejempios de D <0 con v {B)=4

3
(-0 > 10%) y 119 ejemplos de D < 0 con ry{D) > 4 (-0 > 10'7). Recientemen-
te, &1 mismo con Shanks y Williams [12] analizan estos 119 ejemplos y mues-
tran gque para todos ellos r3(D)= 4. Entre estos ejemplos hay 13 para los
cuales -D es primo, siendo el menor de ellos -D= 4724490703, Esto muestra
que r{-p} > 3 es posible y que el Teorema de Golod Shafarevich puede ser

aplicable al caso -0 primo. Para otro de los ejemplos se tiene H{D} ::Zg L2

Zi§3725y la correspondiente t.C.CH.es infinita tanto por ser r2{0}= 5 co-
mo por ser ra(D) =4,

Actualmente no se conoce ninglin D < 0 con ra(D) > 4 pero se supone

que existe aunque, posiblemente, -D sea muy grande.

El caso D 5 0 es, como ocurre habitualmente, mds dificil.

ET primer ejemplo de Shanks sigue siendo el menor D > 0 conocido cor
r3(0) = 3. Para todos los ejemplos de D < 0 con r3{D)= 4 resulta que r3(D‘)=3.

Para los dos ejemplos de r3(0}= Jcon g <-DL 4.106 dados po la tabla
de Buell resulta que r3(D‘}= 2. Luego, segin el Teerema 4,14, el menor
>0 con ra(D) =3 debe verificar D > 1333333.

ET autor (ver [201) obtuvo un método para calcular ra(p) y construyd
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una tabla de r3(p) con 1 <p < 106. Entre ellos hay 30 con r3{p)= 2 siendo
el mencr p=3200% y el mayor p=946733. Luego continué las computacicnes
para p = 1333333 con la intencifn de hallar 2] menor p tal que r3(P)= 3 pe-

ro los resultados fueron negativos. Estas computacicnes hacen suponer gue
dicho p verifica p > 9.106.

Hasta hace muy poco tiempo, no se conocia ninglin D >0 con r3(D) > 3.
En 1977 Craig [9] da un método para construir infinitos a € 7, a < 0 tales
que s K=0Q{/4&) entonces r3(K) Z 43 el menor de ellos es del orden de

-a ~ 428.10100

. §i K' es el correspondiente cuerpo cuadrdtico real, el Teo-
rema 4.14 nos asegura que r3(K') Z 3. Recientemente Diaz y Diaz [ 111 probd
que para éstos cuerpos K se verifica que r3(K’}= r3(K) con 1o que queda

probada la existencia de infinites D > 0 con r3(D) > 3.,

§5. Dtros cuerpos de ndmeros

En la seccidn anterior consideramos los cuerpos cuadriticos, en esta
seccidn final veremos algunos resultados relacignades con el Problema 1 pa-
ra otros cuerpos de nGmeros algebraicos.

Comencemos mostrando como el Coro]ayia 4.10 es un caso particular de
un resultade mucho mds general probado por Uchida en 1971.

Sea K un cuerpo {de nimeros)} abelijano imaginario (rk==2r2, r,=0).

1
Denotemds con «* =K N R el maximo subcuerps real de K. Es ¢laro que * as

- . .. . + .
el cuerpo fijo por la conjugacidn compleja, Iueqo K es un cuerpo de nime-
res abeliano real y [K: K+] = 2. En esta situacidn vale el siguiente resulta-

dp {ver [23]),.
Teorema 5.1 h(K+)|h(K)

Denotemos h+(K)= h(K+). E1 teorema anterior asegura la existencia de
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un entero h (K} = 1 tal que
+ -
h{K) = h {K}.h (K) (12
Entonces Uchida [ 31] prueba el siguiente

Teorema 5.2 Para todo entero h 2 1, existe s61o un nimere finito de

cuerpos K abelianos imaginariocs para les cuales h (K} <h.

Corolario 5.3 h{K)j=1 sdlo para un nimere finito de cuerpos K abelia-

nos imaginarioes.

En particular, existe un nimero finito de cuerpos abelianos imagina-
rios K con h{K) =1y Gl{x/0) = Zg. Sea u su nimero total y ulk) su nimerc
para cada k=1,2,... . Ya hemos viste (ﬁonjetura 3) que u{i}=9. Brown y
Par?y [ 3] determinan todos Tos K para k=2 y obtienen que u{2) =47. Final-
mente Uchida [32] resuelve el caso general y obtiene que u{3) =17 y

ulk} =0 si k > 3. Luego u=73.

Otra clase importante de cuerpos abelianos imaginarios la constituyen
Tos cuerpes ciclotémicos K= Q(em}. Denctaremos hm= hik), h;= h+(K)= h(K+)

¥ h$:=h_(K) si K==Q(em}. De tal manera se tiene, por {12}, que

Hemos dicho en la Seccién 2 que Ta resolucidn del U.T.F. para el pri-

me p > 2 depende de la condicidn: p th‘ Comp puede probarse {ver [2]) que
- +
h = h
pin, =pihy

ta condicién se reduce a: p} h;. E1 estudio completo de esta condicidn si-
que siendo un problema abierto, a pesar de que se han consequide resultados

importantes e interesantes.
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ET Corolario 5.3 nos asegura que hm= 1 s81o para un nimero finito de
valores de m. Su determinacidn en el caso m= p primo fue obtenida por Uchi-

da [31} gquien prueba:
Teorema 5.4 hp= 1=+2<p<19

Es decir, hp= 1 sélc para los 7 primeros primos impares,

Antes de considerar el caso general, resuyleto por Masley [22]), obser-
vemos que si m es impar, Q(BZm)==Q(em} ¥, por Jo tanto, podemss suponer que
m# 2 {med.4).

Un resultado que ayuda a resolver el problema de determinar los m

con hm pequenio es el siguiente {ver {23]).
Teorema 5.5 h |hmk para todc entero k = 1.

Corpolario 5.6 Si q“= 1 entonces h; =1 para todo prime impar p divi~

sor de m.

F{na1menté Masley da la siguiente solucién complets al Problema 1 en

el caso de cuerpos ciclotdmicos.

Teprema 5.7 hm =1 s6lo para 29 valores de m F 2 (mod. &).

Elles sen los correspondientes a los 26 cuerpos ciclotdmicos de grado

n=p{m) <21 y m=235,45 y 84 {con n=w(m) = 24)

E1 Corolarin 5.3 nos muestra que si deseamos probar la Conjetura 1
¢on X abeliancs, debemos restringirnos a los K reales. Estos son, segiin el
Teorema de Kronecher-Weber, les subcuerpos de L+ con L =Q(em) para algin
m. En particular, param=p primo y n=3 o n=4 ciclicos, las tablas eiis«

tentes impulsan a realizar conjeturas similares a la Conjetura 5 hecha para
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n=2.

En el caso de K no galoisiano, digamos que Williams [33] ha calcula-
do una tabla de cuerpos ciibicos K= 0635) con p =2 {mdd. 3) primo y
p < 35100 en Ta que h{K)=1 para casi la mitad de los valores de p consi-

derados.

Para terminar esta exposicién, daremos la idez de un método debido =
Masley [ 22} que parmife, en algunos casos, acotar el valor de h{K} ¥ que
puede ser utjlizado para construir cuerpos K con h{K} =1. Como veremos, es-
te método estd relacionado con el problema de los discriminantes minimos.

Ciremos que X es dé tipo (rl, rz) si posee rl primos infinitos reales
y su grado es n=ry + 2r2. Siendo KIIK una extensién no ramificada, se tie-

ne la siguiente

Proposicidn 5.8 Si K es de tipo {rl, rz) y h=h{X), entonces K1 es

de tipo (hrl, hrz).

E1 problema de Tos discriminantes minimos consiste en determinar,

para cada par de enteros ry =20y ry =20 el enterg
M{rl,.rz) =min {|DK]/ K de tipo (rl, rz)}

Este problema sO0lo estd resueltoc para algunos valores pequefios de
riyr, {ver [25] y [26]).

Los mismos métodos geomBtricos de Minkowski con los que se demuestra
que |DK| > 1 para tode K, permiten concluir que M(rl, rz) crece con n de
manera que su rajz n-ésima se mantiene superior a un valor coﬁstante.

Hace pocos afios Qdlyzko, utilizando métodos analiticos, obtuvo cons-

tantes Od{rl, r2) tales que
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1/n
M(rl, r2) >'Od(r1, r2}

muy superiores a las obtenidas con los métodos de Minkowski.Estas constan-
tes ¢recen con n para cada a= rlfn fijo. En [ 26] se encuentra una tabla de
dichas constantes para a=1 (K totalmente real} y para a=0 (K totalmente
imaginario).

Denotemos, para cada cuerpo K de grado n, rd(K) =|DK|1/n. Es claro

que.si K es de tipo (rl, r2} entonces
rd(K) >-0d(r1, ry) (13)

Sea L/K una extensidn de grado k y no ramificada en ningiin primo fini-
to de K. Luego su discriminante relativo es A {ideal {1) de K} y por una
conocida probiedad de los discriminantes (1251, Prop. 4.8} resulta que
DL= DE. Tomando raiz nl—ésima en la igualdad anterior con ny =[L:Q]=

+ k.[K:Q1 queda demostrada la siguiente

Proposicidn 5.9 $1 L/K es una extensién finita no ramificada en los

primos finites de K, entonces rd(K) = rd{L).
Corclaric 5.18 rd{K) =rd(K1}

De Tos resultados anteriores se deduce el siguiente teorema de acota-

¢idn
Teérema 5.11 Sea K de tipo (rl, rz). Si rd{K) < Od(mri, mrz) enton-
ces h{k} <m. .

En efecto, si h=h{K} = m se tendria que

rd(KI) = rg{K)} <'0d{mr1, mrz) < Dd(hrl, hrz)
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y K no verificaria 1a relacién {13}.

Si en el Teorems 5.11 se tiene m=2, ya se puede asegurar que h(K)=1.
En caso contrario es suficiente verificar que rp(K)==0 para todo primo
p<my en algunos casos esto puede hacerse facilmente com la ayuda de les
resultados conocides sobre rp(K).

ST K=0(8,,)s hyy=3 y K =K{6) con 8> -0-1=0. Con el método ante-
rior puede probarse {ver [22]) que h(Kl} =1, E1 grado IKI:Q] =22.3=66 y
hasta hace muy poco &ste era el ejemplo de cuerpo K con h(K) =1 de mayor
grado conocido.

Recientemente Martinet [ 21], usande ideas similares, da dos ejemplos
de cuerpos K de grado n=116 y h{K) =1 pero muestra que con estos métodos

las constantes de Odlyzko no permitirdn construir tales ejemplos con n > 190.
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