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UNA CENERALYTZACIO DEL METCDE DE NEWION-RAPHSON
Armengol Gasull,Seccid de Matemdtiques, Universitat Autdnoma de
Barcelona, Espanya.

Introducci®.- En aquest treball estudiem un mdtode iteratiu d'ordre 3 per
a resoldre 1'equacid f(x)=0. El comparem amb un de molt semblant del mateix
ordre,el de Txebyshev. Donarem sota certes condicicns un teorema de conver-
géncia global i aplicarem aguest mitode a alguns exemples.

El mdtode vé& donat per x .= xn+F(xn} (anb

-f! (xn)-!-s (f' {xn]2—2f(xn) ™ (xn])l/z ’
Fix ) on £ &s el signe de £'(x }.
1 : £ (x.) n

-

gl. Dues deduccions haristiques.~(1)les solucions ce'{,‘fx):ax2+bx+c=0 s6n

s=(-b+ (b2—4ac) 1/2)/261 o equivaleftrent s=0+{-a"' {0} +{’ (0)2-2g(0}g" (o)) 1/%@"(0]-
D'on intuim que una solucid de f(x)=0 podem obtenir-la com a limit

oy HET G ) v (8 )28 (x ) £ 31 /2) /80 (x ) B vallor

de e 1'obtenim imposant que el limit de la successid (xn] definida per

de la successid X

Xoap 5%, ¥ Flx ) sigui una golucid de £(x)=0. Per tant n'hi ha prou en
orendre e igu;—xl al sicne de f' {xn}.

" (ii) Desenvolupant £ per Taylor a un entorn del punt x :f(a)=f{x)+
%) (a—x}HE" (%) (a—x}2/2+f' 'Yx) (a—x} 3/6 ...;51 imposem f{a)=0 i alllem a
tenim :
(1) Considerant termes fins primer ordre a=x—f (x)/f'(x),equacib que indueix
el métode de Newton-Raphson {d'ordre 2 si 1l'arrel &s simple).
(2) Si prenem fins a segon ordre, a=x*(-£" (x)+e (£' (x) 2-2€(x) £" (x) )/ 2/€* () ,
que porta a 1'expressi6 obtinguda abans. Chservem que si talléssim el desen-
volupament a tercer i quart ordre i utilitzéssim després les formules de
Scipione del Ferrc i Bambelli per a resoldre les equacions polindmiques obtin
qudes, tindriem métodes més potents. Sembla que aguests métodes serien d'ordre
4 i 5, respectivament.
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{ fig. 1}
Interpretacid geomdtrica

§2. Interpretaci geomdtrica.- Es clar que acquest nou mdtode generalitza

analiticament el métode de Newton,veiem-ho també grificament. Donat el punt
X, el noy X, +5 s'obté tallant 1'eix y=0 amb la pardbola y—f(x J+HE! (x ](x—x 1+
f" (x ){x—x 1°/2 tangent a f en x, {fig. 1)

§3. Converglncia local.- Estudiem la convergdnecia local de x =X +F(x 1=

nt+l
=G(x,) vers una solucid simple,s, de £(x)=0. Tenim que G(s)=G’ (s)=G"(s)=0
i G'"' (s)#0, aleshores, localment el mdtode &s d'ordre 3.

Acctem 1'error. Per ser s solucid simple tenim que £ £8 una inver-

sa f (y} en un entorn del zero,

Definim y—H(x)—f(x J+E" (x ](x-x J+E" (x )(x—x } /2 doncs H (y)-
" e (! G -2(f(x )—y)f"(x ) 172 )/f"[x }; si desenvolupem per
'I‘aylor £ (y) i H (y) a un entorn de f{x )i avaluem a yv=0 tenim :

T [0)=x —f[x }/E! (x )—f"(x )f [x )/2f'(x ) —(H )"'(8) (f(x )} /6

(0}‘x —f(x /£ (x - f"(x )f (x )/2f! (x ) —(f )"'(E) (f(x 1) /6
amb 4 1 ¢ entre 01 f(x HR Ara bé com f (0)—-8 i H (0)—x ey restant :
=(Eh - @) ) Ve

5-X
ntl

Podem, aplicant el 'I'eorema del valor mitia, . acota.r f(x } 1 obtenim
boux ) 1Al smx 1 on Amtmaxd (€70 il 67 el £11 36 1 els maxims
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es prenen a un entorn de s & 0.
Podem derostrar la seglient relacid :
RPN - BRI (R 3 _ 9 .
ls—xn_i_llél (H ") {e)-(f "} ()£ Ixn xn+1| /1296,u entre x 1%
que determina la distancia de x

n-1
a s en funcid de la distincia entre X, i

n+1
X 1 S'ha utilitzat la desigualtat | f(x HE|F T (o)) bx % 4l /6 que s'obté
desenvolupant per Taylor £ fins ordre 3 a X1 i avaluant a X,-

54. Comparaci® amb Txebyshev.- Al demostrar a 1'apartat anterior la conver-
géncia local hem utilitzat la idea del m2tode de Txebyshev d'ordre 3 que

consisteix en considerar s, solucid de 1'equacis, com £7140) i calcular-la

desenvolupant per Taylor £! fins a segon ordre. Aquest métode vé donat per
Ko™ X E /X ) - {x )fzfxn}/ZE'(xn) i t& error s—xn—"-(f‘l]"'(c)f:i(xn)/'é
amb ¢ entre 0 i f(x ), per nés detalls veure [1].

Com B, aleshores H '~F ' i per tant (H 1) """ ~(£ 1) """ aixd
senblabeuristicament que el nou mdtode serd lleuwgerament millor que el de
Txebyshev, ja que a la seva expressid de l'error apareix el terme {H_l] -
—g e,

Observem els passos sequits per a deduir els dos métodes en el
segilent diagrama :

0=F (x) +€* (x) (5-x) +£" (%) (5-x) 2/2

Taylor .
d'ordre 2 Afllant s
£(s)=0 nou métode A Métode iterariu

métode de Txebyshev d'ordre 3
Afllant s Taylor d'ordre 2

Es veu aixi que el cami segult per Txebyshev déna mdtodes d'ordre
n,per tot n natural,mentre que l'altre cami queda limitat al no poder-se re-
soldre per radicals les equacions polindmiques de grau més gran que 4.

Es interessant notar que aquest diagrama commuta totalment si ta-
1lam Taylor a ordre 1.E1 resultat &s el m2tode de Rewton—Raphson.
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§5. Teorema de convergéncia global

Tecrema Sigut f:la,bl —— £, f‘gC’ [a,b]  tal que
(L) flalf(b)< 0
ZLIFTLFLFTT tenen signe constant a [a,bl
(ALL)F ) F1Pe)< 0 par g fot o dela,bl
Aleshores per a tot . el a,b} la sucecessid z, construtda per

x 4g5 %, F(x ) tendeiz mondtonament vers s, wnica solucié de Fiz)=0 a [a,bl.

ntl
Dempstracié : Tots els casos es poden reduir a £ 0,£"> 0,£'*'<<0.En aguest
cas tenim els segilents resultats gue proven el teorema :
a) h(x)=f' (x)2-2f (x) £" (x) &s positiva per tot x de [a,b].
b} F{x}> 0 si xela,s) 1 F(x)}<0 si xels,b].
e} x#F ()< s si xe[a,s) 1 xtF(x)> s si xels,bl.

Cbservem que 1'idea d'aquesta demostracid &s la del teorema de
convergdncia global de Newton-Raphson [2].

§6. Comportament pels zeros miltiples.— Considerem primer el cas en que la

miltiplicitat de s &s 2, llavors tenim convergéncia quadratica si £"(s)f'''(s)
&s negatiu i prenem x, a prop de s perd a la dreta de s o b8 si fY(s)f''' (s)
&s positiu i prenem Xy @ prop de & perd a l'esquerra de s, ja que Gix)=x +
+H' (%) compleix G(s)=G {s}=0, G"(s)#0. La funcid hix}=f'(x) —2f(x)f"(x),que
fiqura dins del radical del métode,&s negativa per als altres casos.

Si la multiplicitat de s & M> 2, hix) =h2M(r) (x—s]zM/(ZM]! an T
esth entre x i s,ara bé cam h21\‘1(5)=—B(fM-I_l(sl)2 i B >0 tenim que a un entorn
prou petit de s,h(x}< 0. Per tant el mitode no estd definit, perd si fem
X = X HE! G )b (2E 0 ) B (x )£ (x )2 12
géncia lineal.

)/f"(xn) n'chtenim un de conver-

57. Examples nurdrics.— Per a il.lustrar aguest métode observem ocm es oom—

porta en algunes funcions particulars comparant els resultats amb els de
els mdtodes de Txebyshev (ordre 3) i de Newton (ordre 2) per les mateixes

funcions.
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Velocitat de convergencia
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considerem les funcions

fl(x) =X - 05 X

= —
fz{x) =& 3x

aleshores les equacions fllx} =01f, (x) = 0 tenen respectivament un
zero, diguem s, i dos zeros, diguem S)¢ Sy. A les fiqures 2 i 3 es repre~
senta a 1l'eix x el punt Xq per al que s'inicia el métode, per les funcions
f, 1 £, respectivament (aguest %y varia de -4(0.1}4}. La imatge de x, és
sempre un nimerc enter, que representa el nombre d'iteracions necessdries
per a obtenir la solucid amb 16 xifres decimals exactes. Amb les 1inies
inclinades donem continuitat a la gr3fica. Quan un Xq No té imatge, vol
dir o que el mdtode no convergeix o que necessita més de B8 iteracions per
a trobar la selucid amb la vrecisid desitjada. Veiem, en agquest exemples,
una velocitat m@s gran del métode aqui estudiat respecte dels altres aqui

considerats.

Els intervals tebrics de convergéncia donats pels teoremes de
convergéneia glokal sén per a la funcid £+ {0,7/2) 1 (z,7/2} en el nostre
métode i el de Newton-Raphson, respectivament, on z€ {-0.4,-0.3) i per a
la funcid £, donen lloc al mateix interval de convergéncia: (- =,1nd).

Agraiments

Agraeixo a Jaume Llibre la seva direccid en la realitzacid d'aquest treball.
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