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REPRESENTACION DE OPERADORES SOBRE ESPACIOS LP{u) POR MEDIDAS VECTORIALES

INTRODUCCION

Una itil y benita aplicacidn de las medidas vectoriales es el estudio
de operadores entre espacios de Banach. 57 un operador se expresa COmg una
integral con respecto a una medida vectorial, &sta, ademds de darle una for
ma elegante y sencilla, nos da informacidn sobre el comportamiento y propie
dades del goperador.

E} punto de partida de este trabajo es el capitulo 6 de Dieste];Uh1
(5) y dos articulos, uno de Biestel {4) que estudia la representacién de
operadores sobre el espacic de Banach B(£) de las funciones E-medibles
acotadas con la norma del supremo, y otro de A. Tong (16) que To hace para
cny.

En todos ellos se relacionan propiédades del operador con propiedades
de 1a medida que lo representa y se 1lega a parecidos resultados. Concre-
tamente de demuestran que el operador considerado es debilmente compacto,
s y sélo si la medida que l¢ representa es fuertemente acotada, que es ab
sglutamente sumante si y sdlo si la medida es de variacidn acotada y es nu-
clear si y sdlo si la medida asociada tiene derivada de Raddn-Nikodym en
cierto sentido.

éQué puede decirse para los espacios LP(y) a Ta vista de los ante-
riores resultados? La respuesta a esta pregunta es el principal objeto de Ta
presente tesinma. Y para su desarrollo las herrémientas mas utilizadas son

los productos tensoriales y las técnicas con medidas vectoriales.



Por Q1timo quiero expresar un agradecimiento a los compafieres de la
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CAPITULD 1

REPRESENTACION DE OPERADORES PCR MEDIDAS VECTORIALES

1.1 Medidas vectoriales, variacién y semivariacién.

los siguientes resultados previos asi,como el Teorema 1 que a conti-
nuacidén exponemos, se encuentran en Diestel-Uhl (5) capitule 1.1.
Sea @ un conjunto, A4 un dlgebra de subconjuntos de @ y F un espacio

de Banach.

Definicién Se 1lama medida vectorial a toda aplicacidn m: A4 - F finitamen-

te aditiva, es decir, que cumpie
m{AUB) = m{A} + m(B) {A,Bde A con ANB=9)

Si ademis se cumple m{ U En)= T m(En) para todas las sucesiones
n=1 n=1

o

(En):=1 de elementos de 4 disjuntos dos a dos tales ques U E de A, m
n=1

se llama contablemente aditiva.

En 1o sucesivo serd m: A » F una medida vectorial,

Definicién Se 1lama variacién de m a la aplicacidn im|: 2 » R definida por
im|(A}=sup ¢ [mE|| (A deA)
n Een

donde el supremo estid tomado de entre todas las particiones finitas = de A
formadas por elementos de A disjuntos dos a dos.

Si |m{{a) < + », m se 1lama de variacidn acotada.

La variacidn |m| de una medida vectorial m es también medida y es con-
tablemente aditiva si m lo es.

Simd » F es una medida vectorial entonces, para todo x* de F*,
wm: A - ¢ e$ una medida escalar, de la que podemos considerar se varia-

cién |x*m|.



Definicidn Dada m:4 + F, se 1lama semivariacién de m a la aplicacién

m:A+R definida por
m{A} = sup {[x*m|{R} : x* de F* , {|x*[|<1"

Si Q)< + <, mse 1lams de semivariacidn acotada. La semivariacidn
M de una medida m es una funcidn subaditiva que en general no es medida. Se
cumple M{E) < [m{{E} ¥ al ser |m| 1a menor medida positiva p tal que
HmE|l <uw{E) y al ser también imE|| < m(E) (E de 4), resuita que 1a semivaria-
¢idn @ es una medida si y s6lo si coincide con [m|.

Otra definicidn equivalente de semivariacidn de una medida es

mE)y=sup i = £ m(En)”
n E_&w
n

donde el supremo estid tomado de entre todos las particiones finitas n de £
formadas con elementos de 4 disjuntos dos a dos y e, constantes con Ien|_gl.

De aqui resulta sup {||mA|| : E > A de 4} < W{E) < 4 supl|lmAlf : E~A de &}
luego una medida es de semivariacidn acotada $i y sélo si tiene rango acota-
do y por esta razdn a veces se Jlaman acotadas a las medidas de semivaria-

cidén acotada.

1.2 Representacidn de operadores por medidas vectoriales

El p]anteamientq genaral es ellsiguiente: Dado un espacio de funcio-
nes X y un operador T: X » F donde F es an Banach, ver si existe una medida
vectorial m:4 = F tal que sea Tf-= j fdm, es decir, que T fenga forma in-
tegral réspecto de m. En tal casc diremos que la medida m representa al ope-
rador T. Naturalmente deberemos decir qué entendemos por integrar una fun-
cibn con respecte a una medida vectorial.

Por ejemplo, si X contiene a las funciones caracteristicas de 1os con-

Jjuntos medibles de una cierta dlgebra A de subconjuntos de un conjunto @,



para que una medida m:4 » F represente a un operador T:.X + F deberé ser
m{E} = T{xE) si E es de Ad; de este modo m es medida al ser T lineal. Lue-
go podriamos estudiar qué condiciones debe cumplir m para que efectivamente
represente a T y tratar de relacionar propiedades de la medida con propie-
dades del operador y viceversa.

En lo que sigue estudiaremos los casos en que sea X=B(4) & g(r) 6

un LP(u) para 1<p<o.

1.2.1 Operadores T: B{4)} » F y operadores T: L{u) > F

Dada un dlgebra 4 en un conjunto @, se 1lama funcidn simple 2 toda

n
funcidn s: @ > Cde la forma s~ &
i=1

son disjuntos dos a dos. El conjunto S de las funciones simples es un espa-

« X donde @; SON escalares y Ei €d
i
cio vectorial normado con la norma del supremo.
Asi, dada una medida vectorial acotada m:4 » F,podemos definir la apli-

n
cacién T: S ~ F dada por T{ 3

n
a;Xg 1= 1 o m{E.}, que es obviamente 1ineal
. i i

1 i=1

y verifica.:

Q. —
TG =1z o mEQ I = MIsHLE s mE0 0 < sy le)

donde ||s|[_ = sup I“ii es la norma del supremo y m{e) es la semivariacifn
l<icn

de m.

Luego T es lineal y continua y por tanto admite una Gnica extension,
que seguiremos 1lamando T, al espacio de todas las funciones fio - { que
son Timite uniforme de funciones simples, que con la norma del supremo es
un espacio de Banach al gque Tlamaremos B{A). .

Asi pues, a una medida vectorial m: 4+ F de semivariacidn acotada le
hemos asociado un operador T: B{4) » F de manera que T(xE) =m{E} (E dé A}.

En este caso resylta ser Tf= Ifdm donde £ segundo miembro es la integral



de una funcidn escalar que es limite uniforme de funcicnes simple: por una
medida vectforial m, ilamada integral de Bartle ¥ cuya construccifén anterior
puede tomarse como definicibn de tal integral.

Reciprocamente, dado un operador T: B{A) = F, si definimos m:4~> F
por m{E)} =T(xE), entonces m es una medida vectorial de semivariacidon acota-
da con m{®) <|IT|i

Con ello hemos demostrado el

Teorema 1 Existe una biyeccidn entre el conjunte de operadores T: B{4a) » F
y et de las medidas acotadas M:4 - F dada por Tf= \fdnz {feB(4}}. En tal
caso es ||Tl|=m{a}. "

Nétese que en el caso de ser 4= E o-dlgebra entonces B{L} es preci-

samente el espacic de las funciones escalares EI-medibles acotadas. Luego,

dado un espacic de medida positiva {Q.,I,u}, se tiene:

Corclario 2 Existe una biyeccion entre el conjunto de operadores
T: £%(u} + F v 2] de las medidas acotadas m:L + F que son nulas spbre jos
u-nulos.

E1 conjunto ba{a} de las medidas escalares n:A- § acotadas es un
espacio vectorial normado tomando como norma la semivariacidn de n, ¢ bien
1a variacidn de n, ya que, en el caso de una medida escalar, semivariacidn
y variacién coinciden. También es un espacic normadc con la semivariacifn
el conjunto ba(z,u) de todos las medidas escalares finitamente aditivas que
se anulan sobre los conjuntos de p-medida nula. Una consecuencia del si-

guiente corglarig es que tales espacios son Banach,

Corclario 3 E1 dual de B{a) es el espacio ba(4} de las medidas escalares
finitamente aditivas acotadas con 1z norma de la semivariacidn. £1 dual de

L¥(y4) es e1 conjunto ba{g,yu) de las medidas escalares finitamente aditivas



y acotadas que se anulan sobre los conjuntos de u -medida nula, normade con

la semivariacion.
Demostracién Basta con poner F={ & R en 10s resultados anteriores.

Definicidn Una medida m: 4 »F se llama fuertemente aditiva si dada una suce-
sidn de conjuntos Ene A disjuntos dos a dos, la serie ngl m{En} converge
con la norma de F.

Las medidas fuertemente aditivas son las que extienden a una contable-
mente aditiva sobre 1a o¢-dlgebra generada por 4.

Propiedades interesantes de tales medidas y la dempstracion de los si-

guientes teoremas pueden verse en Diestel-Uhl (5) capitulo € ¢ 1.

Teorema 4 T: B{4) ~ F {0 bien T: L™{n) + F) es débilmente compacto si y s&-

1o si la medida' que lo representa es fuertemente aditiva.
Teorema 5 Dado T: L {u) -~ F son equivaientes:

{a) T es {g*-0)- continuo.
{b) La medida que represanta T es contablemente aditiva

{c}) La medida que representa T es p-continua.

1.2.2 Operadores T: C{g} » F

Sea ahora Q un espacio topoldgico compacto Hausdorff y £ la o-dlgebra
de los borelianos de @. Como es usual C{a) en el espacio de Banach de las
funciones f: @ >¢ continues con la norma del Supremo & Como es el tecrema
de representacién de Riesz para operadores T: C(Q} - F?

Los siguientes resultados, debidos a Bartle-Dunford y Swartz {1) dan

Ta respuesta a la pregunta. VYéanse también en Diestel-Uhl {5) capituio 6 § 2.

Definicidn m: T +F** se dice que representa al operador T: C{q) + F si



{a) m, s = x*m:Z +¢ son medidas regulares de Borel {x* de F*}.

{b) La aplicacidn x* e F* + mx*eC(Q)* es {o*-o*}~ continua.

{c) x*T es representada {Riesz) por M x> O €3, X*Tf = jfdmx*
{f de C{a) y x* de F*}.

(@) Tl=m(a).

Entonces se tiene

Teorema 6 Existe una biyeccién entre los operadores T7: C{r) + F y las me-
didas aditivas m:I + F** gue cumplen {a) y (b}, de manera que x*T es repre-
sentada por m,, {x* de F*) y tal que ||T|[=m{a}.

Quizd el hecho mis sorprendente sea que en general la medida gque re-
presenta a T: C{n} - F tome valores en F**_ €110 resulta asi porque C(n}
ne contiene a las funciones caracteristicas de 1os conjuntos medibles y en-
tonces el operador T: B{f) » F** definido por ¥f- J fdm extiende a T en
el sentido en Que es Tf=Tf si es f de ¢{a), o quegya aparece Como mas na-

tural. Otra manera de verlo es considerar B{L} ¢ C{a}** y T que sea la res-

triccitn a B{zZ) de T**,

Ejemplo 7 Sea T: CEQ,11 - CO definido por Tf={f{i/n} - f(o)):=1 si f es
de C[0,1]. Entonces su medida asociada que 1o representa es m: I - Im==C3*
dada por m(E) =(xE(1fn} - xE(o)):=1 que deja de ser C0 valuada. Incluso
deja de ser contablemente aditiva, como se comprueba por ejemple tomando

E ={l/n}, ya que £ m(E ) no es de Cauchy en 1°.
n=1

Tegrema & Sea T: £{Q) = F representado por m:Z + F** son equivalentes:
{a) T es débilmente compacto.

{b) La medida m toma valores en F._

(ci m es contablemente aditiva.

{d) m es fuertemente aditiva



(e} m es regular, es decir, gue para todo Ee i existe K compacto y 0 abier-
to tales que KCTECO y m{G\K) <e.
Antes de pasar a la representacién de los operadores sobre los espa-
cios LP{u) necesitamos algunos resultados previos que exponemos seguidamen-

te. Las secciones 1.3 y 1.4 se encuentran en N. Dinculeanu (6 y 7}.

1.3 g-semivariacién y q-variacifn de una medida vectorial

Nuestro objetivo es hallar una generalizacidn de la semivariacidn y
variacidn de una medida; Generalizacidn que surge de manera natural al estu-
diar operadores sabre espacios LP(y).

Sea o un conjunto, I una a;élgebra de subconjuntos de ¥y w:f » R
una medida positiva finita. Consideremes una medida vectorial m:z » F, donde

F es un espacio de Banach.
1

Definicidn Se 1lama g-semivariacidn de m, ﬁﬁ’ a la funcién ﬁh:za-ﬁ dada
por

n
E

.
I P

I

a;mE; || , supremo tomado de entre

s

n
todas las funciones simples s= E a5 Xg
i=1 i

en A, disjuntos dos a dos, can Hsib;il.

con'ai de ¢, E; de z contenides

Definicién Se 1lama g-variacién de.m, ﬁq, a la funcidn ﬁq:z + R dada por

m_(A) = sup
T il <1

Illl‘-) =

. EU-i|-HmEi” (A de £)

donde como antes tomamos el supremo de entre todés las funciones simples
n

de 1a forma s= gz aXp  COM oy de ¢, Ei de © contenidas en A, disjuntas
i=1 i :

dos a dos, con ”Stb_il-

n
Nétese que, al ser en estos casos!]SHp= (_211ui|pu(Ei))1/p,||5Hpgj
1:

n
equivale a que sea I 1qilpu(Ei)_gl.
i=1

13



. ibi moem m =m {5).
Escribiremos mq mq(ﬂ) ¥ mq mq( ]

Resumimos a continuacidn algunas propiedades de la g-semivariacién y
de la g-variacién.
1) si mes 1a semivariacién de m y |m| es la variaci6n de m entonces mem,

y |m|iﬁ11, pero, si u(E)=0=m(E)=0 para E de £, es ﬁ='r‘nv, ¥ [ml=rT11.

2) ﬁl es aditiva, ﬁq Y ﬁa son subaditivas. 51 m es contablemente aditiva en-

tonces ﬁl es contablemente aditiva y ﬁq ¥ ﬁa son contablemente subaditivas.

—

3) mq q

4) fIme | <m (E)(E)/P <

<m_, pero 51 F=¢ 6 si g=+= vale la igualdad.

=

JEWEP (£ de 1)

5) E"v <u(9)1/p-1fq Ef Y rﬁ <u(ﬂ)1/p_1'/q m_si 1<p<qcm
_ P— q p— q ZPZHZE
6) Para 1<q<= y toda A de T se tiene

q
(Ay=sup ¢ ¢ UmEL gyy1/a

m
g ™ Een u{E)q
~ x*mE [ 1/g
mq(A) = sup sup { & 5 w(E)}
lix¥l<1 = Eewn u{E)
x* de F* ’

donde n recorre todas las particiones finitas disjuntas de elementos de & .

7} De las relaciones anteriores se deduce
EA(E) = sup {T¥m) () & x* de F*, [lxr{i<1}
1o cual recuerda la definicidn dada en Ta pdgina 2 de la semivariacidn de m.

8) La g-semivariacién de |m|, |ﬁ[q, es precisamente ﬁq‘

9) Si ﬁq <+= ¢on 9% 1 entonces m es de variacién acotada y absolutamente

continua respecto de u.

i4



1.4'QQeradores T: LP(b) - F conlgpem

Sea @ un conjunto, L una o-dlgebra de subconjuntos de @ y uw una medida

positiva finita.

]
—

Sea I<p<e y q tal que

=1 L
+
F=NlC

Proposicién 9 Existe una correspondencia biunfvoca T« m entre operadores
T: Lp(u) + F y medidas vectoriales m: £ = F contablemente aditivas (aditi-
vas si p=«) y nulas sobre los conjuntos de y-medida nula, de g-semivaria-
¢idn acotada, dada por Tf= Jf dm V¥fe Lp(p). Si Ty mestdn en correspon-

—~

dencia entonces es ||T|j= Ty

Demostracidn Dado T: Lp(u} ~ F se define 1z medida vectorial m: £ » F
por m{E) =T(xE), que es finitamente aditiva por ser T tineal. Como que para
peewm Hn£|l=IU(XE)|L5”Tu.u(E)1/p resulta gue si {En}:=1 es una sucesidn de
elementos de © tales que E, @ sera u{En) + 0 al ser p contablemente aditiva,
luego m(En) +~ 0 y por tanto es m contablemente aditiva.

De la misma definicién de m se observa que w(E) =0 = m(E) =0 y ademds

- n n

m_= sup Il £ a m{EN = sup [IT{(S)| donde S= & a.xp con E, disjun-
Tsly<t i T s < = TH

tos, pero al ser las funciones simples densas en Lp(u) y T continuo es

sup IfT(S) |{=sup IT¢|l con  feLP(u), de donde ﬁ% =T

ISy <1 il <1

Por otra parte dos operadores distintos no pueden tener asociada la
misma medida vectorial, puesto que de ser asi coincidirian sobre las funcio-
nes caracteristicas Xg VE'eX, Tuego por Jinealidad coincidirian
sobre las funciones simples y por dltimo por continuidad valdrian 1o mismo
sobre 1as funciones de Lp{u), contradiccidn.

Reciprocamente, dada m:L -~ F con ﬁh <w, se define T sobre las funciones

n

simples s= I
i=1

formas en que pueda escribirse 5. Como que ﬂ_s'?]" tiene norma 1 serd
P

a; Xp | COMO T(s} =
i

n 1
—

I ai m(Ei), que no depende de las diferentes
;



||T(n%ﬂ-—)!|.i m, de donde ||T(s)l|in"1"q.||slip. E.sto nos dice que T es continug so-
bre las funcicnes simples, Juego, por ser &stas densas en Lp{u), podemos ex-
tender T a LP(u) del siguiente modo: Si fe LP(u), existen s, simples tales

que ssn + f en Lp(u), Tuego se define Tf=1im T(sn] y se define también la in-

n
tegral de una funcign fe tPtu) por una medida vectorial como den1= T({f)

Definicidn Dado un operador T: Lp{u) + F y una medida vectorial m:Z~+F dire-
mes que m representa a T cuando es Tf = jf dm (f de LP(u)).

E1 caso particular p=«. ya era conocido : m:I~>F representa a T:L (u)> F
si y sdlo'si m<=,

Notese que para 1< p<~ todo operador T: Lp(u) + F es débilmente compac-
to, ya que en este caso LP(u) es reflexivo.

Parg p== ya hemos visto, teorema 4, que T: Lw{u) + F as débilmente
compacto si ¥y s6lo si la medida que lo representa es fuertemente aditiva.

Para p=1 se tiene : T: L'{u) = F es débilmente compacte si y sbio si
existe ge L”(p,F) de rango esenciaimente relativamente débilmente compacto
tal que Tf= J fg du (integral de Bochner, véase pdg. 23) si es f de L'{u).
Siendo en tafncaso iTlI=m(e) =|lg|] . véase la demostracidn en Diestel-Uh1(5)

pag. 75.



CAPITULO 2

OPERADORES ABSOLUTAMENTE SUMANTES (A.S.) Y ORDEN SUMANTES {0.S.)

Sean % a Y espaciocs de Banach

Definicidn Un operador T:X » Y se 1lama absolutamente sumante, lo 1lamaré
A.S., si aplica sucesiones sumables {xn} de X en sucesiones {Tx } absoluta-
mente sumables de Y.
Proposicién 1 Son equivalentes:
{a) T es absolutamente sumante.
{b) T aplica sucesiones débilmente sumables en sucesiones absolutamente su-
mables.
(c) Existe unar constante p > 0 tal qde si XpseeX € X es
n n
Ty llze supl & [x*(xy)| ¢ x* de x*, [ix*[|<1}
i=1 i=1
(d) Existe una medida regular positiva p definida sobre los borelianos de la

bola unidad de X*, U°, tal que

1T, 1< o bt e

E1 conjunto de los operadores A.S5. de X a Y forman un espacio de Banach
con la norma HTJMS = infimo de las constantes o >0 que verifican (c) = infi-
mo de wu(4®) entre las medidas que verifican {d). La composicidn de un opera-
dor A.S. con uno continuo y de un operador continuo con uno A.S5. sigue siendo
A.S. Para las demostraciones y mis detalles véase A. Pietch (13) capitulo 2.

En un articulo de Diestel (5} se demuestra
Proposicién 2 T: B{z} - F es A.S. si y sflo si Ta medida m:Z~+F que lo re-
presenta es de variacidn acotada y en tal caso “Tihs= [m|{s).

Como consecuencia se tiene



Proposicién 3 T: L™(p) - F es A.S. si y s6lo si la medida que 1o representa
es de variacion acotada y en tal caso [Tl = |m|{g)

Resultade éste que se encuentra en C. Swartz (15), pero con una demos-
tracidon diferente,

Si T: C{a) » F es A.S. entonces es débilmente compacto, véase Pelczyns-
ki {10), luege la medida que lo representa es F-valuada. También en este caso
se tiene
Proposicién 4 T: C{q) ~ F es A.S. si y sélo si la medida que 1o representa
m:z > F es de variacién acotada. En tal caso ITllyg = Im] (2
Demostracién: Véase A. Tong (16).

La przposicidn 2 de Diestel sigue siendo cierta en el caso de operado;
© res sobre B(A}, si bien se requiere otta demostracidn:

Lema 5 Sean fiaeees f, de B{A). Se tiene
| n n
lh§1|f””w- |ell=???=1an|=1”i;f*f1““'
supremo tomado de entre todas las constantes Enade médulo 1.

n n
Demostracién En efecto, por un lado es || ¢ esflla<ll = |ﬁ ||, para toda
. i=1 i=1

eleccidn de las constantes e;- Por otro Tado dado t de Q existe e](t}constan-
te de mddule 1 tal que £ (t)f = {f (t)| , luego H Z |f |]L"5up z |f [(t)=
= Sup E €. (t) f (t), luego, dado e >0, existe ty de o tal que

tegq i=1 |

para todo t resulta

n n
iilei(tO) > “1£]]f-]ﬂ”-s. Poniendo ahora e.{t) = e.(t )= e

que  sup H r esfs = sup SUp | 2 £y t)|> z e;(tg) >
lejl=-=le =1 e =1 teq i=1 =1
| n
> I ) If” -,
i=1 .
Esto para todo ¢ > 0, 1o cual implica gue sup H 2 e sl >H 2 If1|L

i



Proposicidn 6 Un operader T: B{4) ~ F es A.S. si y s6lo si la medida que
lo representa m:A > F es de variacion acotada. En tal caso [Tl = [w({).

Demostracidn Si T: B(A) + F es A.S. entonces, poy defihicién, se cumple

n n

ITE Il < [ Tlag sup € 2 [x*(f;}] = x*eB(A)', lix*[<1). Pero B(A)* = ba(a),
i-<1 i=1
espacio de las medidas finitamente aditivas y acotadas w:A -~ § con la norma

de la variacién, luego si m es la medida que representa a T sera

Iml{g) =sup = ||ImE_[j= sup IIT(‘cE M=
d

W En en n En den

< sup [Tlhgsupf 2 [x*(xg )| x*eB(a)', [|x*[l<1) =
n En der n

= sup ITfssup & | { xg du| @ weba(A), variac. (u) <13 =
™ den :

= sup [[T[lyg-sup {E é | v (E X[ - w ebala), variac.(u)<1) < HTlg
T e .
: n

luego m es de variaciGn acotada con fm}(2) <}|T|lc-

Reciprocamente supongamos que m es de variacifn acotada, em este caso

si fl,.. ne B{A)
n n n n ‘
: JTEl= 2 o < e f17] dlm| =§ (£ {£;1) dlm] <[l =[£I, -Im| ()
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
n n
pero, de acuerdo con el lema 5, || Ifi 1L = sup Il 2 sl
i= |61|=...=|en]=1 i=1
donde e; Son constantes, luego
n ’ n
£ 1Tl <mi(e) sup I = eIl = Im|{a) sup :
L bz R -
i=1 |51|— En] 1 =1 |51i—...-|sn’=l

n
sup { _Els1f1du : ueba(d) variac.{u) <1} =
41:

_ n
= jm|(2). sup {_El[ fidu] e ba(A), variac.(u) <1} =
1:



n
= |mi{n). sup { = lx*(fi)l cox*eB{a)' , lx*|[<1} , Tuego T es A.S. con
| i=1 _

1Tllg < mi ().

A la vista de estos resultados es natural preguntarsezéqué ocurre con
un operador T: Lp(u} + F con Iipim?

Al tenerse la inclusion j: L™(u) L) .si tenemos un operador'T:Lpﬁd + F
que es A.S. por composicidn serd To j: L"{:})~ F A.S., luego la medida que
representa a T oj es de variacidn acotada, perc ésta es la medida que repre-

senta a T, asi .

Proposicidn 7 T: Lp(u} +F A.5. 3 la medida vectorial que To representa es
de variacidn acotada.

E1 reciproco falla, un sencillo contraejemplo es el siguiente

Ejemple 8 La identidad id: L'[0,1] - L'[0,1] no es A.S. porque todo Banach
de dimensidn infinita contiene series débilmente sumables que no son absolu-
tamente sumables. Sin embargo Ta medida que lo representa m:z - L'(u) es tal

que m(E) =xp cuya variacién
m| () =sup Z||mE||=sup u(E)=u[0,1] =1 cew.
Een T

Otro contraejemplo es el ejemplo 16 del capitulo 4

Veremos a continuacidn que se cumple T: LP(u) = F 0.5. si y sblo si
ﬁq <o, ¥ que esto generaliza los resuitados anteriores ya gque los operadores
T: Lp[u) + F 0.S. coinciden con Tos A.S. en el caso p== .
Definicidn Sea l'<p<=. Un operador T: LP(4) » F es orden sumante, lo 1lama-

ré 0.5., cuando existe p>0 tal que

n n
TR N<oll = IF; 1)
=1 =g 1P

Equivale a decir que T aplica series de elementos positivos convergentes
en series absolutamente sumables. Se define HT|L3S como ¢l infimo de las cons-

tantes p > 0 que cumplen la desigualdad de la definicifn.
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Nétese que si l<p<= es

n n
y £ [f ]l =sup { £ £, 1)g dul: ge ) llgll <1t = sup €] & {HF. | dul:
b2 F = sup 0 C 1| 1 : |2 il
n
ge L9 dlgll <33 =sup ¢ £ { |f;1lglou = gel(w) llgll, <13 = sup L1jH|gdu
i=1'@ g[qil i=1

y en el casg p== se tiene

1& E ]f | i, = sup [| E |f ldn|:ne (L7 u)}'} que, como veremos a continuacidn,

en la proposicidn 10, es igual al sup { E | fs dnl:ne{L"(u})'} , donde
i=l @

recordemos que (L (u))' =medidas escalares finitas acotadas nulos sobre los
u-nulos, con la norma de la semivariacidn. ‘

Proposicion 9 Todo operador T: LP(u)} » F A.S. es 0.5.

Demostracién Para l<p<e, 51 T es A.S. entonces

n
:IITf ll<e.sup IJ ;9dul <p. sup !j( f 1) lgfdu] <
i=1 |g|<111 QIL1 Q=1

< p.sup | {Elf [Y.gdu]=p. |’3|f'H
lglly=2 ) i=1 o1

luego T es 0.5. con ademds HT%SgHTﬂAS.

Andlogamente se haria para e] caso p=« . Lo mismo vale también para
el espacio C(a} 6 B(L) 6 B{4).

E1 reciproco en general no es cierto, como se ve por ejemplo con la iden-
tidad id: L'[0,1]1 - L'[0,1] que no es A.S. pero es 0.5. como veremos mas ade-
lante {proposicién 11). Otro cbntraejemp]o es el ejemplo 16 del capitulo 4
que da un operador T: L2[0,1] - C0 0.5. no A.S.

Proposicidn 10 T: L™(u) + F es 0.5. si y s6lo si es A.S.Ademds {|T|lyq =|ITlys-

Demostracidn S&1o falta ver gue 0.5. = A.5.. 5i T es 0.S. entonces por defi-

n. n
nicign & ”Tfi f<e. = |f1.1|L » pero veamos ahora que
i=1 i=1
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” 2 If; IL,‘ UD ' il z esfidl, - En efecto, por un lado es
le =1
el” £ .

n n
sup Il 2 e ¢ floli 2 ifll, . por otra parte si fe L™(u) entonces
legl= o=l =1 i=1 174 =1
FFll=inf  sup |f{t}|, luego si 11amo ap = Sup E [f;(t)], como que
Eer teo\E teag\E i=l
#(E)=0
[f5(8)[ = e;(t) £.{t) para ciertas funciones e;(t}) de mddulo 1, dado §;> O
n
Tt eaNE tal que si 1lamo e, =c.(t ) s oo <sup | T e, f.(t]| + &,
0 ~ i i 0 E - teg\E j=1 ' |

y como que dado 5,>0 'Eex con w{E):z0 tal que |]f|LiaE-52 ya estd,
1uego tenemos

n o
Z lle 1 - p- sup [1_5 £ =f- sup sup J (X zifi)of5|.' de L{,WJS{H}:
i=1

i=1 = ..s l£1-1111“’ (o)

Sup . Sup IZn: £.odl ® = sup )__Urcio
F [§iey i&'l-l:l = jf)_ ’ I§tef 174 £3] i

es decir que T es A.S. con ”T”AS <p

La proposicidn sigue siendo vilida si en vez de L"(yn) partimos de
C(@) 6 de B(z) 6 de B{a). Para estos casos puede utilizarse la misma demos-
tracidn anterior con las obvias modificaciones.

Sea como siempre p medida positiva, £ o-dlgebra y {n,z,u) espacio de
medida finita. Sea 1<p<e, q conjugado de p.
Proposicign 11 Un opef'ador T: Lp(u) +~ F-es 0.5. si y s6lo si la medida que
lo representa m: £ » F es de g-variacidn ﬁ1q acotada. Enfal caso ”T“{JS =m_.

q
Demostr‘aciﬁn Sea el caso l<p<=

M3

= 51 T: Lp(p)L-r F es 0.5. entonces m sup

5 Jag | ime |-
sl <1 1o

n
= sup I (IT(aixp W< sup [IT| Ny lagxg 1l =
Islly=2 5=t T8 Tkl <1 os: 2 Fevke, T
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= sup | Tl s, =1 T) en donde hemos utilizado la definicién de
psiped s 1+t =M Tls

operador 0.5., luego Rg <= con mqi“THOS‘

= por otro lado si tenemos una medida m:E - F con rﬁqcm 2] ser

mqimq“’ , W representa un operador T: LP(y) + F dado por Tf= [ f dm
Q

vee LP(y) v con H11t=ﬁq. Veamos que T es 0.5., en efecto

AT <t [ 1l = {2 18 ddml < a5 17,0
: Tf‘[|=z||Jf.dm-|i zJ £ |dm] = [ £ 1£dIm] <@ .l T IF,
izl 1 =1 /g ! izl | o=l @ VP

ya que como sabemos Ilfild}mli zﬁq._nf_}”p.

mB

E1 caso p=1 sale igual poniendo E}m=sup e

Bel
=?ﬂ’m resulta que todo operador T: L'{u} » F es 0.5,

, Dero como gque

=1
g

1
£l caso p== ya estd visto pues en este caso 0.5. es lo mismo que

A.S. y también r'nl= |m], vBase proposicidn 3.

Con esto hemos resuelto la cuestidn que nos habiamos planteado. Ahora

para saber si un operador T: Lp(u} + F es 0.5. bastard con calcular ﬁ&q.

Ejemplo 12 La inclusién natural j: tP{u) » L*(n) es 0.5.
Demostracidn En efecto, ia medida que la representa es m:Z + L'{u) dada por
m(E)=xE YEe I, luego

n

= sup E 1:; | ItmEl, a; [u(Eq) = sup sl “(Q)
‘*nsu <11 L) e v | psfper Tt

Ejemplo 13 Si 1<p<r la inclusién j: L "{w ~ LP(u) no es 0.5.

Demostracidn En efecto, podemos suponer sin perder generaTidad que p{n) =1,
ahora dividimos Q en n trozes A cada ung de med1da {se supone que esto

se puede hacer), luegeo

- n it

1/p
Wy T £ |a;|-|ImE, | P EI u(E) donde 5= L a.x
|H<1i=1 O ”!k-‘“l =1 ¢

23



=

es llsf, = () =1 pero x (apt/P-

tomando en particular s= r y
i i=1

j=1 P4

1 . .
Tjp-1 Que diverge para p>1 de donde m =

Ty
n- n

Propesicién 14 T: Lp(u) + F es 0.5. s1 y s810 si existe » medida positiva
de g-variacibn acotada y un operador S: L'{A} = F de manera que sea conmuta-

tivo al diagrama

donde J es la inclusidn natural. En tal casc x y S pueden elegirse de modo
que A, =liTlhs ¥ lIsll<t.
Demostracién S$i T es 0.S. 1a medida m que lo representa serd de g-variacién
acotada, Tuego es de variacidn acotada. Definimos S: L*(|m|) =+ F por

n n
S{fi= “‘m(Ei) si f es simple de 1a forma = & aXg 5 S astd bien defi-
1

i=1 ! i=1
nida v es continua sobre las funciones simples pues

n ] .
||5{f)”=|ii£105 m(EDY < l_£1|m1|-H"'Ei|!=||1c|||_-(|m|)

Tuego por densidad podemos extenderla a todo L'{|m|} con [|sf|<1.

Por otro lado, como que i}[f|d|m|i_ﬁq4|f“p, la inclusidn
J: LP(u) > L'{|m|) es continua y es T=5oJ, de donde obtenemos la factori-
zacidn buscada.

Para el reciproco es suficiente con ver que J: Lp(u) > L'{x) es 9.5.,

To cual es completamente andlogo al ejempio 12.

Como consecuencia de la propesicidn obtenemos la siguiente definicidn

de operador 0.S.
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Proposicién 15 T: Lp(u) + F es 0.5. st y s8lo si existe x:x - % con

iq‘:w tal que
16l <c. [ 1F01a )
Q

Demostracidn Si T es 0.S. por la factorizacion de la proposicidn 14 serd
1A ROV SISO < Clisll- Ul (3 < Gl gy ¥ v2 esté.

Reciprocamente, definimos S{f)= & “iT(xE ) cuando f es simpie de 1a
. i=1 i
n .
forma f= T a.X. . Como que por hipstesis [is{f)l <c.lFl} - serd
I ()
S: L*{A) » F acotada, y al ser Xq( = serd iiifldhf_iqjifﬂp y por tanto la

inclusion J: Lp(u) + L*{x) es centinua. Luego se comprueba que T=5°J y se

aplica la proposicién 14.
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CAPITULO 3

OPERADORES CON NUCLEQ INTEGRAL

3.1 Integral de Bochner e integral de Pettis

Yamos aresumir brevemente a continuacién algunas de las definicicnes
y propiedades mis interesantes de la integracidn de una funcibn vect ial
por una medida escatar.

Sea {g,r,u) un espacio de medida finita y F un espacio de Banach una
funcidn f:q + F se ;iama simple cuando existen XyaeossXy de F y El,...

de ¢ tales que f= 7 x. XE . Una funcidn fe+ F es ¥ -medible si existe una
i=1

sucesién {Sn}n=l de funciones simples tales que 1;m||sn-f|k.=0 u-c.p.t.

Una funcifn f:q-+F se 1lama débilmente y-medible si para toda x* de F* la

funcidn escalar x*f es p-medible. La suma, producte por escalar y limites
puntuales y-c.p.t de funcicnes medibles & débilmente medibles son de la mis-
ma clase y muchas de 1a propiedades del caso escalar siguen siendo ciertos

en el caso vectorial, por ejemplo se cumple también el tecrema de Egeroff.

Se demuestra que una funcidn f:0 > F es y-medible si y s6lo si es débilmen-
te p-medible y tiene rangc esencialmente separable, es decir que salvo en

un conjunto de y-medida nula el rango de f es separable en F.

Una funcidén y-medible f:q » F se dice que es Bochner integrabie cuan-

do existe una sucesidn {s }w de funciones simples tales que
11m lis,-fldu=0. En tal caso se define la integral de Bcchner de f sobre

cada E de 1 por I fau= lim I Sndu en donde es I sndu = 2 X, u{En E. } si
t E

- E fi j=i |

€5 5 = I XiXp .
SR SR
Se demuestra que una funcién f:n » F es Bochner-integrable si y sdlo

si I [|fidn <= y para la integral de Bochner se cumple el teorema de la
a X

[

convergencia dominada: Sea (Q,E,u) espacio de medida finita y fn:Q + F una
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sucesion de funciores Bochner integrables tales que fn + f puntualmente
u-c.p.t., si existe gel'{y) tal que||fnﬂ < g u-c.p.t. entonces f es

Bochner integrable y 1im I fn dp = I fdu VEde:z.
n E £

Andlogamente al caso escalar, se definen el espacio Lp(u.F} para
l<p<w como el conjunto de las funciones y-medibles f:0 - F tales que
i}fug e L*{u), con la normallf!%=={[||f”?d u)I!p' y forman un espacio de
Banach. 1™{y,F) es el espacio de Baﬁach de las funciones u-medibles
f:2 + F que estdn acotadas excepto en un conjunto de médida,nula, con la
norma || £l = ess sup {]| f{w)||:w de q}.

Si una funcidén sdlo es débilmente p-medible no puede definirse su
integral de Bochner, para ella se define la 1lamada integral de Pettis.

.?ara elle se tiene; si una funcidn f:2 > F débilmente yp-medible es tal que
x*f pertenece a L'{y)} para todo x* de F*, epntonces, para todo E de I exis-
te xE* de F** tal que xE*{x*)= JEx*fdu {x* de F*}; si resulta ser XE* de
F para todo E de £ entonces se dice que f es Pettis integrable y al elemento
xg* de F se le 1lama la integral de Pettis de f sobre E de ¢ , empledndose

la notacién Pettis- [ fdu para representar a x*%

£ E

Naturalmente existen ejemplos y contraejemplos de todos los tipos para
las integrales y funcicones indicadas aquil Para una exposicidn mas general
y detallada véase Diestel-Uhl {5) capitule I1I.

En el comienzo de este trabajo hemos asociado a algunos operadores
entre espacios de Banach medidas vectoriales que los rapresentan, Si tales
medidas se pudieran escribir como una cierta integral de una funcidn vecto-
rial por una medida escalar, entonces los operadores representados tendrian
una expresion elegante y sencilla. Por eso es importante ver como y en qué

condiciones ello es posible. Dicho en otras palabras, se trata de estudiar

como es el teorema de representacidn de Riesz y el teorema de Radén-Nikodym
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en el caso vectorial.

3.2 Propiedad de Raddn-Nikodym {PRN}

Sea (@,I,u) espacio de medida finita

Definicién Un espacio de Banach F se dice que tiene la propiedad de Rad§n-
Nikodym {PRN)} con respecto a (Q{E,u) si para cada medida vectorial m:L ~ F

uw-continua de variacion acotada, existe g de L'{p,F} tal -que m{E) = J g dp
para todo £ de I. ;

Se dice simplemente que F tiene la PRN si F tiene la PRN con respecto
a cada espacic de medida finita.

E1 teorema de Radon-Nikodym para medidas escalares nos dice que si F
es el cuerpo de escalares entonces F tiene la PRN y ejemplos de espacios con
1a PRN son los' reflexivos y los duales separables. Mo todes los Banach tienmen
1a PRN, asi por ejemplo Cys COMO NG, MO tiene 1a_PRN:

m:Z > ¢, definids por m(E) = (JEcos ntdt):=1 {E de £}, donde £ son los
Lebesgue medibles de [0,1], es una medida vectorial gue toma valores en 4
{lema de Reimann-Lebesgue), sin embargo si existiera ge L'(dt,co) tal que
m{E) = J gdt , deberia ser g{t) = {cos nt):=1 que claramente no toma valores
en ¢ . Liego ¢, no tiene Ta PRN.

=1

-

Sea l<p<= y q tal que -:;— +

Definicién Un operador T: Lp(p) + F se dice que es Riesz-representable si

existe g de Lq(u,F) tal que
Tf =J fgdu  (f de LP(u))
Q

Notese que es un operador que estd bien definido ya que, si es g de

10,6, se cumple (ITel =I[fadulip < [ 1] ol ¢ < 151} sl Tuego T es
Q

un operador continuo sobre LP(y) con!rruiﬂg|h.
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Lema 1 si m{E) =J gdy con ge Lq(u,F) entonces &s i?lq=”9||q
E

Cemostracidn . ¢aso q<w= , por un lado se tienem =  sup H|mE I|=
4 1s|f <1 1-1

||s|lp<1 Z : | i IIJ gdulli il:o{p%l& JE llolkdy =

n
= sup L( I l“il'XE Mall duw < ||g||CI y per otra parte
1k =1 i

sl <

loly=, sup 1] thalaul < suo | I#Lllglldn = sup [ ¢l dnl <
& <t b Iely<1 o

p<t

<||fT|up q.llfup = iiq ya que es |m|(E) = ]EHgIl du{Diestel-Uhl (5} pag. 46)
<

- ! I g9 ¢ul| ”9”,,1—'(3 | "m
caso q=® , M =Sup “—(——)”=sup < sup =|lg
= pcp MB) gcg  w(B) gcg V(B

1o que prueba la desigualdad en un sentido, ahora de I ilgll du< m_u{E)
£

resulta [lg]l < m_ c.p.t., Tuego figll < m

Preposicidn 2 Sea T: Lp{y) -+ F, 51 se define m:Z + F por m(E) =T(xE)
{E de £} entonces T es Riesz-representable si y s6lo si existe ge Lq(y,F)
tal que m{E) = [ gcép {E de £). En tal caso Tf=Lfgdu para todo fe Lp{u).
£ :
Ademas ||T m_=|lgii .
mis T < i, =llgl
Demostracién Si T es Riesz-representable, existe g de LY(y,F) tal que

Tf:Lfgdu {f de Lp{u)}; luego, si es E de [,

() <Tixg) = [ rgsds = [ g

n=- =2
=
b
rm
m
w

Reciprocamente, si es m{E) = fgdp (E dex)ysi s=
E

una funcide simple serd

1 =

n n
Tsy= Eoy Tlx )= 2 agm(E;) =

ay I gdup =l sgdy.
i=1 i i=1 . i=1 E s

.i
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Si ahora defing R(f) = J fgdu { f de Lp{u)}, R serd continuo al ser
q de Lq(u,F}, asi tenemos dosQoperadores Ry T continuos gque coinciden sehre
las funciones simples, Tuego coinciden sobre Lp(u) y por ello tenemos
Tf=‘I fgdu (f de LP(u)) de donde resulta “T]iE_H9|h y es ﬁq==uglh por
el lega 1.

La rorma del operador T: Lp(p} + F Riesz-representable con ndcleo g
cumple ||T|| §J|g1h. Puede ser la desigualdad estricta? 5i p=1 entonces
hay igualdad puesto que HTI%=E; =m_=|lg]l,. Sin embargo puede ser estricta
$si p>1 como se ve en el ejemplo 3.

Recordemos que dada m:f - F entonces m = iup E;ﬁﬁ (véasel7) pdg.10),
si es m(E) = J gdp con g de L9¢u,F), serd x*m(%? lkﬁlx*g du para todo x* de

E E

F*, Tuego E?ﬁq= ( JE[x*g|q dp)1/a y por tante

- [ 1x%a(t)17 aut t]-L e |x*g{t)1q du(t) <
1|X*|l<1 ‘9 Dlallx*

x* de F*

<[ s a0 ) <] Nt du(t) -
29 flx*(t) 1< 1 Q

X*(t) R+ F*

en donde hemos aplicade el teorema de la convergencia mondtona para pasar el
supremo dentro de la integral y en donde en {a) x* de F* son constantes y
en {b) x*(t) son funciones defl & la bola unidad de F*.

Con esto puede tomarse pues ya una idea de como funcionan estas desi-
gualdades.
Ejemplo 3 en el que j|T} < HQHq

Sea 2 = [0,1] con la medida de Lebesgue dt y sea T: LPlo,11 <y
definido por Tf==J1 fgdt Vfe LP[0,1], en donde g:® > ¢ estd dada por
g{t) = xyxg(t} + x;EZ(t) con £, =[0,1/2], E,=(1/2,1]
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) 5 1/n n impar
x“{a a_ =
1 n=1 "l 0 nopar-

0 n impar
'(b ) b = {
n'n=1 1/n en otro caso

asi x;, x, de ¢ con ”X1|k0 = EHPllan] =1, I|x2IL = zg?1|b [ =

: 1
Tuego si q<w Hglﬂ = [O{Hxl]ﬁxEl(t) + “leﬁsz(t)) dt ='“+ ( )? %’ % 1

[--3
sin embargo si x* de ¢*=1" es x*=(c ) _, serd [[x*||= ¢ |a_| y
0 n’n=1 n=1 M
n
x¥{x. )= z 3—, * )= T oan
1 n impar 2 npar n * Tuego

~ 1 1
ITll=ml= " sup J Ix*g(t) |9 ¢t= sup J [x*xgdxp + x*(x,)xg |9dt =
T e+l Yo llx*li<1 70 1 2

1
P {J ( }qu (+( & % (6] 5 (o)pqe1 con : ok =
n=

n
0 1mpar n n par n

sup (5 ¢ (2 o (E E[ai<1}—-sup {z(ﬂ‘“}q E|u|<l}=%

n impar " n par

Ni

Definicidn Se dice que F tiene 1a q-PRN respecto de {a,I,y) si para cada
medida vectorial m:Z - F y-continua de q-variacidn ﬁq acotada, existe g de
Lq(p,F)ta] m(E}%JEgdu .

Proposicidn 4 Son equivalentes, para l<p<w

{a) F tiene Ta PRN respecto (,%,p).

{(b) F tiene Ta q-PRN respecto de (@,z,u}.

{c) todo operador T: L'(p) + f es Riesz-representable.

(d) todo operador T: Lp(y} - F cuya medida que 1o representa cumpla ﬁq < o

es Riesz-representable.
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Demostracién  (a} = {b) Sea m:r-»F u-continua tal que ﬁq < + =, entonces
|m|:5ﬁq. H{Q)l—lfq < + o, al tener F la PBN, existe g de L'(u,F) tal que

m(E) =J gdy perc ademds es g de Lq(p,d:) pues por hipdtesis [|g|[q=r-nq< + oo,
£

(b) = (c) Dado T:L'(y) - F' sea m:z » F definida por m(E) =T(xE), como que
m representa a T serd m_=m_ = ||T|{< + =, Tuego ﬁq_iu(ﬂ)l/q. m o< teoy
ademds es m y-continua, como que F tiene la q—ﬁRN, existe g de Lq(uaF)C

C L'(u,F} tal que m{E)= JEgdu , de donde ﬁw= [lgl,, ¥ por tanto T es

Riesz-representable.

(c) =(a) véase Diestel-Uh1 (5} pdg. 63.

. (P = 1-1/q -
(a) = (d) Sea T: L*(p) ~ F con My < + o, luego al ser |m| <u{q) - g
m es de variacion acotada y serd ademas p-continua porque representa a T,

como que F tiefe 1a PRN, existe g de L'(y,F) con m(E) = J gdy , luego
E .

getI(y,F) pues Hg]h==ﬁq, de donde T es Riesz-representable.
(d) = (c) Sea T: L'(y) » F, considero el diagrama comnutativo

.
L'(u) —— F

S
LP(w)
donde j: LP{u) + L'(y) es la inclusién natural, la medida que representa a T
es tal que m_=m_ = ||T||<= Juego ﬁq-:w . pero m es también la medida que
representa a R, Tuego por (d) seré R(f)=_L1fgdu con ge L9u,F}, pero ahora
es m{E) = J gds y por tanto m =||g|| , de donde T es Riesz-representable.

La hEthesis en (d) de que ﬁq <+ no puede ser quitada como se ve en
el siguiente ejemplo, ya que si l<p<w LP(u) tiene 1a PRN por ser reflexi-
vO.

Ejemplo 5 de un operador T: LPl0,11 + LP[0,1ique no es Riesz-representable.

Sea 1< p<w y sea la identidad id: LP[0,1] + LP10,11, tP[0,1] agui es

el usual con » Ta medida de Lebesgue sobre Tos Lebesgue medibles de [0,1].
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La medida que lo represanta serd m:z —+ tPl0,1] dada por m(E} =T(xE} = Xg -
Veamos que m &5 de variacion infinita sobre cada medible E con
u(E) > 0; en efecto, dividamos E en n_ trozos Ei de £ disjuntos dos a dos

de medida u(Ei) = E%Elyluego ‘gl|mEi|l=_; u(Ei)l/p= U(E}lfp-_g 1/ﬂl/p que
i=1 i=1 i=1

al ser p>1 se hace tan grande como gueramos, luego, por definicidn de varia-
cién, es {m|(E) ==,

Por ello no puede existir ninguna g:[0,1] - LP{0,1] medible tal que
sea Tf= Jlfgdu ni incluso gue sea Tf = Pettis- Jlfgdﬁ ya que de ser asi
serfa m(E?= Pettis—J gdp y por tanto tode conjungo E1 de ¥ con p(El) >0
contiene un E, de zEcon u(E,) > 0 tal que |m|(E2] <+ o, contradiccion
(véase capitulo 3 § 2 Diestel-Uhl (5)).

Notese que al ser |m|(n) == serd ﬁq(n} = =, luego aqui tenemos un ejem-
plo de una medida que cumple EE <+ perg ﬁq==+ =,

1,1

Sea 1 @ , q tal =t ==
ea 1<p< q tal que 5+ ¢ 1

Proposicidén 6 F tiene 1a PRN con respecto a {g,Z,u) si y sélo si todo ope-

rador T: Lp(u) + F con ﬁq-cm factoriza

T
LPp) — F
s\, /'R
. 1
con 5 Riesz representable. En tal caso para todo ¢ » 0, S ¥y R pueden tomar-

se de modo que HS|i§_ﬁq +e y IRl =1,

Demostracidn

& 51 S: Lp(u) + 1' es Riesz-representable es que existe g de Lq(u,l']

tal que S(f) = J fgdu , censidero la funcién Re g:2 + F que serd de

L9¢u,F) puesto ﬁue[|Roqu= {ﬁ|R091E du}llq 5_HRHJIg|h, luego por el teore-
ma de Hille {véase pagina 47 Diestel-Uhl (5)) serd T{f) =RoS(f) = L}f.Rog du,
es decir que todo operador T: LP{u) + F con ﬁq~:w es Riesz-representable,
luego F tiene la PRM. . -
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= Como que F tiene la PRN y es ﬁq-<w » existe h de Lq(u,F) con
TF = J hfdy (f de LP(u)). Sea € > 0. Por el corolario 3 de 1a pig. 42 de
Q .
Diestel-Uh] (5) existe una sucesidn (f ) de funciones wu-medibles de rango
numerable ta]es que |th-f |L < efon “poniendo hl‘ fly h =f -f,q sinx2,

se tiene ||h- JEIQJIL < ¢/2", escribamos h, kflxn’kxEn ) donde {En,k}k=1

son elementos de I disjuntos dos a dos, definimos S: LP(u) + 1'(NxN) por

S(f) = ﬂ|xn,k|LLn fdu} k=1 Que es lineal y acotada pues

ISl < 5 2 Ix uJ ]f|du=L s Ik llxe  1Fldy <
n=1 k=1 = MK £y nsl k=1 = MKTTE, g
<l ok I|-x | ||f|1
~ k=1 k=1 *n.k En h

m e

pero como que & £ |x_ ke (t) <[ {t)]l+ . = =|lh (t)]|+ /2
el k=l R Rk 1 ne2 2" 0L

- 1/q

resulta que |[f £ £ {|x Ik Il < JIhy |, + e/2 n{a) ™" y como que
n=1 k=1 MkTEn g o <l

Iyl <iih-hyll, + lIfl, <e/2 MO RAR" f, aueda finalmente

15921 < (Rg + eu(2) /) -

Queremos probar ahora que 5 es Riesz-representable. Para ello podemos
proceder de dos maneras, una es comprobar que la medida que representa a §
cumple ﬁq <= y al tener 1° la PRN serd S Riesz-representable. La otra mane-
ra es encontrar directamente la forma integral de S, que es 1o que vamos a

hacer:

Sea g:n > 1' definida por g(t {Hx klkE (t}}n,k= 1- Entonces g per-

tenece a L%(3,1°) poraue lg]|, = J§|1|||x"'k“x5 119, au(ena -

= (J {z ilxn k|kE (e du(t))llq que como hemos probado antes es
2 n,k * n,k

lglly< iy + eu(m/9< + -,
Yy
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Luego () = dlx, Il fan) =]
U E

n,k
miembros son dos operadores continuos sobre Lp(u) gue coinciden sobre las

fgdu (f de LP(1)) ya que ambos
Q

funciones simples. Asi S es Riesz-representable con nicleo integral

g de LY(u,F).

Ahcra, para acabar la factorizacifn, definimos R: 1'{NxN} + F por

=-]

w X
K .
R({e.  }}= 2 I a BLE si {a )} e T"{NxN). Claramente ||[R|[ < 1
mE ke ek T sk

y si felP(u) sera

: X
k
fdy) 2R = J fh,dy = J fhdy
| ES | By M 0

n,k

r~1 8

RS(F)= = £ (|Ix 1![
n=1 k=1 Mkg

en donde hemos aplicado el teorema de la convergencia dominada.
Notas 1} Este resultado podria haberse enunciadoe en forma més general apro-
vechando el hecho de que 1' tiene la PRN: "F tiene la PRN respecto de
{n,E,u} si y s6lo si tode operador T: Lp(u) +'F con ﬁq< +« factoriza de la
forma
T
LP(u) ——s F
SN\ AR
‘I 3
donde Ta medida n que representa a S verifica ﬁq < + ="

2) E1 caso mds interesante es cuando p=1 ya que en tal caso siempre

BsM_<+ = yfR <+, es el 1lamado teorema de Lewis-Stagall {véase

o3 -]

Diestel-Uhl (5) pdg. 66}.
3} Como gue todo operador Riesz-representable es 0.S. tendrd la facto-

rizacion

en donde m es la medida que representa a T, andlogamente a la proposicidn

36



6 puede demostrarse que T es Riesz-representable si y s81o0 si T 1o eé, Tuego
podriamos anunciar: "F tiene la PRN si y sdlo si todo operador T: ) ~F
con ﬁq < + « factoriza en la forma anterior con 5 Riesz-representable".

2y Andtogamente si T: LP(y) » F es Riesz-representable entonces existe

he Lq(u,F) con Tf = J hfdy , luego T factoriza por
]

.
Plu) — F

NIV

L' (u.F)

donde R estd definido per R({f)=f.h conl|RH5J|th y S estd definida por

S{g) = J gdy, siendo |[S}<1, luego serd también T Riesz-representable si y
9 .

s6lo s1 S lo es y podria decirse algoe parecido a 3). De hecho esta construc-

¢ién da la factorizacidn

L'(u,F) ——L"(|m]}
donde J es la in¢lusidn natural y aqui T es Riesz-representable s5i y 5510
siS 1o es.
5} Como que F tiene 1a PRN si y s6lo si F tiene la PRN respecto de los
Lebesque medibles de [0,1] con la medida de Lebesgue en [0,1], véase Chatter-
gi, 5.0. (3}, sustituyendo Lp(u} por LPr0,11 en los anteriores resul tados

nos dard la equivalencia de tener F T1a PRN en vez de tenerla Gnicamente res-

pecto de (Q,%,u).

3.3 Operadores Riesz-representables y operadores 0.S.

Recordemos gque los operadores 0.5. estdn caracterizados por tener la
medida que los representa con g-varjacidn acotada.

Sea l<p<=
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Proposicién 7 Todo operador T: Lp(u) » F Riesz-representable es 0.5.

o=llslly < +=

51 p== el reciproco es ciertc ya que en este caso 0.5. coincide con ser

Demostracién Si g es el nicleo integral de T entonces HT|bS-=ﬁ

A.S. Sip embargo si p#« el reciproco falla, como se ve en el siguiente
EjemE1018 Sea pcw ¥ T: Lp[O,ll - L, tal gue Tf= {F(n)}:=1 donde
?(n}=={ e_zndtf(t)dt es el n-ésimo coeficiente de Fourier de f. E1 lema de
Riemann?Lebesgué asequra que Tf pertenece a ¢, y ademis es |?(n)| i||f”1 <

i||pr' luega es][Tf|L0i||f”p 1o que nos dice que T es continuo.

La medida que representa a T serd m{E) = Txp. = {J e'z“i"tdt} » luego
_ - . n
[im(E} }| = sup {[ " 2minty, |< w{E) ¥ por tanto m_=sup I |ui[.HmE1H <
E T Asll <1 4=
B
< sup |ls”15J <= de donde T es 0.S.
lIsily <1

Sin embargo T no es Riesz-representable, pues si existiera h de
Lq(u,co} tal gque m(E) =J h(t)dt deberia ser nacesariamente
h{t) = (hl(t),...,hn(t),.?.) con hn(t}=e-2ﬂnt cpt y al ser |e_2“1nt1 =1
h no tomaria valores en Cor

En este ejempio ha jugado un papel esencial el hecho de que ¢ no
tenga Ta PRM. Ello no es una casualidad:

Sea 1<pxw
Proposicidn § Si F tiene Ta PRN entonces todo operador T: Lp(u) -~ F 0.5,
es Riesz‘representable.
‘Demostracién Si T es 0.S. serd ﬁq < + =, COMO que |m]§_ﬁq.u(9)1/q resulta
que m es de variaciﬁn acotada y es yp-continua por representar a T.

Asi pues, tenemos una medida m:z - F de variacifn acotada y absoluta-

mente continua respecto de y. Como que F tiene 1a PRN existird g de L'(n,F)

tal que m{E) =J gdy , luego H9|h':ﬁ < + = de donde ge L%y, F).
E

q
Por G1timo si definimos R: Lp(u) > F por R{f) = J fgdp R y T son dos
2

operadores acotados que coinciden sabre las funciones simples, luego R=T
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y por tanto T es Riesz representable.

E1 reciproco no siempre es cierto, sin embargo se tiene. por ejemplo,
para 1l<p<w=
Proposicién 10 51 F no tiene la PRN existe un operador T: Lp[0,1] -+ F 0.5.
que no es Riesz representable. _ .
Demostracién Si F no tieme la PRN existe un conjunto acotado K en F gue no
es dentable, y podemos construir una medida m:z - F, donde © son los borelia-
nos de {0,1}, de tal modo que si u es la medida de Lebesgue de [0,1] se cum-
ple ||mEf| < u(E) (E de £} y ademds m no tiene derivada Bochner integrable
respecto de p. Esta construccién esti en el 1lamado teorema de Davis-Huff-
Maynard-Phelps (véase Diestel "Geometry of Banach spaces. Selected Topics"
vol. 485, Lecture Notes, Springer-Verlag}

Luego pér ser ||mEf| < u(E), serd ﬁq <@ y m representard pues un aperador

T: Lp(p) + F definido por Tf= J fdm gue es 0.5., pero que no puede ser
i0,1]

Riesz representable, ya gue si fuera Tf= fgdyp (f de LPr0,11) para
[0,1]

cierta g de Lq(u,F) CL'(p,F) seria m{E) = J gdy (E de £}, contradiccidn,
. E .

Nota La construccién de m sigue siendo vdlida para cualquier espacio
{a,z,u} de medida finita positiva no puramente atﬁmica, luego para tal espa-
cio es vé]ida la proposicidn.

Asi pues, de los resultados anteriores, si fijo p con l1<p<e y para
{o,r,u} espacio de medida finita no puramente atBmica:

Corolario 11 F tiené la PRN si y s6lo si 0.5. equivale a Riesz-representable.

3.4 Otros tipes de operadores integrales

Los operadores Riesz-representables son 1os que tienen la forma
Tf = J fgdy, integral de Bochner,?é cémo son los operadores de la forma
o :
Tf = Pettis- [‘fgdp sobre Lp(u)?‘ En principio puede haber dos cliases de

Y
tales operadores, los que tienen el nicleo integral g p-medible y los que
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lo tienen débilmente y-medible . Los del primer fipo son los que trata
J.Jd. Uh) y son los que 1lama "vector integral™.
Definicién T: Lp(u) + F es "vector integral" de nicleo g si existe g:gooF
medible tal que x*Tf= J fx*gdu (f de LP(y) y x* de F*},

£l nﬁc]eo g de un ?vector integral" estd univocamente determinado
w-C.p.t. y para p=1 la clase de los "vector fntegra]“ es precisamente la
clase de los Riesz-representables. Para 1 <p<e una funcidn y-medible
g:a » F es el chleo de un operador "vector integral" si y solo si  es

x*g de Lq(p) para todo x* de F*,

De 1a demostracidon de J.J. Unhl se sigue que el nimero
sup (J 1x*g|qdu)1/q es finito. Este nimero, al que podriamos 1lamar
Ix*{l<1 o

norma-g-Pettis de g, coincide precisamente con la g-semivariacién de m,

My ¥a que ﬁq= sup (xX*m : |[x*|{<1} = sup {Hx*g|h 2 Jlx*]|< 1), asi pues, si

T es "vector integral" con nicleo g, serd
[iT]| = m_=sup ( J | x*g qdu)l/q= norma-g-Pettis de g.
1 ‘g -

Es inmediato comprobar que todo Riesz-representable es "vector inte-

grai". Si ﬁq < + « el reciproco es cierto:-

Sea T: Lp{u) +Fconl<p<w, mz + F la medida que representa a T.
Proposicifn’12 T es Riesz-representable si y s6lo si T es "vector integral”
ﬁ]("‘m.
I M
Demostracion Que la condiciGn necesaria, es inmediato. Veamos que es sufi-

ciente: $i T es "vector integral”, existe g:2 -+ F u-medible tal gue es x*g

de L9(u) si es x* de F* ¥, ST m:L + F representa a T, es x*m{E) = J x*g du

(E de £). Dicho en otras palabras, m(E) = Pettis- J gdu. En el capftule 3
E
§ 2 de Diestel-Unl (5) se prueba que una tal medida es “"lTocalmente" Bochner

integrable, es decir, que podemos encontrar una sucesién {En}en L disjuntos
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dos a dos con Y En==ﬂ , de manera gue g &s integrable sobre cada En. Asi
n=1
pues, como gue

jg lslieg ¢ d < Iol (@),
n=1
por el teorema de la canvergencia mendtona se sigue que

[ ol < inl(ay < + =, tuego sers Inl(E) = [ ks y por tante
E

ﬁq= (Lllgl[qdu)Uq =]|g|h, con lo que T es Riesz-representable con ndcleo
1a funcién g.
De manera aniloga puede comprobarse que si T: LP(n) + F es “vector

integral" entonces ﬁq es "localmente" finita.

Corolario 13 Sea T: Lp(u) -+ F "vector 1htegra1". Entonces para todo E de
I con u(E1)> 0, existe £, de £, E2 C El, con u(E2)>v0 de modo que
ﬁq(E) <+e siesEdefconECE,y u(E} > 0,
Lo cual equivale a-(ver lema 4 pig. 70 Diestel-Uh1 (5})
Corolario 14 Sea T: LP(n) » F "vector integral”. Entonces existe una suce-

o

$i8n {En}:=1 de conjuntos medibles disjuntos dos a dos, con ntaE"::Q y
tales que ﬁq(En) < + = para todo n.

Y esto implica:
Corolario’15 Sea T: LP(u) + F “vector integral”. Entonces para tedo Ay de

L con u(Al) >0, existe Aze b A2 CA, con u(Az) > 0 de manera que el conjun-

to (ME) . Fges, £CA

3] u(E) >0} es relativamente compacto.

2!
N. Dinculeanu (6} y A. y C. Lonescu Tulcea (9) con la ayuda de "1if-
tings" dan una caracterizaci6n de las medidas de variacidn acotada que lue-

~go utilizan para estudiar los operadores T: Lp(u] 4—F con ﬁq~<m , 1legando

al siguiente resultado:

Proposicién 16 {0in culeanu, lonescu Tulcea} Sea T: LP(u} > F con 1<p <=,

entonces ﬁq <= $i y sGlo si existe g:n + F** tal que son
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(a} x*gf de L'{n) y x*Tf =J x*qf du si fe R4 y 51 x*eF*,
13

(6} llgll de LYw) y my = Hall, - Ademas

(c} Puede tomarse g:q = F u-medible si para todo E de I con u(EI] >0 exis-

te £, CEy con b(E,) >0 tal que {g%:Ede £, ECE,, uE)>0) es

2> "
relativamente débilmente compacto.

Demostracign Véase Oierculeanu {8).
De la proposicidon extraemos el siguiente

Corolario 17 Dada una medida vectorial m:z - F, si mes yu-continua enton-

q

ces rﬁq es medida para 1<p«<o.

Demostracién En efecto, es n'1q = ||g||q para cierto ||g}| de L9y .
Supongamos ahora que m:f + F representa un operador T: Lp(u) +Fy
que existe una sucesidn En en I, disjuntos dos a dos, de modo que sea

\E =g yquem{E )<= para todo n.
n=1 " g n
De acuerdo con la proposicifin 16, para todo n existe gn:Q -+ F** con

x*g f de L'(u) y con x*Tf=[ x*g du  six*eFry sife LP(u), luego
n
x*m(AﬁEn) =J x*g du (A de 7).
ANE
n
Asi, si definimos h:q = F por hn(w} =gn(w) si es w de Epe h es débii-

mente-*—F-medib]e en €1 sentido en que x*h es medible (x* de F*} y

du

m
x*m{A N UEn) = J x*hxm
A n

- Uk
n=l n=1

m
de donde x*m{A) = Him x*m{A N U En) =1im J X*h.x m £ du, y como que
m n=1 m A hel " -

1im J |x*h| % x m £ = |x*m{9(2), por el teorema de la convergencia mondto-
m Y] U n
n=1

na x*heL9(u), y x*m{A) = Tim J x*h x m £
m A !

dp = I x*hdp  {x* de F*, A de I)
n=1 A

por el teorema de la convergencia dominada. Ademds

42



m =

sup W Ix*n}9du ) /9= sup llx*hll,
L PU(ES!

= sup ([
4 fxrllel e lix* <1

Asi pues, hemos demostrado:

Proposicidn 18 Sea m:E + F que representa T: Lp(u) + F, entonces, si existe

<«
VE =9,

{E )1 con E_de I disjuntos dos a dos, con mq(En)< = ¥y con et

existe h:p + F** débilmente -*-u-medible tal que:

{a} x*m{A) =[ ®*hdy ¥y xX*he Lq{u), si x*ef* y si1 Ae:l
A .

{b}) x*Tf =J x*hf du, para toda f de LP(w)
Q

(¢} m_=sup |lx*h|l y @ (E)={ ”h”qdu)lj’q para todo n.
g [{x* <1 q q-n E
= n

Si fuera h:f -~ F u-medible entonces el operador T asi obtenido serja
"vector integral". Una condicidn suficiente para que aquello ocurra es que
se cumpla la cohdicién (c} de 1a proposiéiénl&?ero esta condicidn se cumple
siempre si T es “vector integral”. As7 pues, tenemos una condicidén necesaria
y suficiente para que T sea vector integral para l<p<=:

Sea T: Lp(u) +FymEI~F que representa a T
Progosicién 19 T es "vector integral” si y S§Io si para tode El de L con
y(El) >0, existe E, de £ con u(Ez) >0 ¥y con ﬁq(EZ) >0 de manera que el con-

junto {%%%} : Edez, ECE,, w(EY> 0} es relativamente débilmente compac-
to.
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CAPITULO 4

QPERADORES NUCLEARES

4.1 Productos tensoriales Sean X e Y espacios de Banach, en el producto

tensorial X @ Y podemos considerar varias normas, entre ellas sen impor-
tantes Jas 1lamadas “reasonable crossnorm” que son las  que cumplen

(3) ot e ) <|x|y]

(b} Si son x* de X*, y* de Y*, entonces es x*® y* de {X® Y, a)* ¥y

tienen norma del dual < |{x*||.{ly*|l.

Si para u de X @ Y se define

au) =sup ([x* @ y* (u}l: x* de X*, y* de V¥, {[x*||<1, |ly*|l<1}
resulta que & 'es una norma sobre X @ Y, que se 1lama Ya "least reasonable
crosshorm’ porque si o es una "reasonable cressnorm” es A{u) iu(u)
VueX®Y

Deficicién Se 1lama producto tensorial inyectivo de X e ¥, X &Y, ala

complecidn de X @ Y con .
Ejemplo 1 Sea l<p<e q tal %+ % = 1, Dade (9,I,u) espacic de medida
finita, LP{y) & F es el espacio Kp(u,F) de las medidas vectoriales m:z + F
de p-semivariacidn acotada y p-continua, que representan a los operadore;
compactos T: L9yu) » F:

n

caso 1<p<=, En efecto, si u= f. @ X; € Lp(u) ® F definimos miT > F

j=1 |
n
por mu[E) =I £ f..x.dyu, entonces
Ll R
E i=1
. — no 1/
m_=sup x*mup = sup (j Do (x5 Pay)t/P=
P i< 2 <1 g i1

n
= sup sup |J (£ x*{x;)f;)gdy| =
lx*[<1lgll <1 ‘o i=1

45



= sup {([{y* @ x*)(u) |+ y* e (LPL), xre P, [ly* i<l fx*li<) = Au)

¥ el operador T: L9y} + F definido par Tf= J fdmu Vfe Lq(u) es de rango
finito, luego compacto. ?

Luego la aplicacién u ~» m inyecta Lp(u) ® F isométricamente dentro
de Kp(ﬁ,F}, si ahora vemos que aplica LP(u) ® F en un subconjunto denso
de Kp(u,F), habremos terminado.

Sea pues me Kp(u,F), si para cada particiGn finita = formada con ele-

mentos de I defing

m“(E)=AE %{-%%—U(FHA) ¥Ee z
egEn

resulta que m_es la imagen de u= ¢ Xp ® (A e LPlu) ® F, ahora defino

Aen
En(f)‘ JAfdu X, ¥ T: L3u} ~Fes TF= J fdm con la meX_(u,F)
Aern U‘ﬁj A D ?

Q
de partida, entonces por el lema 4 es 1im TEﬁ= T, ¥ como que

1
TE (f) = AT J fdu. T{x,) = J fdm_ resulta que
Ae“u A A Q T

1:_m [ﬁ“)p=1;m NTE, - Tl =

como queriamos probar.

caso p= =, teniendo en cuenta que para fel (u.F) es

el s “TT‘H gf el [uﬂh | sers
1] = sU Y T
P nlk “\:”epba(i,u;
: vif <1

~ ' fx*m (E)|
u
m =sup sup = sup Hj( E x*(x s Yd o =
e BT [ B, ST

[ s |

n
sup sup || = x*(xi\fi|L= sup sup |
i=1

*{x. f.dvl=
<1 ol | et ("‘)[ 19l

sup [x* @ y*{u){ = a{u) luego todo como antes utilizando el lema 3.
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Probemos ahora los detalles que nos faltan para completar el ejemplo:
Sea = una particion finita de elementos de I disjuntos dos a dos ¥
E, la aplicacién lineal definida por

fdp

Xy ¥fe L'(uF)

Leme 2 (a) para 1 epe=E ()] <[[Fl, ¥fe tP{4,F)
(b} para 1<p<= y tomando el conjunto de particiones finitas diri-
gidus por refinamiento se tiene lim |IEn(f)_f=k:=0’ ¥fe LP(,F).
mw

(c) para p== Tim{|E {f)-f| =0 ¥fe 1%(u,F) con rango esencial-

mente relativamente compacto.

Demos tracidn I

fd '
(a) sile<p ca)HEﬂ(f)|E1=” z _i A“ xg!bslpero si 1tame m{A) = IAfdxj

sers e, (91,4 ¢ et Itz lh"ﬂIE WP <1,

Aewu{A}
I1f5f dul
para p=w jlE_{f){l = sup{ Ay

: Re i< I

(b} si s es simple la red (E“(s))1T es constante y E“(s) + s, ahora dado

>0 sea s simple con Hf-s”p < ¢f2, serd
e (F-Fll < NE(P-E ()1 + IE, ()¢, <TIEJLIE=sl, + s~ < e

- l - -
Tuego 1;m|,£r(f) flk G.
{c) Andlogo al anterior teniendo en cuenta que las funcicnes simples son
densas en las funciones de L°(u,F) con rango esencialmente relativamente
compacto, es decir, que salvo en un conjunto de medida nula el rango es re-

lativamente compacto.

Recordemos que {L {u)}'=ba{z,n) el espacio de las medidas finitamente

aditivas de variacién acotada nulos sobre los u-nulos, si ”A(‘} es l1a medi-
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da definida por ua(E} = w(E NA) VEez, y defino ¥ veba{z,u)

_ viA Ty - .
£.{v) —AI;“ ;&g—u;‘(-} resulta que E_es Tineal y ademds € {v)eba(z,v), si
.} es 1a variacién.

Lema 3 {a) e Golli<llvll  ¥webalz,u)

() Tim|lE_(v)-v]l= 0 ¥veba(z,y)
T

dem.

() JE M=NE M@ < ¢ DALy @yy= 5 Juta] < o |
AET[ # Aeq

=

{b) si y= R

asug {.) entonces veba(z,u) y (E“(\,-)}1l es constante con
1 1

1

Eﬂ(v) + v, como gque tales v son densos en ba{z,u} {véase Diestel (5))

y fE_[l<1 se cumple {b}.

‘Lema 4 l<p<ew, si T: tP(u) » F es compacto entonces lim TE =T,

Demostracidn
para 1<p<= si fetP(u), gel%(y), StEel,es
afdu.]z9du .
I E,,(f)gdu= z X =[ f.E{ g}du , luego E_ coincide con su
Q Aeq u [t] K

adjunto y por tanto el adjunto de TE, es E,T*. Por el teorema de Schauder
T+ F 4 L9(y) es compacto, y como que Tim E (£} =f ¥fe L)y lEd<1

es 1lm Eﬂ(f) =f uniformemente sobre 1osncompactos de L9, luego

llm E“T*(x*} =T*(x*) uniformemente para [[x*}<1 ya que la imagen de }a bola
unidad de F* es compacto, con lo que finalmente fenemos 1im TE =T,

para p=« si fel™(y), veba(z,u) entonces
Afdu Afdu
(En(f)’““fg E(fidv= | (32 xpdvs 2 A -

n Aeqg ¥ Aen
={ fd{Z A ul-})=1(f, E {v)}, Tuego E_ es adjuntc de s7 mismo,
a vlA} TA T :

T*: F* > {L7(u)}" es compacto y el resto es como antes.
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Para 1< p<= 5ea Mp(u,F) el espacio de las funciones wu-medibles Pettis
integrables f:q » F tales que
1l =sup,  ([IertPan e
PolxM <1
Y seaMw{u,F) el espacio de las funciones u-medibles Pettis integralies de

rango esencialmente relativamente compacto tales que

£l =sup  Ix*El, < + =.
le IIx*l= 1

Si a cada fe Mp(u,F) con l<p<= le asociamos la medida mf:E - F

definida por mc(E) = Pettis- J fdu resulta que 5;;)q=iif|h y por tanto
P

E
la aplicacién f = e inyecta isométricamente Mp(u,F) en Kp(u,F), ya qué

51 f es simple es e € Kp(u,F) y las funciones simples son densas en Mp{u,F).
Por (ltimo se comprueba ¢omo en el ejemplo que la aplicacidn f = e inyec-
ta Mp(P=F) ea un sybconjunto denso de Kp(u,F). Luege son isométricos.
Resumiendo todo lo que hemos visto

Proposicién 5 Sea (9,I,u) espacic de medida finita. Para 1<pz<e los siguien-
tes espacics son isométricos
(a} Kp(u,F)
{(b) Mp(u,F}
(c) Lp{u) &F
{d} si 1 <p<= con el espacio de los operadores T: Lq(u) + F compactos.

Para p=1 con el subespacio de los operadores T: L (u) > F compactes

{ o*-e)-continuos, -

Demos tracibn
$61c falta ver Ja dltima parte de {4}, que es consecuencia del teore-

—
It

ma 5 del capitulo 1, pues m es yp-continua con my < +« representa un opera-

dor T: L™(u) + F {e*-g)-continuo.
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Si dado u € X ® Y consideramos

n n
flu} = inf { 5”"5”°||Y.i b x;eX, yyeY sious Ix @y}
i=1 i=1

{ es una nerma en X & ¥ que se 1lama la “greatest reasonable crossnorm”
¥a que si o« es gtra "reasonable crossnorm® en X ® Y se verifica afu} < flu)
VueX® Y.

" Definicion Se 1lama producto tensorial proyective de X ey, X & Y, a ta

compiecidn de X ® Y con f.
Ejemplo 6 L'(u) & F=L'(u,F) si {2,Z,u) es espacic de medida .
Consideremos Ta inclusién J: L'(u) @ F ~ L'{n,F) gue es continua con
norma [|3]]<3. J apiica el subespacic S de los elementos de la forma
n
A con AI"""QnS I disjuntos dos a dos y de medida finita y
i=1 Ay
CON Xy»-..5X, € F, que denso en L'(y) & F, sobre el subespacio de las fun-

ciones simples de L'{u,F) que también es densc en L'(v,F}, Tuego si compro-

bamos que f{ E xA ®x) < I Ele ® X Ih_( para Zxﬁi ® x; €S serd

J una isometma, para elio

n n n
flixg, ®x;) < tfx, @x.) < zix, . lIx:ll=
g=1 Ay T T AT T = e T

n n
=z op(A ) Ik = : x; % g = 3 = x, ®x )l, Y
=1 ] j=1 ' "Ay T B F) =1 A L)

4.2 Qperadores nuéleares

Sean X e Y espaciocs de Banach

Cefinicidn Un operador T: X > T es nuélear si 3 x;ex*, y,eY con

c'EI|)<*”.H3( | < + « de modo que Tx= *{x).y  WxelX,
A=l M n n=1 " n

51 T es nuclear se define 1a norma nuclear de T como

KTy = inf { eé°||>':"'||.||y i}, Infime tomado de entre todas las sucesiones
uc n=p nn
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{(x*} e {y,} tales que Tx =n£1x;(x).yn. Con Hleuc el conjunto de operado-

res nucieares de X a Y es un Banach y la clase de operadores nucleares es
estable por la composicidn con operadores continuos.
] Qué relacién existe entre operadores nucleares y las medidasque los
representan ¥
Para el espacio C{n) se tiene
Teorema 7 T: C{2) » F es nuclear st y s61o 51 la medida que To representa

m:t » F es de variacién acotada y de Ta forma m(E) = J fdm|. En tal caso
E

o = 151 = B (1) 7y

Lla demostracién esta en varios autores, véanse las referencias que
de Diestel-Uhl (5), pdg. 184. Notese que como todo operador nuclear es débil-
mente compacto la medida m toma valores en F {v@ase teorema 8 capitulo 1}.
Cuando una medida m:Z » F tiene la forma m{E) = J fdu con fel'{p,F) se dice
que m tiene derivada Bochner integrable f con regpecto a u.

Diestel en [4] trata el espacio B{:i},
Definici@n Se dice que m:z » F tiene derivada aproximada de Radén-Nikodym

en el sentido de Bochner con respecto a v si dado e >0 J oz +F

n
de la forma ofA}= = “(Ei FlA)yi ¥ Aez, contk

..sE_€ I disjuntos dos
i=1 .

i

a dos , y,eF, de manera que |m-o| <e.

Teorema 8 (Diestel) T: B(z} » F es nuclear si y sdlo si la medida que To re-
.presenta m:L+F tiene derivada aproximada de Radén-Nikodym en el sentido de
Bachner, con respecto a |m|.

€. Swartz (15) demuestra para Lw(u)

Teorema 8 T: L"{u) ~ F es nuclear si y sélo si la medida que lo representa
m:Z~+F tiene derivada Bochner integrable con respectsc a p, es decir, que es

m(E)=[ fdu con fel'{u,F}.
- 'E



4 Qué diferencia hay entre el teorema 8 y el 97 Cudndo unz medida m
que tiene derivada aproximada de Radén-Nikodym en el sentido de Bochner ¢on
respecto a v es de la forma miEF=I fdv con fe L'(v,F}? Si no es conta-
blemente aditiva son dos los casis diferentes, sin embargo si v es conta-
blemente aditiva no:

Proposicién 10 m(E) = [ fdy con fel'{n,F) sf y s8lo si m tiene derivada
aproximada de_Radén—Nikgdym en el sentidc de Bochner <con respectoc a .

' Démostracién

$i fel'{un,F) entonces (véase Diestel-Uhl [5]pdg. 17 }3 E,e2 no

necesariamente disjuntos, X, € F tales que f= ?n% Xg absolutamente
n=1 n

| u=c.p.t. con nzflxn!b(En)iJlflk'(u,F} + ¢, por el teorema de la convergen-

cia dominada

{ ? X X Ydu =
A n=1 n En n

Uty

m{A) = JAf du = j I(JAXE dudx = nflv(Enf‘F\)Xn

n

Tuege si ponemos uE'{A) =u{EanA) es m{.}= & Mg (.).xn
n n=l “n

e (-).x,  entonces [m-o =] I xgep (]=
is>n ' vi

| 7 xxe fldw — 0

i»n N> o

ya que si m(&)= J fdu con fel'{u,F} es |ml= [I|f|hu, COmO que podemos
A 2

. n m{n} .

escribir oy, = izluE{ X = 121 ”Ai('}'yi -con A e disjuntos dos & dos ya

esta; hemos demostrado que m tiene derivada aproximada de Raddn-Nikodym en

el sentido de Bochner con respectc a u .,

L B3

Yeamos la condicifn suficiente, si dado ¢>0 o= tal que

X.p
. 1
i E

1 i

o [ <Im| + ¢,

=18 1

jm-¢| <& por suma telescépica obtenamos m= L', con
' ’ n=1 n=1
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Tuego podemos escribir m como m=Z, X, ton E, Jlan < + =, como que
A A
n R

¥n by es u-continua por el tecrema de Raddn-Nikodym fne t'{u) tales
n

que u, (E) = J f du con Iug']= up = JElfnldu aqui es f =x{A }; luego si
n n n

En
ponemos f= 1 f_.x_ al ser ?l|f" cr v lx = T u, Jx ] < # = resulta
nep P00 pep G TRT ) T
que fel'(p,F} ¥y m{(€E)}= T (E}.x_ = E [ f du.x =J T fx do= J fdu
n=1 A Poas1 Je ™M Jp e U0 g

donde hemos aplicado el teorema de la convergencia dominada.

Dado T: B{z) - F si la medida que loc representa m fuera contablemente
aditiva entonces tendria derivada Bochner integrable con respecto a [mf
como en el teorema 3, pero en general m es sdlo finitamente aditiva.

1.1

Sea 1<p<e qtal ++1-
tpew qfal grgsl

" Definicién  Se dice que la medida vectorial m:I-F tiene derivada g-aproxi-
mada de Raddn-Nikodym en el sentido de Bochner con respecto a2 v si dado ¢ > 0

n
3o:z > F de la forma o{A)= zo(EiﬁA).yi YAe I con El,...,Enez dis-
i=1

juntos dos a dos, ¥ € F, de manera que (E;;3q.i £.

Notese que en tal caso ﬁa < ¥+ ¥y que para q=1 coincide con la defi-
nicidn habitual.

£l siguiente resultado es una inmediata generalizacidn de la proposi-
¢idn 8

Sea 1<p<w , dado T: LP(y) =+ F
_Proposicidn 11 T es Riesz representable si y sblo si la medida m:I + F que
1o representa tiene derivada gq-aproximada de Raddn-Nikodym en el sentido de
Bochner con respecto a u. .
Demgstracidn

Si T es Riesz-representable sera Tf=‘[ fgdy con ge Lq(u,F), luego
m{E) =J gde representa 7. Como que gelf%u,g)'B %1simples tales que

- m{n)
=1

¥e > 0 EEln con Iig-snllq <e, sies s

XX ¢on E.e L disjuntos
L i7E. i
i=1 n )
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dos a dos, X5 € F, Sh define la medida m (A}= ¢ "E‘(A)xi VAeI con

n i=1 -1
(ﬁ:ﬁg L} =1|9'5nlk <e, ya que m-m.  es la medida asociada al operador
n n -
R{f) =I (g-s )fde, luege ya estd .
Q n n
Para el reciproco,si dade e >0 30 = I Mg X, CoR {m-0) <«
- '1=.].w 1 i m(n)
por suma telescdpica obtenemos m= = o, COn L g, < MW +te. Sies
- =1 .~ 9
n=1 n=1 g
(A) m{n} (%) m{n}
o {AY= I wu_ {A)x. serda o {A)= J 5 dp con 5 = I X. .X. ¥ con
n i=1 Ej i n A n noop TBE

(En)q=|ianq, luego 1a serie I s converge hacia una cierta he LYy, 7Y

n=1

ya que I Han <m + e, Asi pues m(A)= T o (A) = T J 3 du=‘I T s du=
n=1 q 9 n=1 n=1 ‘A A n=1

= I hde ¥Ae I, por el teorema de'la convergencia dominada, luege T
A

es Riesz-representable con Tf= J hfdw ¥FetP(u).
Q
Andlogamente para p=1 se tiene

‘Proposicién 12 T: L'{u} » F es Riesz-representable con nicleo integral
gel™(u,F) de rango esencialmente relativamente compacte si y s@lo si la
medida que representa a T tiene derivada «-aproximada de Radén-Nikodym en
el sentido de Bochner con respectc a u.

La caracterizacidn de las medidas qﬁe representan a2 1os operadores
nucleares T: LP{y) > F con 1 <p<= es muy burda:
Proposi¢idn 13  T: LP{u) > F es nuclear si y sélo si la medida m:Z > F que

To representa es de la forma m{A) = T un(A).x ¥Ae £ con

n
n=1

nil(vn)q.ﬁxnﬂ <+ Ydado e >0 pueden tomarse v, X,  con

TG lelml, +

Demostracidn

$i T es nuclear 3 x,€F, g L9} = (LP(u}) con
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oo - = o . p
Fllgy Iyl ¢ € es que T nil({g fg du)x, Ve LP(n), luego

VAe: m{A)= I (J gndu)xn=
n=1 74

-
v
= n

(Alx  donde hemos puesto v _{A)} =f g du
=1 n ) n an

ves g < E S dxgll= Ellellglin <l + .

Reciprocamente si (Gn)q <t ovoes p-continva, luego por el teorema
de Radén-Nikodym 3 fneL {u) con vn(A) = IAfndu, pero al ser (vn)q <t
b
f

- q e . £\ =
serd fneL(u) con “fn”q (v ),- Ahora sies 1 {f) Lz f.f du resulta

.
que 1, € (LPLuy)® con |I1n||=ﬂfn|lq, luego el operador R: LP{u) - F definido

por R(f}= nE}]ﬂ(f).xn es nuclear ya que r.‘Elli1nli.||><n||=ﬁil(vn}q.I|xn|I<*1' -,

pero R=T ya gue coinciden sobre las funciones simples.
Sea l<p<ee

Proposicién 14 Todo T: Lp(p) + F nuclear es Riesz-representable. Y dado

e > 0 puede elegirse un 'nﬁcleo integral de T, heLq(y,F), con
Il <l T e * c

dem.

Por definicion dado ¢ > 0 existirdn g eL%(u), x eF con

-

0g”g bodlx NellTI.  + ¢ tales que Tf= E( fo_du.x vielP(u).
nel nlq n nuc . Y P n

Por ser normalmente convergente y Lq(u,F) completo 1a serie
n

. con-
lgn xn

[T = I

verge hacia un elemento ge¢ Lq(u,F), Tueqo

fgau=Jf(°§gx)du= J g x du= ?Ifg X du =
L} g p=1 0" on=1 " " n=lig © "

= ¢ | fgdpx =Tf

el In o n

donde hemos aplicadc el teorema de la convergencia dominada. Ademis
HTleligh, <lilh, + <

También se tiene
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Pr‘oEosir_:ién 15 51 T1: Lp(u) + F es nuclear entonces la medida que 1¢ repre-
senta es de g-variacién acotada y m(E) ='J hdlm con he Lq(lml,F). Dado
e > 0 puede tomarse h de modo que ||h{|q <”$"nuc €.
Cemostracidn
51 T es nuclear dade e>Q0 3 gnei.q{u), yneF con

: Hg [[{_‘1 ||x i<l {T“nuc e de manera que T{f) =n£1(j9 fgndu)yn, ta medida
que representa a T es
m{A) =T{x,} = Jx g du.y, = :J gduy = I v {Al.y
A Ry Ly WL

donde hemos pueso w_{A) =I g du VAe L.
n an

Asi resulta que m:I~F es una medida vectorial cuya g-variacion

n
®_=sup T e} J{mE. = sup E fog [] 2 v {€. ‘y II <
st st U s < i jer 9
— p_
: o] ¥ I : (£.)
< sup Eflv{E;) ¥l = T sup Eotog] v By =
usum- s1 3 FLlisler i T

T (%, M= a0l ly. T +e< te luege m es contablemente
I vy iyl j=lingiL] y I<lTiL,. * e eg

aditiva y de variacién |m| acotada, veamos ahora gque podemos elegir las

e

vy de mode que sean |mj-continuas, para elle descomponemos un=G + con

n’ Vn
Vo {mi-continua y \=;nhd—singular y con |vnl =|Gn| + IGnl {tecrema de decompo-

sicién de Lebesgue, véase Diestel-uUhl [5] pdg. 31), entonces

m{E) = o (E)y PR (E)y ¥Ee £, como que cada \:"n es |m|-singular la
n=1 n=1

medida E - 2v [(E) ||y || es [m|-singular, Tuego3 A, BeL <con AUB=¢Q
n=1

de manera que {mf{A} = Im|(2}, |m|{B)=0 ¥ £1|\:’n|(ﬂ)-|iyn[|= oy
n:

3 [5,1(8) dly, ii~ |3n[(9)-llynll » luego VEe I es 13 (ENA).y =0 ¥
n=1 n

como que m <<[m| serd m{E)=m{ENA= I v (ENA).y, +
C n=1 n

n Mg

SalENRNY, <
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= ‘E\':n(E).yn. Anora al ser |v f<iv ] serd (\_-‘_n)qi(‘\g)

¥n, y como que
n:l .

q

m<<|m| por el teorema de Radén-Nikodym 3 f_ei'(|m|} tales que

Gn(E)= [Efnd\m] VEer y al ser (3;}q <+ e serd fle L9 con

1F,0l, = (5} Tuego

w(E) = E 560y, = © | falmiy,= [ (E fy ol -
=1 R psl /e LD F A
= [ hdim|
E
donde h= t £ ¥p € Lq(iml, F) y hemos aplicado el teorema de la conver-

n=1
gencia dominada.

Luego m representa también a un operador R: Lp(|m|) + F dade por

R{f) = ] hfd|m| ¥fe Lp(|m|) y se tiene el diagrama conmutativo
Q

LP(w) 3

E1 recinroce de la pronosicidn 14 es falso, com se ve =n el
Eiemplo 15 de un onerador T: -Lz[ﬂ,l} ~ 17 Riesz-réprésentable ne nuclear.
Consideremos primero 1z inclusidn 12 LB+-CO gue no es 2-absolutamen-
te sumante, en efecto, de serio verificaria

n i
(E]uRX.i‘ﬁ }1/25_0- Su[fl ( E |<xi,a>%2)1/2
1= o]

Hall sl i=1
2 € fZ

perc ello no se cumple, basta tomar por ejemplo X; = ey, el vector cuyas

i
componentes son cerg excepte la i-&sima que vale uno, pues en tal case seria
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nl/2- { gﬂReiig )1/25_9 .osup g l<ey.2 >I2)1/2

i=1 o llafl£.1 i=1

ae1?

para n=1,2... 1o cual es obviamente imposible. Como gue todo operador A.S.
es Z-absolutamente sumante, la inclusidn R: 12~4 c, hoes A.S. {véase
A, Pietsch [12] , donde trata estos tipos de operaderes). Si en vez de o
ponemos 1~ todo es andloge y obtenemos 12‘a-1m no A.S.

Ahora utilizande la isometria de espacios de Hilbert L2[0,1] > 12,
que viene dada por f w {F(n)}, obtenemos por composicidn el operador T que

/'_T‘N

L%0,11 212841

buscamos

gque no es A.5., luego no es nuclear porque todo operador nuclear es A.S.
Sin embargo es un operador Riesz-representable, pues la medida repre-

senta T es

~ o - i + oo oo
m(E) =Tixg) ={xE(n)};=_m = {JEe 2"1ntdt}n=_me 17 ¥Ee z,

luego si defino h:[0,11 1% por h{t) = (2" "™ y¢e[0,1], h es dt-me-

dible y he Lz(dt, 17)  puesto que
e qeli2 o [P g 1/2
”hHLZ(dt’]“’) = { O”h(t)“jw dt} = o dt) =1

con lo que el cperador §S: L2[0,11 - 1% dade por S(f)fL ]'f{t)h(t)dt
6,1

¥ fe L2[0,1) esté'bien definido y coincide ¢on T sobre las funciones simples,
luego S=T, con 1o que T es Riesz-representable.
Cambidndelc un poco podemos conseguir que sea un ejemplo de operador

0.5. no Riesz representable, en efecto, si consideramos ahora T: L2{0,11+ o

2

R
que sea Ta composicidn L2{0,1] =1 — ¢, 1a medida que To representa

O'

sera
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1 I 3 .
m(E} = {iE(“)}+§_; " {[OXE(t)&,«Zmntdt ={{Ee_2“mtdt}

que es m:L » ¢ por representar 2 T {0 bien directamente por el lema de Rie-
mann-Lebesgue) cuya variacidn si p=dt medida de Lebesque en [0,1]:
fm] =sup I ||rnE|[C < sup zu(EY=q[0,1] =1
®x EE Eewn

-2rint

pues el - sipzljge dt| < u(E)

y es un operador 0.5, pues su 2-variacidn.es finita:

.
(LI g =
—t

n
2
ot con [|S|l2=(i£1|ui|2.u(§‘3y <1

5 = SUp E la | .limE ., |k para §= ;

2 isll, <1

l"".l:l-

13 t u(E ) < I ¢+ =

2‘ns|12

Sin embargo ahora T: L2[0,11 > c, no es Riesz-representable, pues de

serlo existiria geLz(dt, co) tal Tf-= fgdt ¥fe LZEO,II per¢ st

JIO,I]
g(t) = {g (t)} y Tn es la proyeccidn sobre la n-&€sima componente re-

sultaria que 1 Tf =J f.g dt con g (t)=1_g(t) medible por ser composi-
n lo.1] M n n

n=-co

cidn de una medible con la n-proyeccifin que es continua, en particular po-

niendo f=x. se tendria t m{E) ={ Xg g Ot =J gnlt)dt, perc la medida
g,1] —° E

i

-Znint

dty de donde resulta que necesa-

que represenfa a T es m(E}= {J e ne?
) E

2aint

“Zwinte o t., asi pues deberfa ser g{t) = (e }

riamente gn(t} =e nez
que no o5 una funcién de Lz(dt, co) pues no toma valores en ¢ (Tos toma
L 1t
1 -(co) ¥}
Asi pues, resumiendo, obtenemos un operador T: L2[0,1] + €, 0.s5.,
no A.S., no Riesz-representable, y cambiando €y POT 1 obtenemos un opera-

dor Riesz-representable no A.S., luego no nuclear.
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Veremos a continvacién que para l<p<« siempre existe al menos un
operador T: Lp(u) » F Riesz-representable no nuclear, para ello haremos un
cambio de lenguaje que gquizds nos presénte el problema de un mede mds fami-
Tiar:
tema 17 S1 l<p<w existe una biyeccidn entre Lq(u,F) ¥y el conjunto de los
operadores Riesz-representablesT: LP(4) » F.

_dem. Definimos la aplicacidn ge LYy, F) - Tge operadores Riesz-representa-
ble de LP(y) Q F, donde es Tg(f}= [ fgdp ¥felP{y). Que es inyectiva pues-
to que si 9 # 9, entonces es Tgl fQng puesto que sobre f==x9 es

T =
7]
biyeccidn.

g.du # J g du=T_ (x.) y es obviamente exhaustiva, luego es
1 pd 4,70 !
Q %3 2
‘Lema 18 Si 1<p<= existe una biyeccibn entre el producto tensorial proyec-
tivo L9(u) & F, y el conjunto de Jos operadores nucleares T: LP(y) » F que

-lTos identifica como espacics de Banach.

© Demostracién
—_— n

Definimos la aplicacidn que a cada ue Lq(u)@: F conu= g fi ® X,

n i=1
le asocia el operador Tu: LP{,) + F dade por Tu(f)= T Lffi X ;dy
i=}

¥e <LP(y), T, es nuclear con {|T ... =Hu|hq(u) luego tal aplicacidn

@
es tineal e inyectiva y aplica Lq{u) ® F en un subconjunio denso de la ima-
gen, luege al hacer Ta complecidn coinciden L9, & F con e conjunto de
operadores nucleares T: Lp(u) -+ F. I

Asi pues el problema se reduce a estudiar la relacién entre Lq(u,F) ¥
Lq(p) ® F. Ya conocemos que para q=1 es L' {u} & F=1"{u,F) ¥ esto puede
ser utilizado, con algunas modificaciones, para demostrar Ta equivalencia

entre operadores Riesz-representables y nucleares de ¢{n) 6 L™{y) como lo

hace por ejemplo Gil de Lamadrid [8].

Propesicidn 18 Si g>1 existe una inclusidn continua no exhaustiva

L9 & Fo L%y,f).
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dem. En efecto, dado TelS(W) @ Fy e> 0 es Tf= El([ fgndu}yn con
dem. el e

9, € RIHE y,eFy con Engan'“ynH < | Tl,e + €» asT definimos Ja apli-
n:
cacion que a cada Tel9u) & F le asocia su nicleo integral

g-= z Gp-Xp, € L9 u,F), que estd bien definida puesto que diferentes repre-
n=1

sentaciones de T ﬁos dan el mismo ndcleo integral como elemento de Lq(u,F)
y es lineal inyectiva. )
Es continua puestoc que si T, — 0 asociamos g, 2 Tn con
”gn% <lITal+ e/n, as? Ty >0 =g~ 0.
Sin embargo esta inyeccidn no puede ser exhaustiva pues de serlo

Lq{u) & Fy L9%,F) coincidirian como espacio de Banach y ello es imposible

como veremos seguidamente.

Sea (Q,%,u) sin atomos, sea 1<q<o, fijemos un a con l<a<q,
o -]
entonces & L converge por ser o > 1, 1lamo c= & L ¥ tomo una suce-
n=1 n% n=1 n
. w .. ey 1
sién {En'}n=1 con Ens I, disjuntos dos a dos de manera que u(En) - - o

Y,. ¢llo es posible porgue (R,Z,u) no tiene dtomos y es

ul I En) =z ”(En) = u{@). Tomo ahora una sucesidn {xn} de elementos lineal-
n=1 T n=1

mente independientes de F tales que ||xn|[=1 V yseag= I X Xg - Entonces
n= n

1
g:q > F asT definida es de L9(y,F) ya que

i, = (L|[g|ﬁdu)1fq - (L]]nixannwdu)lfq - (L n°§1||xn|ﬁ.xEnd“)1fq -

1;q(+w

- {L 7 xe 4= (@)
n=1 "n

n
y 31 Ylamo 9= I X3Xp entonces 9,9 en Lq(u,F). Sea ahora Tn el elemen-
i=1 i
to de L9(v) & F que corresponde a g, por 1a inclusién LYW & Fo 9(0,F),
n

serd T = T X. @& X- con
LU} Ei i
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n I n
I lha) & F - §|yEi[|Lq(u).|gxin=glu{zi)uq_ 1_(_l}1/q _C}E

puesto que Xp. »+re» Xg ¥ Xqs---5X, SON lingalmente independientes en Lq(u)
1 n

y F respectivamente. Pero como que « < p serd ||T + o cyando

n“Lq(u) ®F
n > «, luego Tn‘no puede converger en Lq(u,F), mientras que sus imdgenes
g, convergen hacia g en Lq(u] & F, luego hemos éncontrado-una sucesion no
convergente cuya imagen por 1a inclusidn converge, Tluego Ja inclusidn N0 RS
bicontinua y por tante no puede ser exhaustiva.

Si (22,Z,4) no es puramente atémica podemos adecuar el razonamiento
anterior obteniemdo los mismos resultados.

Para g== vy (,Z,u) no puramente atdmica tendremos la inclusidn
1(u) & F e L¥(y,F) definida como antes al asociar a cada operador nuclear
T: L'{p) » F su nﬁc1eo integral, como gque Al,...An disjuntos y Xqs- - %p 1i-
nelamente independientes se tiene

=

n
= 2l
i=1 1

I zxﬁ @ xilkngyy £ 2 I leg)-

pero
H Ex Xl sup Il
. i
1Ay k (u,F} 1§J <n
obviamente podremos tambign encontrar sucesiones no convergentes en
L”{y) & F que se aplican en sucesiones convergentes de L"“(u,F), por ejemplo
tomando X, € F linealmente independientes y unitarios, Ene L disjuntos dos
a dos ya se cumple.
(n,£,u) es puramente atémica pero tiene un nimero infinito de dto-

mos también cen up razonamiento andlogo 1legamos a los mismos resultados

$i (%,Z,u) es puramente atdmica con un nimero finito de &tomos enton-

ces si tiene n dtomos es LP(u) = k" si K es el cuerpoc de escalares para
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1<p<=, mientras que LP(u,F) = €7, Tuego todo se reduce a comprobar gue

K" @,F==F" 1o cual és inmediato ya gque en K" y en " todas las normas son
equivalentes.

Corolario 20 Dado (9,E,u) gue no sea puramente atdmica con un nimero fini-
to de dtomos y dado 1<p<« siempre existe al menos un operador T: Lp(u) -+ F

Riesz-representable no nuclear.

4.3 Qperadores quasinucieares

Dades X e Y espacios de Banach

def. Un operador T: X - Y es quasi nuclear cuando existe una sucesién

(x>

oo ¥ o
nipgey ©X con I lix Il < + = de manera que T < ?1[< X%, x> ¥xelX,

n=1 =
St T es quasi nuclear se define la norma quaisnuclear de T como
iTlE = inf Z |x;|L infimec tomadc de entre todas las sucesiones {x7} de

X% que cump]en el < T o xky x> | ¥xeX. Tedo operador quasinuciear es
n=]

lineal acotado con “Tllf_”T|hn v el conjunto de operador quasinucleares de
X a Y es un Banach con ”Tihn' Todo operador nuclear es quasinuclear y todo
quasinuclear es A.S. La composicitn de un quasinuclear con un operador con-
tinuo es quasinuclear. Para mas detalles y més informacifn de estos operado-

res véase A. Pietsch [13].

Proposicidn 21 Un operador T: c{a) > F es quasinuclear s y s6lo si admite
yna factorizaciom

.
c{ay — F

la s

‘ R
L({u) — '!I

donde u es una medida positiva regular sobre los borelianos del compacto
Haunsdorff @ . En tal caso dado ¢ > 0 p puede ser elegida de modo que
HTH < u{Q) < ”Tlhn +e, Jt C(n) > L' (u) es 1a inciusidn natural y
HRilf.l,I\SH

|~

i.
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dem. Si T: €{n) + F es guasinuclear existirén b, € c{a)' con

E [,[{2) <+ = de modo que HTf||5_n£lijqfdun[ con]|T|L|n g_nfllunKQ) <

n=1

2Tl + e. defino H: Cla) > 1' por H(f)=fJQfdaﬁ-l,,}n°"=i ¥fec(n), que

estd bien definida y es continua puesto que
tH(E) ., = % I[ fay | < [1fllrny. £ (u 3{R).
B =1’ " k(g} n=1 "

Veamos que H es A.S., para ello comprobaremos que la medida que
reﬁresenta H es de variacién acotada, la medida que representa H es
m:Z -+ 3' dada por m(E) = [un(E)}: 1 Suva variacidn

Im| =sup = (ImEfh s =sup = |un(E)| <
Een

Eosup I |u (€)= &
" = =

|;_|nl<+ )
n Eenn=] n=]l 1 Eex n=1

luego H factoériza por

ooy o
d \ /R

L'{m|]

conIITlhn < |m| =||HIIAS =nfilun| gﬂTihn + ¢, ahora si 1lamo E=H{C{a)),
que sera subespacio normade de 1' {0 bien toma su clausura que sers Banach)
y definc S: £+ F tal que S{de%#= Tf  ¥feC{a), es decir de manera que
cierre el diagrama, entonces $ estd bien definida puesto gue si
Ifdun=jgdpn v, = |ITf-Tgll=0 = T = Tg, es lineal y es continua ya que
Is¢] fau bl = 7l < ¥ JRN =ug fau 3lh .,
o @ ' n=1 q n a N 1

Ahora fijémonos en H: C{@) ~ E, como que E es subespacio cerrado de

1" tendrd la PRN, y como que la medida que representa a H, m ,es de varia-

cibn acotada y [mf-continua resulta que I hel*{|m|,E} con m{A}= I hd m|
A
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YAe & luego serd H(f) = I fhdm| ¥feC{Q) y por tanto H es nuclear {véase
Q
teorema )3)luege por compesicién T es nuclear.

Pero si T es nuclear existiréan X, € F,uriec{n)‘ con

T |vn|.“xnl|< + = de manera que 1f-= E J fdvn.xn ¥reC(a), defino
n=1 n=1-qQ

H: c{g) +1' por H({f) ={Hxn|L]ﬁfdun}§:1 €1’ que es lineal y continua

puesto que

Il = el [l <Uelqy E IoglHlny

Sea G:z + 1' 1a medida gque representa a H, seré

6(A) =H(x,) = {ﬂxnll.vn{h}}::l Vhe T, cuya variacitn es

= T

6 ssup £ llGAI=sup 5 Tl oy (Al < £ osup 5l () -
m A€m + Aew n=l Aew

= Sk Byl <+
n=1
Tuego H es A.S. y por tanto factoriza por L'{]G]).

= X
. . L g @y n
$i defino ahora S: 1' =+ F por S({an}n=1) nzl a, H;;ﬂ resulta

que S cierra el diagrama y es continua ya gque
fIstia il < nflla“' = {[£a ) k-

1o que nos da 1a factorizacién buscada.

Reciprocamente si existe tal factorizacidén H: C{g) - 1% es A.S. por-
que factoriza por L'{u), luego es nuclear y por tanto T es nuclear por com-
posicidn. De donde T es quasinuclear.

De paso hemos demostrado

Corolario 22 T: C{n) - F es quasi nuclear si y s6lo si es nuclear, con

ademds ||T|Lm =T Hygye-
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Coralario 23 T: C{a} ~ F es nuclear si y s6lo si tiene la factorizacidn

ST,
¢{a) —= F
R \ _/ S

1

con R nuclear. En tal caso R y S pueden elegirse de modo que sea

PRIy =HTH, ¥ st < 1.
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