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Moviments quasi-aleatoris en el problema restringit, circular

i pla de 3 cossos.

Regina Martinez -1 Barchino

ABSTRACT.

The object of this paper is to prove the existence of a particular
type of guasi-random motions for the restricied three-body problem.

In this problem, two of the bodies which we call the earth (E) and
the moon {M}, have positive mass, v and 1-b, respectively. They rotate in
the piane counterclockwise about their commonlcenter of gravity. We call
satellite {$) to the third body which has mass zero and is free to move
in the plane. Let x,y the position of 5 in a synodic system of ﬁoordinates.

We consider the equations of the motion on the integral surface cob-
tained for a given value of the Jacobi constant C.

For a given p, there are five basic configurations for the Hill's
region, The values of C which separate these five cases will be denoted
by Ci’ i=1,2,3,4. We only consider the values of , sufficiently smaill and
values of £ just above that Cl or CZ’ In these cases, the existence of
unstable periodic solutions near the two collinear squilibrium points L1
and L2 follows from a theorem of Liapunov [1]. For this periodic orbit
it is well known the existence of an unstable invariant manifold and a
stable invariant manifold. The orbits in the intersection of both manifolds
are called homoclinic orbits. They are orbits asymptotic fo the unstable

peripdic orbit for positive time and for negative time.
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Conley [4] and McGehee [ 6] showed that homocglinic orbits for the perio-
dic orbits given by the theorem of Liapunov, exist.

For the values of p sufficiently small and values of { just above
that C2, the existence of invariant tori is proved by McGehee [ 6].The relevant
regions bounded by an invariant torus are homeomorphic to a solid torus
minus & 3-ball. These regions project onto the annuli shown in figure 1.4.
Counting the number of times an orbit winds around the solid torus co-
rresponds to counting the number of Times it winds around the annulus.

When CI»C is positive and sufficiently small Qe have a similar result {see
figure 3.6}.

In fact, we restrict our study to a neighborhood N of the periodic
orbit and the region T of the phase space bounded by the'invariant torus
and N. Here 2 Poincaré map f is defined on the surface of section J. The
points of J are the points of the phase space such that the coordinate y
is equal to zero, and the coordinates vy and x are greater-that zevs and u,
respectively.

The symmetry of the restricted three-body problem atlows us to con-
sider on J a transversal homoclinic point with x=0 for the associated Poin-
caré map. .

In a suitable neighborhood of this homoclinic point we can construct
a family of horizontal strips and a family of vertical strips. Using
known results for the behavior of orbits which pass near the unstable
pericdic orbit, the first family can be defined as the intersection of
the above neighborhood and his image by the Poincaré map. We call verti-
cal strips to the symmetrics of horizontal strips. We enumerate these
strips. Let p be & point of a horizontal strip Hn and vy the projection
on the position plane of the orbit segment with endpoints p and f'l(p)
if it exist. The number n denotes the number of times y turns around the

equilibrium point.
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Now, we consider values of C just above that C2.
The following theorem is proved with the methods of Moser [8].

Theorem. Let (...a_z,a_l,ao,al,az,...) be a doubly infinite sequence
of positive integers with aﬁ? d for ail n, and d=d{u,C} 2 constant.

Then there exist an orbit of S such that the number of integers revo-
Tutions of this orbit arcund the point L2 between iwo consecutive re-

velutions of S around E, follows the termes of the given sequence.

A similar result is obtained for values of L just above that Cl.

Memdria presentada per a optar al grau de Llicenciada en Ci&ncies
Matemitiques.

Director: Jaume Llibre i Salé.

165






0.

1.

IT.

IT1.

Iv.

INDEX
Proleg

E1 problema restringit, circular i pla de 3 cossos.

{1.1)Les equacions del moviment.

{1.2)E1s punts d'equilibri relatiu,

(1.3)Corbes de velocitat zern i regions de moviment.

{1.4)Espectre de les equacions variacionals en un entorn
d'un punt d'equilibri d'Euler.

{1.5)Simetria del problema.

E1 flux prop dels punts d'equilibri col-lineals.

(2.1)E1 teorema de Moser-Liapunav.

(2.2)Estructura del flux prop d'un punt d'eqdilibri i
classificacio de les brbites.

(2.3)}Les aplicacions flux dins de N.

Orbites hohoc]iniques.

(3.1)E7s teoremes fonamentals per 1'existéncia d’orbi-
tes homocliniques.

{3.2)Existéncia d'6rbites homocliniques.

(3.3)Interseccid de les varietats d'drbites asimptoti-

ques scbre Ja superficie x2=0.

E1 shift de Bernoulli com a subsistema d'una aplica-
cid de Poincaré en el problema restfingit.de 3 coss05.
(4.1)L'aplicacid f,

(4.2)Propietats de 1'aplicacid f.

(4.3)Les successions d'enters associades a ies orbites

del tercer cos.

169

173
177

179

180

183

185

189
193

195

198

200

205
207

208

167



{4.4)Breu introduccid del shift de Bernoulli com a subsis-
tema d'una aplicacid del quadrat.

(4.5} es bandes horitzontals i verticals en R.

(4.6)Existencia de moviments quasi-aleatoris al voltant del
punt d'equilibri L2.

{4.7)Moviments quasi-aleatoris al voltant del punt d'equili-
bri Ll'

(4.8)Una condicif equivalent a {ii) per-1'aplicacip del shift
de Berngulli.

{4.9}Un resultat fonamental per verificar la condicid (iii).

{4.10}E1 shift de Bernoulli com a subsistema en el problema

restringit, circular i pla de 3 cossos.

Referencies

168

210

213

26

218

220

221

222

225



PROLEG

Molts problemes de Ta mecdnica defineixen sistemes dindmics per als
quals, dequt al no coneixement exacte de Jes condicions
inicials, existeixen drbites amb un comﬁﬁrtament bastant imprevisible per
grans intefva]s de temps. Aquest fenomen que pot semblar poc freqgiient es
presenta de fet en molts sistemes hamiltonians d'equacions diferencials.

Tots els exemp]es.que es coneixan fins ara d'aquést tipus de moviment
dins de) problema de n-cossos corresponen al problema restringit de 3 cassos,
en el qual es consideren dos punts materials P1 i P2 que es mouen sota la

interaccid gravitatdoria i s'estudia el moviment d'un tercer cos P, que se

3
suposa de massa infinitessimal, en el sentit de que estd sotmés a 1'atrac-
cid gravitatoria dels altres dos perd no influeix en el moviment de P1 i
P2'
E1 primer dels exemples estudiats va ser el problema de Sitnikov, en
el qual els dos primaris P1 i P2 descriuen drbites el.Tiptiques amb el seu
centre de masses en repgs 1 P3 es mou sobre una recta perpendicular al pla
determinat pels dos primaris i gue passa pel centre de masses d'aquests dos.
Associant a cada drbita una successifé d'enters (...a_z,a_l,ao,al,az,...) on
cada terme a, mesura el nimero de voltes enteres donades per P1 i Pz entre
el pas n i el sequent de P3 pel pla del moviment, Alekseev va demostrar
1'existéncia d’Orbites associades a una successié qualsevol amb lo qual que-
dava garantitzada 1'existeéncia de moviments oscil.latoris § de tot tipus
d'evolucid final. Més tard (1970-73), Moser va donar una nova exposicid del

problema molt més simplificada usant el shift de Bernou 117 i desenvolupant

unes técniques generals, que ja han estat utilitzades darrerament en altres
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problemes.

Marchal va donar un segon exemple de comportament de tipus oscil.la-
tori en les velocitats dels 3 cossos, pero sense detallar la inclusid del
shift de Bernou1li com a subsistema.

Llibre i Simdé han estudiat amb tot detall dos nous probiemes, el pro-
blema restringit el.1iptic i rectilini de 3 cossecs en el qual Pl i P2 van
col.lisionant el.l{pticament en el temps i P3 es mou sobre Ta recta determi-

nada pé]s dos primaris, i el problema restringit circular i pla de 3 céssos,

en el qual se suposa que P, i P2 descriuen drbites circulars al voltant del

H

seu centre de masses i P, es mou en 1 pla determinat pels altres dos. Es

3
demostra que en els dos problemes es t& el shift de Bernou 117 com a subsis-
tema lo qual prova 1'existéncia de tots els possibles tipus d'evolucid final
en el problema respectiu. '

Una definicid rigurosa d'aguest tipus de comportament és la seguent:
Un moviment &s quasi-aleatori si e) sistema dinamic que defineix té el shift
de Bernou 111 com & subsistema.

Poincaré va definir un punt homoclinic com un punt tal que la seva
drbita &s asimptotica a un punt fix tant per temps positiuscom per tempsne-
gatius, i va fer notar la preséncia d'una estructura molt complexa per al
flux prop d'un punt homoclinic. En tots els problemes esmentats fins ara,
la clau per 1'existéncia de moviments quasi-aleatoris ha estat sempre 1'exis-
téncia d'una drbita homoclinica al punt de 1'infinit, amb una certa condicid
de no degeneracid.

En aquest tr=hall s'estudien moviments quasi-aleatoris en el problema
restringit circular i pla de 3 cossos perd, a diferéncia dels problemes es-
tudiats fins ara, aguests moviments sempre fenen 1loc en una regid acotada
de 1'espai de fases. Considerem valors de la constant de Jacobi que fan que

les regions de possible moviment per al tercer cos siguin les ratllades
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d'els dibuixos.

fig. 0.1

En un sistema de referéncia mobil amb origen en el centre de masses de
P1 j P2 i girant amb els dos primaris, el sistema d'eguacions diferencials
que descriuen el moviment de P3 té tres punts critics Ll’ L2 i L3 sobre
T'eix que contd als dos primaris,i dos més L4 i L5 formant triangles equi-
laters amb P1 i PZ'

En els dos casos de la figura 0.1 el teorema de Liapounoff assegura
que per unes certes constants de Jacobi,existeix una orbita periddica infi-
nitessimal envoltant al punt d'equilibri corresponent LI 0 L2. Fixada la
constant de Jacobi existeix una varietat d'drbites asimptdtiques a la peria-
dica infinitessimal per t+ += 4§ una altra d'orbites asimptotiques per
t + - «. Conley ha demostrat que aguestes varietats es tallen en una certa
regiﬁ de 1'espai de fases formant un angle diferent de zero. En e) capitol
[T es dona una nova demostra.id de 1'existéncia d'orbites homocliniques a
la periodica infinitessimal utilitzant raonaments de simetria. Utilitzant

Tes tecniques de Moser, que sén valides en un entorn d'un punt homoc)inic

transversal dintre d'un espai de fases de dimensid 3 es demostren els se-
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guents teoremes.
TEOREMA A: Per uns certs valors de la massa v d'un dels primaris i de la
constant de Jacobi C,existeix un entorn del punt d'equilibri L, tal que per @
qualsevol successid d'enters (...a_2,a_1,a0,al,ag,...) amd)anzpfper a tol
enter n, on d=d(u,C) es una constant, existeix wna dvbita del tercer cos
tal que el nimero de voltes enteres donades per aquesta Orbita al voliant
del punt b, .entre dues voltes consecutives al voltant del primari de massa
més gran, segueix els termes de la successid- donada.

Un resultat analeg es compleix per al punt Ly
TEOREMA B: Per wuns certs valors de la massa v d'un dels primaris i de la
constant de Jacobi €, existeis un entorn del punt d'equilibri L, tal que per a
qualsevol successid d’enters {...a_g,a_l,ao,aj,ag...) amb anid per a tot en—
ter n, on d=d {,C) és wuna constant, eristeix unag drbita del tercer cos tal
que el mimero de voltes enteres donades per aquesta drbita al voltant del
- punt d'equilibri L-I entre duss volies- consecutives al voltent dels dos prima-
ris, seguetx els termes de la successid donada.

Finalment, es demostra 1'existéncia del shift de Bernoulli com a sub-
sistema de 1'aplicaci® de Poincardé definida en un entorn del punt homoclinic
transversal i com una conseguencia inmediata d'aquest fet 1'existéncia d'una

infinitat d'orbites periddiques par al tercer cos.

Abans d'acabar,vull manifestar el meu agraiment ai Dr. Jaume Llibre
per 1'efic3cia amb que ha dirigit aquest treball i per la gran ajuda que
m'ha donat, perd sobretat, pel seu interés i constant preocupacid mostrats en
tot moment. Agraeixo també lacollaboracid de totes aquelles persones que

d'unz o altra forma han fet possible l1a realitzacid de la present memoria.
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I. EL PROBLEMA RESTRINGIT, CIRCULAR I PLA DE 3 COSS0S.

{1.1) Les equacions del moviment.

Siguin E i M dos cossos que anomenarem terra i 1luna, de masses m i
M, respectivament, amb el centre de masses (c.d.m.) situat a 1'origen d'un
sistema de referéncia inercial X, Y {veure Szebehely [10]).

Suposem que E i M.es mouen sobre un pla descrivint drbites circulars
al voltant del seu c.d.m..

Tenim de moment un problema de 2-cassos per al qual la segona 1lei de
Kepler ens ddna

n2a3 = C(ml-rmz}
on ¢ &s la constant de gravitacjﬁ de Newton, n, la velocitat angular mitjana
{constant en aquest cas per tractar-se d'un moviment circular} i 2a és la
distancia entre £ i M.

Normalitzant, podem aconseguir ¢'= 1,:n1+rn2=1 in=1, per tant, el
periode T=2n i també a=1.

Tenim aixi que si my=u , Tlavars my =1-u .

Considerem y <1/2, el cas p>1/2 &5 simetric.

Introduim ara un tercer cos de massa menyspreable el satel.lit S,
que sotmés a 1'atraccid gravitatdria dels altres dos es mou en el pla deter-
minat per E i M sense afectar el moviment dels dos primaris de masses my i
m,.

Per determinar el moviment d'aquest tercer cos considerem inicialment
el sistema de referencia inercial X,Y, o sistema sideri.

Degut a que el moviment mitjaés 1, 1'angle que formen la recta que

uneix m i My amb 1'eix X s nt=1t, si per t=0 els cossos m i m, estan
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sobre 1'eix X,

b
?
S m
L]
(%, 1) x
A "
E m,
9 (r_mt)r.siwt) R
X
M
(G- st (w-0)sint) fig. 1.1

S'obtenen aixi les seguents eguacions per al moviment de My

K== A2) (x-ycost) - X+ (1-u) cost)
" ) (1.1)
1.1
V= (1-y) (v . u . .
=- 3 -usint) -—g(Y+(Lu)smt) ,
1 ™2

on r§=(x-pcost]2+ (Y-usint)2
r8= (X4 (1-4) cos £)°+ (¥4 (1-5) sint)?

Per eliminar el temps de 1e§ equacions, farem un canvi de manera que
el moviment de m.y quedara referit a un sistema de coordenades (x,y) amb ori-
gen al c.d.m. i que gira amb els dos primaris, de forma que E i M estan en
repos sobre 1'eix x (veure fig.1.1). Aquest serd el sistema sinddic.

ET canvi &s el seguent

X cos t -sint X

¥ sint cos t i

i les equacions del moviment en el nou sistema de refergncia sén:
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== A2 o) - B Gy 2y

Y‘z 1’"2

y=- 20y oy aiey
I"l r'2

on ri = (x-w)l+yP
r§=(x+1—u}2+y2 ,

que també podem escriure com

. . a0
X ~ 2y = =
y + 2)‘( = %s-yi ] {1'2)
on 9=Q(x,y)=-1—;:ii +F“2— *% (x2+y2)+%u(1-u} ,
1
essent 1%3 +X. el potencial gravitatori i
1 "2
1,2, 2 . -
2-(x +y°) el potencial centrifug.

Les equacions {1.2) es poden escriure com un sistema d'equacions de

primer ordre introduint unes noves variables

) 3
Koy =X
2 %4
o afl
X3 —2x4 + 3}; {1.3)
o i
R R T

Fent €1 seguent canvi de coordenades
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(xl,xz,x3,x4)—-» {xl,xz,yl,yz} amb Yy = XgmXps Yo =Xt Xy les equacions (1.3)

formen un sistema Hamiltonid autonom amb 2 graus de 11ibertat
Xp =YX
*2TY2 7%y
g . 1]

YT X3 XpTYp - X ET

i i m 20
AR R I RS 3%,

Sigui v {x,,.x )=llli + . el potencial gravitatori, 1lavors
172 ryorh

Q(xl,xz) =% (x§+xg)+ \r‘(xl,xz), i per tant

;1 . ay
—_ =X, t—
axl 1 sxl !
32 o oV
]
ax2 2 ax2
d'on

¥
Yt g

3¥
Y2517 %y

Si
H=H{x,,x )=-1-(2+ 2)+x —X, ¥, - ¥ {x,,x !
12X Y oY) TP TRl T XY TR %2 ) - Zuli-w)

podem escriure les equacichs com

I
x2=Hy2
91_-Hx1
)?2— -Hy

176
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Com tot sistema Hamiltonia autonom, el flux d'aquest sistema dintre
de Ja hipersuperficie, H=constant, de 1'espai de fases, preserva el volum.

Escrivim la integral primera H{xl,xz,yl,yz} = ¢constant,en coordenades
i velocitats sinddiques

L1,.2,.2 _c
H(xlixzsxssxa) = '? (13"'!4) - g(xl’XZ) - - 7

Aquesta integral primera &s la integral de Jacobi i C s'anomena cons-
tant de Jacobi. |

La integral de Jacobi determina 1'existéncia de corbes de velocitat
zero 0 corbes de Hill. Fixat un valor de la constant de Jacobi, perque la
ve]dcitat sinddica %—(xé*-xz) sigui zero cal que Zﬂ(xl,xz} ={, aquesta és
1'equacid de les corbes de velocitat. zera, Es clar que el tercer cos només

es podrd moure dins de la regid de Hill en que 29(x1,x2) 3 C.

(1.2} Els punts d'equilibri relatiu,

Un punt d'equilibri relatiu &s un punt del pla (xl,xz) tal que si en
ell es posa un determinat cos amb velocitat zero, el cos no es mou d'aquest
punt. ‘

En el problema restringit pia i circular de 3 cossos existeixen només
5 punts d’equilibri relatiu, les 3 posicions col.lineals d'Eu1er'L1, L2 i
L3 schre 1'eix x> i les posicions d'equilibri relatiu de Lagrange L4 i L5
formant un triangle equiliter tal com s'indiquen a Ja fig. 1.2
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Ens interessaran els punts col.lineals i en particular L1 i LZ' Yegem
com calcular aquests punts d'equilibri relatiu.
Per definicié, en cada punt Lj’ j=1+5, es té i1= 0, amb i=1+ 4,

que podem escriure utilitzant el sistema {1.3) com Xq= x4==0, i

3t _ am

= =
axl sz

Derivant 0 s'obté

I Tr R ¢ T RS ' =
¥, 3 () - g (grlwexg
1 )
{1.6)
8  __ {1-v LB
W, T3 2T 3 Xt X,
" 2

Per qualsevol dels punts col.lineals Ll; Lys Las x5, =0. Llavors

{El =0, i=1,2,3, i per tant només cal imposar
Xp 1L

M . '
5;; LS 0] i=1,2,3 . (1.7}
1
Sigui Sj(Li)’ i=1,2,3, 1a distancia del punt Li 2 la massa m, +0.
En particular per al punt L2_tenim

51 = SI(LZ) = WXy

52= 82(L2)=x1-u+1

id'aqui.
X) = u-—l-S2
51=} -S2
m, Lg_ cdom my
(#-i,o) 0 {j¢.0)
€ - - -- — -
5, 5, fig. 1.3
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Posant {1.7) en funcid de S5 s'obté un polinomi de 5& grau que s'anomena

la quintica d'Euler:

4 3 2
sg - (3-u) S5+ (3~2u)5) - uS;+2u S, ~u=0

Lta solucid 52 pot expressar-se Com a serie de boténcies de';= s 1/3

|

de la seguent manera:

S,(L,) = %)1/3[1 . %{%)1/3 %

Andlogament poden obtenir-se séries de poténcies per les distancies

%12/3 .......... ] : {1.8)

de L1 i L3 a M. 110, pag.134-138].

{1.3) Corbes de velocitat zerec i regions de moviment

Sigui ¢, =C(Li} el valor de la constant de Jacobi per al qual les corbes
de velocitat zerc contenen el punt d'equilibri Li’ i=1 < 5. Les constants
Ci’ i=1,2,3 depenen del valor del parimetre de masses u de manera que es {é

la segiient representacid grafica per les Ci com a funcions de v,

Al

a2
4.0 -

i

3l

fig. 1.4

N ]

Fixat un valor del parametre u i variant la constant C resulta que
T*estructura topologica de les corbes de velocitat zero canvia quan C =Ci

obtenint~s per f-% fu = %), g {7) estructures topolbgiques diferentesper

les corbes antericrs
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De fet estarem interessats en els casos en que € <62 it cCl de manera

que les corbes de velocitat zera tindran 1'aspecte dels dibuixos seguents.

7//////“* _7“////“,
/| l / /L////j

L

//’ /
/) /
///// // - 7S

fig. 1.5

El tercer cos es pot moure dins de les regions ratllades. En el primer
cas només estudiarem les orbites de my que estan dins de 1a component acota-
da de la regié de possible moviment. Per ¢ <C1 veurem (capitol 111} que se-
gens un teorema de McGehee,per valors petits del parametre u, les Orbites
que passen suficlientment a prop - de LI ne poden escapar a 1'infinit. Ens 1i-

mitarem a 1'estudi d'aquestes brbites.

{1.4} Espectre de les equacions variacionals en un entorn d'un punt diequi-

1ibri d'Euler.

Per estudiar el flux a 1'entorn dels punts col.lineals d*equilibri
calculem les equacions variacionals Tineals en un entorn diun d’aguests

punts. Desenvolupant al voltant de Li’ i=1,2,3 1 tenint present que
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= = 3 = k i 7 i
Rx L. Qx L. 0, i Qx x. 0 per k £ j, 1a part Tineal del sistema
1|71 2| k"3l
3
(1.3) &s
1773
Xo = X
2 74 (1.9)
X3= g ¥ 83 %y
Xg= 2yt 8%y
on ¢ =f
ki KL
Siguin
Xy 0 0 1 0
Xo 0 0 0 1
x = s i A =
Xq 911 1] 0 2
Xz 0 922 -2 0
podem escriure el sistema en forma matricial
X = Ax
L'equacid caracteristica és
4 2 _
8 +8°(4 -0y, -0yq) + |Hess =0 .
Calculem aquestes derivades en els punts Li :
_2(x1-u)2+x§ -2(x1+1-u)2+x§
Q11 = '(l'u) E il [ + 1
"1 "2
(1.10)
r‘2 -3x2 r2-3x2
a = _(l_u) _1_.—2 - 2 2 + 1
22 5 L
r r
1 V4
Farem els calculs per al punt L2
- 2 ?
Qlllt = (1-u) 5 ¢+ _§+ 1>0 ] (1.11}
> £ >
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Vegem que 2y, < Q. En efecte,

SR (371 IS § A1) B T |
QZZIL 3 w + 1=- -7.?2_+1 ) (1.12)
2 5] Y’ 1. T2
Cam QI‘ =0, tenim
Ly
B l-u _ 1-u
S R A A 3
"2 1 "1

doncs 52 =T, si el tercer cos estd a Lz‘

Substituint a (1.12) 1 com r14-r2= 1, resulta que

1 1 1 \

1] :_I:]__u) —— = — -y l
22 r r 2 1.
|L2 e 1 " }

Com r; & 1a distancia de L, am, ri< 1, Navars, f§ -r> 0,
1
i per tant, < 0.

2

1)
22 L

De forma semblant es demostra que

ll[L_‘ ”22|L.

1 1

Hess Q[L. =Q <0, 1i=1,2,3.
i

5. es reso) 1'equacid caracteristica s'obtenen dues solucions reals
canviades de signe *'%, i dues imaginaries * iv, per tant, els punts d'e-
quilibri col.lineals sén inestables en el sentit de que existeixen dues
varietats asimptdtiques al punt, una estable i una inestable. Segons el
teorema de Hartman , del fet de que T1a part Tineal del! flux sigui inestable
es dedueix Ta inestabilitat per al flux global.

Hom pot demostrar que

1 1 1 /1
o -0 it {-11
Vl | A VE ) ~A wl ) 1w wz ) "T\J
Ag Ag VT \-u‘r
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]
[aN]

______{O’T=a+\;=2v >0,

b+k2 uz-b

on o=

s6n els vectors propis de valors propis +i, -}, iv, -iv,, respectivament.
Podem escriure la solucid general com

xt =it

x(t) =ap™ vy ape v,y + 2 Re(ae‘“tw

1} (1.13)

on ay, @, € R i 8 =Bl +82 i, 86n constants que depenen de les condicions
inicials. _ |

Ubservem que per «;=a,= ¢ la solucid &s periddica. La projeccid
d'aguesta drbita periddica sobre el pla del moviment és una el.lipse amb
Y'eix major segons la direccid de 1'eix Xp- Per altra part, si oy = 0,
1'3rbita {1.13) tendeix asimptbticament a la periodica per temps positius,
isi ap = 0 ho fa per temps negatius.

En el capitol 11 usant un teorema de Liapounoff veurem que aquesta
drbita periddica infinitessimal que hi ha a 1'entorn de L., 1=1,2,3, 51
només tenim en compte la part lineal del flux,es conserva si considerem el

flux global.

(1.5} Simetria de)l problema.

El problema restringit de 3 cossos que estem estudiant té una certa
simetriaz en el sentit de que si (xl{t), xz(t), il(t). iz(t)) és solucid del
sistema diferencial (1.3), 1lavors, {xl(-t), -x2(—t), —il(—t), iz(-t)} també
és solucid. E1 significant geometric daquesta simetria és el representat

en la figura 1.7.

¥
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Suposem que en un temps t, el tercer cos esta en el punt

1
P = (xl(tl], xz(tl)) del pla del moviment movent-se amb una velocitat sind-
dica (il(t}, iz{t)) de manera que seguint la seva drbita arriba a un punt
P,= {xl(tz), xz(tz)) en €] temps t,. Aleshores, la simetrica respecte lfeix
Xy de 1a corba solucid que passa per P1 i P, és també una solucié del siste-
ma pero sobre aguesta, el cos es mou de Pé= (xl(-tz), -xz(étzl) a
P1={x;(-t;), -x,(-t;}) amb velocitat (-x,(-t), %,(-t)).

Per altra banda,és clar que si dues &érbites simétriques es talien ho
fan sobre 1'efx Xp-

Si introduim el temps com una variable més podem definir la simetria

com una transformacié lineal:
S: (xlsxzsyllyZﬁt)——'(511529711!"2'5) ! (114)
Oh £y TXpaly THgang T Ypemp =Yy . St

Es facil comprovar que S deixa invariant e hamiltonid (1.4) i que

2 P . - .
5™ =1d. Per més detalis veure [1, pag.426}.
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11. EL FLUX PROP DELS PUNTS D'EQUILIBRI COL.LINEALS

{2.1) Ei teorema de Moser-Liapounoff.

Per estudiar millor e} flux del sistema prop dels punis c¢ol.lineals
L1 i L2 introduirem previament alguns canvis de coordenades a fi d'obtenir
una expressid del hamiltonid i de Tes equacions més assequible als nostres
propasits. Vegem alguns resultats classics sobre sistemes hamiltonians que
aplicarem al nostre problema.
Sigui
%V=Hyv(x.y}
¥, =-H, (%)

hd v

(2.1)

amb x = (xl....,xn), y==(y1...,yn) sv=1,2,...,n, un sistema hamiltonii

amb n graus de 11ibertat tal que el punt X, =Y, =0 sigui un punt d'equili-
bri. Suposem que H{x,y) &5 una ?uncié reat analitica en un entorn de 1'ori-
gen.

En aquestes condicions Moser [7) ha demostrat el sequent

TEOREMA 2.1: (Moser) Suposem que els valors propis de la matriu de la part

lineal del sistema LTERRPL e DA sdn 2n nimeros complexos difevents.

ﬂ-‘
Stuin LPTRLP independents sobre els reals i %¥’§°1*T"3“2 per a tot parell

d'enters n,, n, L per a tot v > 3.

Fal
Aleshores, extsteix wnn fomilia de solucions de (2.1) de la forma

x\) = ‘pV{EJ, E;g: nJ.! nz)

(2.2)
¥ = u"u (EIJ £2: HJ: nz)

W
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£, = e (%
o —tapld) tz.3)
n,r— l"IT3
per T=1,2
R alf?;) =ay S . a2(2) :a24 ...... , sén series de potdneies conver-

e _a =3
gents en Lp= _ET‘ Nope
Les séries KP\}, tpv ecnvergeizen en un entorn de l'origen i el rang de

la matriu

és 4.

< =]
Les solucions depenen de quatre parametres complezos £, n- St a

més, « Gy "8y, O, contenen els seus compleres conjugats, les solucions

7
poden ser trigdes reals i1 depenen de 4 parimetres reals.

Si el sistema (2.1) és real, les &U, v=1,...n, sén també valors pro-
pis i en el cas particular de que els valors propis ys G del teorema 2.1
siguin tals que a1==&1# 0 real, o, = -aaf(]inmginari pur, tenim per les

equacions difarencials
emade). €,

. (2.4)
n‘T= 'a.][i;) T T '
que ay{z1585) =a 1 {z)52,)

—_ (2.5)
a 2(C1!C2) =—-a z(clsCZ) »

i les solucions de (2.4) estan donades per les funcions exponencials (2.3)

=3

1 = A A o e
on ara 1 exponent ta; és una serie real de poténcies en Lp = &p -y
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7=1,2 i tayés imaginari pur. Posant @;=a, ap =18 Jes solucions (2.3}
sén series reals de poténcies en etia, ¢os B, sin 8. Observem que en aquest
cas existeix una familia de sclucions periédiques reals dependent de dos
parametres reals. Aquest resultat es coneix com a teorema de Liapounoff. De
fet, el teorema 2.1 de toser &s una generalitzacid de 1’anterior. Donarem
un enunciat més precis del Teorema de Liaponoff [1].

Considerem el sistema Hamiltonid (2.1} on H 4&s una funcid de classe

1

¢' amb 1>2. Suposem que 1'origen és un punt critic per H i que Gyree-Bos

SOy T, sén els valors propis del sistema 1inealitzat.

TEOREMA 2.2: {(Liapownoffl} 5% %,

=18 , B> 0, és a dir Gy, Gy TMAgINarts

purs i cap uj per j=1,3,...n g un miltiple enter de Lo aleshores existeix
una fomilia wniparamétrica Y, definida per 0<ecze d'orbites tancades solu—
etons de (2.1), tal que tendeix al punt eritic 0 quan ¢ » 0 1 tal que els

seus pertodes tendeixen a 2uv/B per £ + 0.

Agquesta fomilia wniparomdirica d'drbites tancades formen una subvarie-
tat tnvariant de dimensid 2 que passa a través del punt critie;

A fi d’aplicar aguests teoremes al problema restringit de 3 cossos,
Conley '[31 ha adaptat aguesta generalitzacid del Tecrema de Liapounoff degu-
da a Moser al cas especial d'un sistema hamiltonid autbnom i analitic amb
2 graus de 1libertat com &s el del nostre problema.

Sigui

K(x,y) = axyyy + v (8 + ¥5) + 04(x,y) (2.6)
1 2 2 2 3

amb A, v>0, x= (xl,xz}, y==(y1,y2) el hamiitonia d'un sistema d'eguacions
diferencials paal qual 1'origen &s un punt d'equilibri no degenerat.
5(1 =Hy1 = -Axl + 0,(x,y)
91='”x1 =-dyy + 0,(x.y)
Xp = Hy'2= vy, + Oy{x,¥)

(2.7)
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)"2 = "sz = =Xy + OZ(X:Y)

La matriu de la part lineal del sistema diferencial té un parell de
valors propis reals +1 1 un parell d'imaginaris purs + iv.

Observem gue per les esquacions variacionals lineals les funcions
Xy¥ps xg + yg sén constants sobre les solucions a menys de termes de segon

ordre. L'aplicacid del Teorema de Moser a aquest cas especial ens dird que

el flux del sistema ne lineal admet integrals Jocals andlogues & aquesies.

TEOREMA 2.3:Per al hamiltonid (2.6} que té 1l'origen com a punt d'equilibri
no degenerat amb valors propis # X, # iv, existetw una transformacid real
analitica prozima a ta identitat

@, = 5F 0y(8,0,8,0)

_ - f2.8)
y;=n # 02(£,n,c,c)

2=z, 4_ iyZ»TC + 02f€, n, 6, %}
on £,n sdn variables reals 1 ¢, variables complexes conjugades, 1 exis—

tetxen series de poténcies «,B en les variables X=En 1 fclz de la forma

«= X+t 0,(%, [z}

{2.5)
_ 2
8= —iv # 0.(X,]¢|%)
tals que les solueions de les equacions transformades sén
£(t) = £°% exp (to)
nftl=« exp (-ta)
(2.10}

tft) = £ exp (iB)

L(t) =7° exp (-t8J

agqut, £°, n°, ¢°, es determinen de les condicions inicials.

Els coeficients de o i 8 sdn respectivament real i imaginari per tant,
I2 2

. . 2 . ’
tes funcions £.n = oy, ¥ Osfx,y) i Jg© = z, F oy, f Os(x,y) sdn integrals
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locals i en consegiidncia o 1 B també ho sdn.

EL haoniltonid transformat és

K(E,n,0,80 = xen s X 1el? # 000, 12)?) (2.11)

Mo &s restrictiy suposar que el sistema hamiltonid és de 1a forma
{2.6) doncs, &s un resultat classic [9] gue en general, donat un sistema
hamiltonia amb n graus de 1libertat z=f{z} amb z ={x1,...,xn,y1,...,yn),
tal que 1f0rigen sigui un punt fix, si A &s Ta matriu de la part lineal del
sistema amb valors propis Uis Gign T T8 oo i=1,...,n que suposaren tots
diferents, existeix una transformacid lineal candnica z= ¢w, det,¢#0,

tal que o1

As =diag(ai), i=1,...,2n.

Resumint podem dir que cada solucid col.lineal Li del problema restrin-
git circular i pla de 3 cossos,téd al seu voltant una familia uniparamétrica
F. d'drbites periddiques junt amb una varietat estable 1 una inestable, A més,
se sequeix del teorema de Liapounoff gue les brbites periddiques de Fi envol -
ten Ta solucid co].linéal Li' Fixada 1a constant de Jacobi les hipersuperfi-
cies invariants sén varietats de dimensié 3, les guals,per determinats va-
lors de la constant de Jacobi contenen exactament una daguestes drbites
periddiques. FEns restringirem a aquests valors de la constant de Jacobi.

Per altra part, el teorema 2.3 ens ddéna unes bones coordenades per
estudiar les solucions prop dels punts d'equilibri L1 i L2‘ Els resultats
sén els mateixos per els dos punts d'equilibri, per tant, a partir d'ara
considerarem que e punt critic &s 1'origen i que el sistema d'equacions

diferencials &s el que s'obté del hamiltonia (2.11).

{2.2) Estructura del flux prop d'un punt d'equilibri i classificacit de

les drbites.
Sigui B una bola tancada al voltant del punt d’equilibri en 1a qual

totes les séries de poténcies del teorema 2.3 siguin convergents i de mane-
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ra gque,tant aquestes sériés com les seves primeres derivades parcials esti-
guin dominades pels seus termes d'ordre més baix.

Fixada una constant h, direm N=N{h,c) al subconjunt de B format pels
pﬁnts de 1a varietat K=h tals que |g-n| cc {veure fig. 2.1).

Definim“se com el conjunt de punts de N tals que £-n=c (sén els
punts de |£-nj=c que estan més a prop de la terra) i S, com el conjunt

de punts de N amb £ - n=-c (punts de |g-n|=c a prop de la 1luna).

2 - lgje=p¥
lzi=0 fig. 2.1

Propogieid 2.1: Sempre que h © ¢ siguin prou petits, N ds topoldgicament
equivalent al producte d'una esfera Sg per un interval tancat dz la recta l.

A més, Se i S sén dos 82 gque formen les fronteres del ng I anterior.

Demostracid: Podem escriure 1°equacid K=h com

2
5 lzl

(£+n}2+2 +03=h+%fs—n)2

o

Com que estem considerant punts dins de B podem menysprear els termes

de tercer ordre. Aleshores, fixat un valor de £ - €] -c,c} 1'equacid ante-
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rior descriu un conjunt topoldgicament equivalent a una Sz. Quan £-n reco-
rre 1'interval [-c,c] obtenim per N un conjunt homeomorf a S%KI. /5/

Direm equador al conjunt de punts d'una 52 tals que £+n = 0. tls
conjunts de punts amb &+n> 0, E+n <0 seran els hemisferis inferior {n")
i superior {nt) respectivament.

Del teorema 2.3, E£.n i |c12 son integrals locals del sistema dife-
rencial. Per tant,la projeccié del flux en N scbre el pla £,n té 1'aspecte
d'un punt hiperbdlic {veure fig. 2.1}, mentre que la projeccid sobré el pla

¢ déna un centre (veure fig. 2.2).

(T
N/

4

fig. 2.2

Observem que la projeccid de N sobre el pla £, n esta acotada per la
hiparbola X(£,n,0,0) =h (correspanent a les corbes de velocitat zero,

|ci2= 0) i pels dos segments £ -n=1 ¢.

L'estructura del flux en un entorn del punt d'equilibri ens permetra
fer una classificacid de les drbites segons el seu capteniment prop d'aquest
punt.

L. 2 *_. 2h .

Sigui r el valor de |7]° quan £.n =0, 1lavors, r = > - E1 conjunt
de punts de N on {z|%= ctant> r* estd format per dos cilindres d'brbites en
N,que sobre el pla £, n corresponen als dos segments hiperbdlics determinats
per &£.n =constant <0, Cada un d'aquests cilindres va d'un hemisferi d'una

de les esferes frontera a 1'altre hemisferi de Ja mateixa esfera. Les drbites

gque contenen estan dins de N durant un temps finit passat el qual, tornen a
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sortir per 1'hemisferi contrari de 1a mateixa esfera. Els dos segments hiper-
bblics determinats per £.n =constant>0 corresponen a_dos cilindres d'orbi-
tes sobre Tes quals @< |c|2==c0nstant< r*. Aquests cilindres travessen la
regid N d'una de les esferes frontera a 1'altra perb sempre sobre el mateix
hemisferi. Les orbites d'aquests cilindres s'anomenen brbites de transit per-
que passen de la regid que conté la 1luna a la regié de la terra i recipro-
cament. E1 punt £=n=0 correspén a una brbita periodica en N, 1'Gnica orbi-
ta completa continguda en N. Els quatre segments semioberts dels eixos corres-
ponen a 4 cilindres d'orbites en N, que tendeixen a 1'orbita periddica guan
el temps creix si £=0, o per temps decreixentsi n=0. Aquestes brbites s'a-
nomenen orbites asimptdtiques. Sobre elles i sobre la periddica es té

]c|2==r* {veure fig. 2.1).

Sigui'n Ta component de 1a frontera de N que separa aquesta regid de
la que conté a la terra. Homés considerarem els dos conjunts asimptdtics que
tallen a n. Els hi direm A* i A" segons que les brbites tendeixin a 1‘0rbita

peribdica per temps positius o negatius (veure fig. 2.3).

Fixat un valor de ¢, la interseccid de £=0{n=0} amb £ -n =c &5 una
corba homeomorfa a un cercle a+ (a”) ja que dins de N els termes de tercer
" _2h

ordre sdn wenyspreables Icl2 + 0=

Les corbes a+ i 2~ determinen sobre 1'esfera un parell de casquets,
d+ i d7, que corresponent a punts sobre orbites de transit. Es clar que pre-
nent1a.part1inea1 del sistema, 1'Area de d* coincideix amb la de 4. En la
figura 2.3 s'han representat només els cilindres que tenen interseccid amb

n, en aquest dibuix R* i R™ representen els anells r’ < 1c|2< k sobre els

hemisferis superior e inferior respectivament.
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fig. 2.3 fig. 2.4

E1 comportament del flux en un entorn de 1'drbita periddica infinitesi-
mal s'obté fent girar 1a fig. 2.4 al voltant de 1'eix vertical.

(2.3} Les aplicacions flux dins de N.

£1 flux és transversal a cada hemisferi obert de les esferes. Liavors,
podem definir una aplicacié ¥ entre els parells d'anells de n, r*< |;|2< K,
seguint el flux dins de N de 1a seguent manera:

A cada punt P de R+ 11 fem correspondre €l primer punt d'interseccid
de 1'drbita que passa per P amb 1'hemisferi inferior. L'aplicacié ¢ aixi de-
finida &5 un homeomorfisme. De forma semblant podem definir un homeomorfis-
me entre el parell d’anells situats sobre }'altra esfera frontera i els re-
sultats son els mateixos.

Segons el teorema de Moser, |C|2 €s una infegra] local, per tant,
1'aplicacié ¢ conserva |c|2.

Direm o= |;f2 i 8=arqgz. Siqui ase la funcié continua definida en

el domini de ¢ que dona el canvi ¢'argument de ¢ sota 1'aplicacid anteriar.

Proposicid 2.2: La funcid A6 depén wemés de la coordenada radial p de la
segilent munera

aaro)=—§ Inte-r*) 4 glo-r*)
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on g{p-r*) és wna série de poténcies en p-r* amb terme comstant difarent
de zero.

quan o -+ r¥,

En particular, ——— &g d'ordre

La demostracid d'aquesta proposicid és deguda a Conley [3].

De la Proposicié 2.2 es dedueix una consequéncia impertant.

Corol.lart 2.1: Stgut Y, un arc en el domini de WV anb wn punt extrem P sobre

of, iy

5 W are qualsevol en lg imatge de Y tal que wn dels seus punts ex-—

trems § estigui sobre a . Llavors, la imatge de Y; seguint el flux dins de N
és un arc que espiralant talla infinites vegades a 1'are Yy en qualsevol

entorn de 4. {veure fig. 2.5)

fig. 2.5

hquest resultat &s clar a partir de la proposicid anterior ja que
perals punts de ¥, prop de p, 1a coordenada radial r tendeix a r* i per tant,
la variacid de 1'argument de ¢ es fa arbitrviriament gran. Sobre 1'esfera
es veura que w{yl) &s un arc arbritariament 1larg que espirala infinites
vegades tendint a a .

També es poden definir homeomorfismes entre dos parells de discs
d'orbites de transit prenent un disc sobre cada esfera frontera i sequint
sempre el flux per dintre de N, La proposicid 2.2 i el corel.lari 2.1

seran també valids en agquests casos.
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111. DRBITES HOMOCLINIQUES

{3.1) Els teoremes fonamentals per J'existéncia d'érbites homociiniques.

Donada una constant de Jacobi C E'Ci i=1,2,3 tenim una (nica Orbita
peridodica infinitessimal a 1'entorn de Li’ i=1,2,3.

Una orbita «-({resp.w-) asimptotica és una drbita que t8& per conjunt
a-(respw-) 1imit a la solucid peridodica en N. Una drbita &s homoclinica
si és asimptotica pels dos extrems.

Conley [4] 1 McGeheel 6] han demostrat per L1 i L2 gue si Tes varie-
tats estable e jnestable d'drbites asimptﬁtiques no coincideixen (en aquest
cas totes les Orbites de les varietats estable e inestable serien homocl9-

nigues), existeixen drbites homocliniques (veure fis. 3.1, 3.2)

fig. 3.1 fig. 3.2

Per precissar els resultats de Conley i McGehee considerem una constant
de Jacobi C ¢ Cysi aillem els punts L; 7 L, en regions on el flux és ben

conegut ja que el seu aspecte qualitatiu és el donat per les eguacions
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variacionals lineals com a consegiéncia del teorema de Hartman .

Per valors de u suficientment petits, Ta distincia dels punts d'equi-
1/3

libri L;» 1=1,2 a Ja 1luna 8s aproximadament 1= {% . per tant, les

linees verticals x1="\7~_‘c1‘1)‘, x1=v1-b1u, on ¥= -1, b1<1<c1
divideixen la regidé de Hill en cinc conjunts fonamentals D’DI’DZ’D3’D4

{veure fig. 3.3)

fig. 3.3

De fet ens interessara el flux en les regions P, HI, NZ’ i P3 de la
hipersuperficie de 1'espai de fases amb una ctant. de Jacobi fixada, que es

projecten sobre D,Dl,D2 i 03 respectivament.

TECREMA 3.1: (MoGehee) Existeizen unes constants bl <1 <e 7 un obert 02
del pla (u,C} que conté el grafic de la corba Circg(uJ (veure fig.1.3)
per u prou petits tal que si (b,C) & 02, ilavors :

£1) La hipersuperficie de Jacobi conté wn tor invariant que separa E de M.

La projeccid sobre el pla del moviment és 1'anell de la fig. 3.4.
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(2) Per C-cczfuJeL flux an Ny €5 qualitativament igual i jlux donat per les
equacions variactonals lineals.
{3) Sigui T{ZJ Lla subvarietat de la hipersuperficie de Jocobi acotada pel

tor tnvar<ant © per la frontera de N
(1)

7 comii a P, nj-ﬂﬁeshores, eristeix

wna funcid 8; T + R tal que

(a) 8 s ung coordenada meridional angular per p(1

(b) B &z estrictument creizent sobre les orbites (veure fig. 3.5)

—_—

9 fig. 3.5

La demostracid d'aquest teorema es basa en un argument de pertarbacid
de la Tinea C=C2(u] del pla {u,C} en un entorn del punt u=0, C=C2.

També es compleix un teorema semblant per constants de Jacobi
Ce Cl(u)
TEOREMA 3.3: (McGehee) Eaisteimen constants b} T = 1 wn conjunt obert
f% que conté el grafie de la corba C::CI(pJ (veure fig. 1.3) per u prou pe-
tites, tal que st (u,C) € 4 llgvors:

(1) La hipersuperficie de Jacobi conté un tor imvariant que separa lg terrq

i la lluna de 1'infinit (vewre fig. 3.8)
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{2} Fer C-:Cyfu) el flux en i 8s qualitativament el mateix que el flux per
les equacions linealituades.

(2)

(3} 82 T és la subvarietat de la hipersuperficie de Jacobi acotada pel

tor invariant i per la component de la fromtera de Ng comi o PS’ aleshores,

(2)

existetx wuna Ffunctd 8: T + R tal que:

fa) © ég una coordenada meridional angular per T

(2}
b) 8 és estrictament ereiment a lo Llarg de les drbites.

Observem que per valors de (u,C) € 01 1'existéncia d'aquest tor inva-
riant fa que les orbites de la hipersuperficie de Jacobi gque passen a prop
de Ll' no puguin escapar-se a 1'infinit.

La tercera part d'aquests dos teoremes ens dju que el creixement de 8
a Jo 1larg d'un segment d'orbita en T(i) i=1,2, que tingui els punts ex-
trems sobre la frontera de N, &s quasi un mifltiple enter de 2n diferent
de zerp. A més, per continuitat respecte Tes condicions inicials, el creixe-
ment de 8 sobre qualsevol segment. d'drbita amb. extrems en Ni i que puaui
transformar-se en el primer mantenint sempre els extrems sobre Ni’ és un
niimero proxim al mateix miltiple enter de 2n. Per altra part, si una orbita

esta molt temps a T(1), 1'augment de & esdevé arbitrariament gran.

{3.2) Existéncia d'brbites homocliniques.

Direm N & un gualsevol dels conjunts Nl o N2 dels teoremes 3.1 i 3.2.
Sigui n la component de 3N comii a P o P3 segons es tracti de N1 oN,. Amb
un mateix raohament demostrarem 1'existéncia d'orbites homocliniques dels
tipus representats a la fig. 3.1 § 3.2.

Només cal veure que existeix algin segment d'Orbita amb punts extrems
sobre at i a-.

ET flux hamiltonia preserva area sobre 1'esfera n (veure fig. 2.3)

per tant, alguna érbita que travessa N de x1=’U + blir a x1='v + e

(veure fig. 3.3) ha de tornar a l1a reqid que conté a 1a 1luna travessant
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N en sentit contrari. Aleshores, existira un segment d'drbita 8p que uneix
un punt R de ¢~ amb un punt R* de d*.

Unim el punt R a la corba a per un arc vy sobre d” § seguim cada punt
d' aquest arc pel flux fins que talli a n en un punt de dat.

Donat un punt § de y definim, si existeix

a(Q) =min (t>0 | 9{t,0) e d}

on ¢(t,Q) representa 1'8rbita que per temps igual a zero passa pel punt Q.
Sigui L el temps necessari per anar de R a R’ sense deixar PUMN,és & dir,
u(R) = ao.

Direm v* al subarc chert i maximal, tal que sobre gt ', «
estd definida {1 &s una funcid real continua. Si y' &5 igual a y , la imatge
d'aquest arc estara continguda en d+ i tindrem un segment d’Orbita que
unira un punt de a  amb un punt de d+. En cas contrari, la funcid « no esta-
ra acotada sobre v' En efecte, si R &s el primer punt de y que no esta en
v' i suposem que o és acotada,_per continuitat respecte les condicions ini-

cials podriem definir «f{R) =Tim_ «{Q) i per tant, y' ja no seria maximal.

Supcsem dencs, que o no és agélzda sobre y'. Sigui n(R) el nimerc de voltes
que 6R dona al voltant del tor invariant. En els punts de ~' proxims a ﬁ,
la funcié o s'haurk fet arbitrariament gran.A leshores, els segments d'or-
bites corresponents a aquests punts s'hauran fet arbitrariament 1largs, pero,
per continuitat n{R) &s constant schre T'arc v Per tant, és necessari que.
existeirin subarcs d’aquests segments d'drbites dins de N que estiguin molt
& prop del conjunt asimptotic, per lo que.la imatge de R per 1‘5p1icacié flux
ha d'estar sobre a'. Tindrem =n aguest cas un segment d*orbita que uneix un
punt R de d” amb un punt de a',

Podem suposar ara que § &s un segment d'brbita en PUN que uneix un

punt M de 3 amb un punt 5 de d". Amb extrem a M considerem un arc sobre a
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corba a”. Suposem que la funcid a no esti acotada sobre a . Aleshores, igual
que abans, existird algun punt de a~ tal que la seva imatge pel flux estard
sobre at i tindrem una drbita homoclinica. Si « es pogués definir sobre tot

a , voldria dir que per 1'aplicacié flux es transformaria en una corba contin-
guda en d+, pero aixo no pot passar perque a+ i &~ determinen sobre n arees
iguals i el flux preserva area sobre 1'esfera.

Hem demostrat gue o bé existeix alguna orbita homoclinica o bé, la cor-

ba a~ es transforma en a seguint el flux fora de N i en aquest cas les varie-

tats asimptdtiques coincideixen.

{3.3) Interseccid de les varietats d'érbites asimptdtiques scbre la superfi-

cie xzjig.
Siguin
T = {{X, X XasX,) € R4| 1f2{x2%-x2)— a{x, ,x,) = -0/2}
172073 3 74 1°72 ’

J=N{ {XI’XZ’X._?’.XQ-) R4 x-2=0 . x4>0}

Es clar que si (xz(t),xz(t),x3(t),x4(t)) &s una drbita asimptdtica a
Ja drbita periddica infinitessimal per temps positius, 1lavors, 1'Orbita si-
metrica (xl(-t},-xz{-t),—x3(—t),x4(-t)) sera asimptdtica per temps negatius,
per tant, si la varietat estable té.per aquacio
F(xl,xz.x3.xﬂ)=0

1lavors 1'equacié de la varietat inestable és
F(xl,-xz,—x3,x4)=0

A partir d'ara considerarem valors del parametre de masses u , i de
la c¢onstant de Jacobi C, tals que el puni que determinen scbre el pla u,(
estigui en les hipotesis del tecrema 3.1 o 3.2 segons el punt d'equilibri

considerat.
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Lema 3.1: Pizem una constant de Jacobi. Fora de la regid N, el conjunt At
{A"} d'orbites asimptdtiques a 1'orbita peridédica infinitessimal per t > «
{(t » -»} tglla a la superficie en una corba u, {aI) taneada, simple

t analitieca.

Demostracid: En el capitol II hem vist que degut a que les drbites asimptoti-
ques tallen transversalment a 1’esfera n, la interseccid de ﬁ+ amb n és una
corba a+ homomorfa a un cercle. Com que' les equacicns del problema sdn analf-
tiques i n és una superficie analitica, a’ &s una corba real analftica. Per
obtenir Tla corba ag sobre J  seguim les solucions gque passen per a’ per
temps decreixents desde 1'esfera n fins a la superficie J. . E€s clar que
existeix interseccid doncs, segons els teoremes 3.1 i 3.2 quan unz Drbita
surt de ia regid N, sobre el pla del moviment es veu que gira al voltant dels
anells representats a Tes fig. 3.4 i 3.6, segons considerem el punt d'equili-

bri L2 o el punt L,. E1 temps de transport &s finit. Com que el fiux &s frans-

1°
. s s . . + .

versal a 12 superficie J , &1 cilindre originat per & seguint el flux en-

darrera talla a J  transversalment i per tant, la interseccid és una corba

tancada, simple i analitica [veure fig. 3.7)

fig. 3.7

Lema 3.2: Fora de la regid N, les varietats A d*orbites asitmptdtiques
es tallen sobre la superficie J  er un puni M anb xS:O.
Demostracif: Les corbes % i ay donades pel lema 3.1 sén simetriques per la

simetria {1.14) per tant, tindran per equacions
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F(xl,ﬁ.x3,x4)=0

Fix;.0 )=0

»X33Xg
Fs clar que per una mateixa constant de Jacobi aguestes dues corbes

as tallen per x3==0. Aquest punt d'interseccid correspen & una orbita homo-

clinica ja que pertany a les dues varietats asimptdtiques. A més, si

@(t,M) és T°drbita que per t=0 passa pel punt M es té que si

r=min{t> 0 |p{t,M} e n} 1lavors, w{z,.M) ¢ at i o(-t,M) e 2. 4;,

Lema 3.3: EL conjunt H de les orbites homocliniques és tnvariant per la si-
metria 5.

iz . . + - . + . -
Demostracié: Es una consequencia del fet de que H=A N A i de gque A 1A

sdn simetriques. 45’

Direm gue €1 punt homoclinic M és transversal si en aquest nunt Tes tangents

a les corbes a, 1 a formen un angle diferent de zero (veure fig.3.8)

fig. 3.8

Demostrarem 1'existdncia d*Grbites homocliniques transversals en el
nostre problema amb el mateix argument utilitzat per R.C. Churchill i D.L.
Rod a [2].

Conley ha demostrat numericament que existeixen intervals no buits de
Ta recta real, 12 dins de 1'interval (CI’CZ) i I1 en (83,CIL tals que per
valors de la constant de Jacobi en I1 o I, existeixen orbites homoci iniques

transversals. Si per valors de ¢ més petits pert proxims a C2 02 Cl els

punts homoclinics fossin no transversals, les derivades primeres de
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F(x],D,XB,xq) i de F(xl,U,—x3,x4} coincidirien en un interval i per
analicitat coincidirien sempre, 1o qual esta en contradiccid amb els

resultats de Conley. D'aguest raonament es dedueix el seglient resultat.

Lema 3.4: Per valors de la constant de Jacobi més petits pero prozims g Cy

o CI existeizen Orbites homoelfniques transversals, tret potser d'un conjunt

rumerable de valors de C.
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IV, ELSHIFT COMA SUBSISTEMA D'UNA APLICACIG DE POINCARE DEL PROBLEMA RESTRIMN-
GIT DE 3 COSSOS.

{4.1) Lraplicacid f

Considerem valors donats de la constant de Jacobi C i valors del para-
metre de masses p , tals gue el punt gue determinen sobre el pla u,f esti-
gui contingut dins1'obert 0, del teorema 3.1. Aleshores, existeix una regicé
NI homeomorfa a Szx I que conté una inica drbita periddica, donada pel teore-
ma de Liapounoff, i tal que dins de Nl’ el flux estd donat per Tes eguacions
varjacionals 1ineals. Aquesta regid ha estat estudiada en detall en el ca-
pitel II.

Sigui r un nimero positiu petit.Definim E+(r) (E(r)) com el conjunt

de punts de R+(R_) tals que r* < §c|2< r {notacid de {2.2}) {veure fig. 4.1}

fig. 4.1

S1r & prou petit, les orbites que passen per £ (r) i E{r) tallen
transversalment a n;- A més, les solucions que passeﬁ ver E+{r), deixen N1
en algin temps posterior surtint per E (r} ja que |ci2 és una integral local,
per tant, 1'homeomorfisme ¥ definit 2 la seccid (2.3) transforma E+(r) en

E{r).

205



- .. + R .
Siguin T+(r} i T {r) els conjunts originats per £ {r) 1 E (r) seguint
el flux per temps decreixents 1 per temps creixents respectivament, fins a
' + R -
1a primera interseccid amb la superficie Xy = 0. T{r} i T {r} sbn homeomorfs
& un conjunt de R3 definit com
{{x,y,2) e R® | §¢ %%+ ys 5,

1

on o< <5, 18y izlgsé amb §! < Sé. Es clar que la frontera de T+{r}
{T7{r)) homecmorfa a 5 =x2-¥y2 estd formada per les dbrbites asimptdtiques

a la periddica infinitessimal per tla-m(t + =}, Direm Eo(r) a la intersec-
cid de T+(r) amb la superficie Xo = 0. Degut a la transversalitat del flux
sobre aquesta superficie, la fronterade Eoﬁjeﬂﬁ formada per dues corbes homeo-
morfes a S1 una de Tes quals s la corba a, del Tema 3.1. Analogament defi-

+

nim El{r) com la interseccid de T7(r) amb 1z superficie x,=0. Una de les

2

components de la frontera de El(r) és 1a corba .
J& que el punt homoglinic M &s transversal, podem prendre r suficient-

ment petit de manera que el conjunt R igual a Ta component connexa de

'Eo(r) O El(r) tal que 1z seva adher®ncia R conté al punt M, tingui la forma

segilent ,

1
1
i
1
X,=0
3¢ fig. 4.2

E1 conjunt R estd limitat per guatre corbes diferenciables que anome-
1°%% 1 4.

Definim ara dues aplicacions de forma natural

narem &
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{a) per a tot x e R, ¢ {x)= w(tl,x) on
t1= min {t>0 | (t,x} ¢ E+(r)}
(b) per a tot ye E(r), o, {y)= vlt,,y) on

ty=min {t>0 [ o(t,y) e E;(r)} |

2
Sigui f 1'aplicacié definida com f=¢ o poe Es clar que f no esta
definida enelspntsde @, ja que no és possible estendre 1'homeomorfisme

y a la frontera de E+(r).

(4.2) Propietats de 1'aplicacid f

Siguin

- S P
RZe(R) . Ry=oll(R) (4.1)
Del corol.lari 2.1 i del fet de que ¢, i ¢_ s6n diferenciables adhic
en les fronteres dels seus dominis, es dedueix el resultat seguent:
Tema 4.1: Sigui Y:{(:cl,,xg,:rs,:cg) €| “"1_:“:1”‘)-* x,=0, xgzxs(l),
x :ngl), f<k<1} un arc amb el sou extrem corresponent a A =0 sobre

)

a, i tal que en aquest extrem y i a no s8dn tangeneials. Aleshores, la
corba tmatge de ¥ , f(Y)=Uy45959,) €1 | ¥y =¥y, ¥, =0,

y3=ys(>d, y4=y4(A), f<x<i} tendeix a a, espiralant, és a dir,

1

arg { y300) +iyz(x) Joe quan -0,

En 7 , podem prendre X}s X3 com a coordenades ja que x2=0 i Xq Que-

da determinada sobre J , a partir de 1a integral de Jacobi.

Iema 4.8: 51 8 és la simetria (1.14) restringida a J,
S : (;cl, xs)_> (a:l,, —:r3) f2.2)

ilavors, f_I = 3_1 o fof,

Demostracid: 3igui A un punt del domini de f que escriurem com A= (xi, xg),

aleshores, A' = S{A) = (x;, -xg).
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Sioe(t,A') = (xl(t),xz(t),x3(t),x4(t)) Bs 1'Orbita que per t=10 passa

per A' es té
x(0)=x3 »  x,(0) =0, x4(0) = -x3

Suposem que per un temps T > 0, e{1,A') = f(S{A)), Tlavors, XZ(T} =0,

Tenim ara que S'1 1

of o S(A) = {x, (1), -x4(r)). Perque £ 1(A) =571 o fo5(A)
només cal veure que A=fo S'lc foS(A).

Cdngiderem 1'drbita simétrica de ¢(t,A"),
¢' [t,A") =(x1(-t), -x2(-t), -x3(~t}, xa(-t)),és clar que ¢'(t,A') passara
pel punt A per t=0, a més, per t=-1 passa pel punt 51sfo S{A), 1 per
tant, si partim d'aquest punt i sequim 1'drbita que passa per ell , resulta

que la imatge per 1'aplicacid f és el punt A. <j/

(4.3) Les successions d'enters assocjades a les drbites del tercer cos.

Sigui p un punt de R i o(t,p) =(x1(t), xz{t), xa(t), x4(t)) 1'brbita
gue per t=0 passa pel punt p. Considerem tots els zeros tn de

xl(t) =¥ +c¢; T ordenats t <t .y 1 demanera que per a tot t e [t t

1 n+1]

xl[t) >Vt by i {veure fig. 3.3). Poden donar-se els seguents casos:

(a) Nue existeixi t. per a tot enter n.

(b} Que existeixi t, per a tot enter positiu n,peré que per un cert enter
k<0, tk Jja ne existeixi. .

{c) Que existeixi tn per a tot enter negatiu n, perd que per algun 1>0, t]
ja no existeixi.

(d} Que t, no existeixi per un cert enter k<0 i que ty no existeixi per un

cert enter 1>0.

Sigui 48 la funcié continua definida en la seccid (2.3) com la varia-

cid de 8=arg ¢ sota 1'aplicacid ¢ . Definim
Af
_ n
= [27{1 (4.3) .
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on 88, &s la variacid de 0 en 1'interval de temps It2 (-n)® t

2(-n}+1]

si s finit. Si algdn dels extrems de 1'interval no existeix prenem a == .

-n

Fn la definicid anterior [x] representa la part entera de x si x és real.

Els enters a  mesuren el nimero de voltes enteres al voltant de 1'dr-
bita periddice infinitessimal donades per ¢{t,p) en cada pas per Nl‘

Eis punts de J situats a prop del punt homoclinic M representaran
diferents tipus d'drbites segons que da successid d'enters a, associada amb
el criteri anterior.pugui o no ser continuada infinitament tant per temps
positius com per temps negatius. Les successions associades a aquestes or-
bites seran d'algin dels quatre tipus segients:

{a) {-...a_,0 a_qs 35, 35 az,...} amb a_ maturals per a tot enter n.

Corresponen a2 orbites que en intervals finits de temps entren i surten
de N1 pels anells R+ i R de ny indefinidament, tant per temps positius com
per temps negatius.

(b)Y (=, 340 ak+2,....) amb k<G i 2, natural per a tot nak.

Corresponen a drbites que han estat entramta Nl per R+ i que deixen
de fer-ho en un moment donat. Poden ser brbites asimptdtiques a la periddica
infinitessimal per t++w=0 bé drbites que se'n van a la regié gue conté a
la Ttuna.

(e} (..., ay_5s 27_ps w} amb 1>1 i a, natural per a tot n<l.

' Corresponen a drbites que a partir dun cert instant tallen infinites
vegades & R'. Poden ser orbites que venen de la regid de ia 1luna o bé drbi-
tes asimpidtiques per t + ~=.

(d) (=, @ 0s.00s 3y go=) amb k<0, 1>11 a, natural per a tot enter n

tal que k=<n<tl.
. . I
tes drbites associades a aquestes successions només tallena R i R

un nimero finit de vegades. Poden ser drbites asimptdtiques a la periddica

per t » = it 3+ - =,
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{4.4) Breu introduccid del shift de Bernoulli com a subsistema d'una apli-

¢ib del quadrat.

Sigui A el conjunt NV {=} on N és el conjunt de nimercs naturals i
« un element qualsevol. Definirem en A una ordenacid total de la segient
manera, dirvem que a <b si essent a i b naturals, a és menor o ioual que b,
¢ b&, si a és natural i b és =,

Definim S com el conjunt format per les successions d'elements
de A que sdn d'algiin dels tipus seglients:
{a) (...2a 53 1535,37,8,....) amb a_ # = per a tot enter n.
(b} (ak'akﬂ’ ..... ) amb 8 =, k< i 3, $ « per a tot enter n> K.
(e} {...a; 5,2y qh8y) amb ay ==, 1>1 a, fl= per a tot enter n<1.
(d)(asap qsenenee 287 y533) amb @, =a =, kew, 121 4 a t= per a

tot enter n tal que k<n<d.

Conem a S una estructura d'espai topoldgic definint per a cada element a
de S una base d'entorns, {Uj(a)}, i=1,2,3,....

Segons que a s?gui del tipus {a}, (b}, {c) o (d) tenim

%(a)={a‘e S |ap=a, si inl<j}

qﬁa)={a €5 Ian=an st k<ncjy, 1 ap»i;

Uj(a)={a"eS|a;]=an si -jenel, iaj23)

Uj(a)={a eSIan=an si Kenel 1 al'(, afij}

Proposictd 4.1: Els subconjunts UJ.(a) variant j i a defineixen una topologia
en 5. L'espai topoldgic § és compacte. I

La demostracid diaquesta proposicif es troba a [5].

E1 shift de Bernoulli de S é&s una aplicacité o definida sobre elements

a de 5 tal que {ofa) per a tot enter n.

)n=an—1
E1 domini de definicid de o és

Dlo}="{a eS| ao#w}
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i la imatge

Img{o)= {aes | al#w}

Sigui f una aplicacié continua de 1'espai topoldgic X en el mateix,
{ g una altra aplicacid continua d'un espai tepoldgic Y en ell mateix. Direm
gque g &s un subsistema de f si existeix un homeomorfisme de Y en h{y) C X

que fa commutatiu el segiient diagrama.

£
e
9.

=
= e

- —
fe

Es demostra que el shift- o &s un subsistema de certes aplicactons f
definides en el quadrat Q=1[0,1] x £0,1]. Per precissar aquest fet definirem
algunes nocions en el quadrat Q.

Sigui p un nimero 0<p<1, Una corba y=h(x) se'n diu horitzontal si
(a) D<h{x) <1 pera tot 0<x<1,

{(b) [h(xl) - h(xz)[ <p |x1-x2} per a tot D<= <x,<1
Una banda horitzontal en Q sera el conjunt
H=1{{x,y} € Q | b (x} <y < hy{x)}

on hl(x), hz(x) sén corbes horitzontals tals que Oihl(x) < hz(x}f_l per a

tot 0<x<1 {veure fig.4.3)}

fig. 4.3
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Es defineix el diametre d'una banda horitzontal com d{H) =max(h2(x)-
- h (). _ Osxcl

Una corba vertical serd una corba x =v(y) tal que
(a) O<v{y)<l per a tot O<y=<l
(b) fvlyy) - viypdl <o lyy-yyl peratot Ocy <y <l

De forma semblant es defireixen les bandes verticals i el diametre
d'una banda vertical (veure fig. 4.3).

Considerem un homeomorfisme f: 0 » R2 tal que
(i) Existeixi una familia de bandes horitzontals H, disjuntes dos a dos, i
una familia de bandes verticals Vn disjuntes dos a dos, tals que f(Vh) =Hn
per a tot n natural, i que les fronteres horitzontals (respectivament verti;
cals) de H, siguin les imatges per f de les fronteres horitéonta]s {respec-
tivament verticals) de v, (veure fig. 4.4). A més, si les bandes estan orde-
nades com a la fig. 4.5 i prenem V_={(x,y) € Q Ix=11 i
R,= {{x,¥) &€ G |y=1}, aleshores, Vn +~ V¥ i Hn +H, quan n ~ =,
{ii) S3 V és una banda vertical continguda en U NVn, aleshores,

ne

V;= Vn ! f'l(v) és una banda vertical per a tot natural n, 1 per algin 1

fix 0<1<1, es cumpleix d(Vﬁ}_§1.d(Vn). Analogament, si H €s una banda

horitzontal continguda en U Hn’ aleshores, Hr']==Hn N f(H) &s una banda ha-
nel
ritzontal per a tot natural n, amb d(HA) gl.d(Hn).

fin. 4.4 fig. 4.5
La demostracié del seglient teorema es troba a [8].
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. 2 . - Sy s
TEOREMA 4.1: Un homeomorfisme f :8 -+ R cumplint les condicions (i) i (i1)
té el shift de Bermoullil com a subsistema, 45 a dir, extsteix un homzomor-

fisme h:5 > h(5) CQ tal que h°u=f°h|D(0)

La versid del shift de Bernoulli utilitzada er aquest treball é&s degqu-
-da a Maoser, o1 qual només ha estudiat en detall el cas en que S5 es el conjunt
de successions de tipus-(2), aplicant el shift de Bernoulli al problema de
Sitnikev [8]. Amb Ja introduccid de Je$ successions de tipus (b}, (c¢) i {d),
LYibre i Simd {5} han demostrat que en el problema restringit el.liptic i
rectilini de 3 cossos i en el problema restringit circular i pla de 3 cossos,
es té el shift de Bernoulli com a subsistema, o qual prova 1‘'existzncia de
tots els tipus possibles d'evolucid final en el problema respectiu. Aquesta
generalitzacid del shift de Bernou 117 permet determinar una varietat més
amplia de moviments quasi-aleatoris.
Veurem que en el nostre problema 1'homeomorfisme f definit sobre R en
la seccid (4.1) té el shift de Bernoul1i com a subsistema. Seguirem les
técniques introduides per Moser construint en R unes families de bandes ho-

ritzontals 1 verticals que de forma anticipada ens permet ran abans d'intro-

duir el shift, demostrar 1'existéncia de moviments quasialeatoris del tercer

cos. La clau per la construccid de les bandes en R 1a dona el Tema 4.1.

(4.5) Les bandes horitzontals i verticalsen R.

Els costats de R, e, i ey s6n dos arcs de corba amb un dels seus ex-
trems sobre ags per tant. segons el lema 4.1 1a imatge de R per f, &s una
cinta de longitud no acotada que espiralant talla infinites vegades
a R 1 que es va fent més estreta a mesura que s'acosta a a. La interseccid
d'aquesta cinta amb R esta formada per un nombre infinit de components con-
nexes disjuntes, de les guals només un nimero finit no estan limitades pels

costats e i ey (veure fig. 4.6)
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fig. 4.6

Direm banda horitzontal a cada una de les components connexes de

.i

f(RY N R. Considerem només les bandes de f{R)} MR 1imitades per el ey

les numerem cemengant per la que esta més a prop de €y Hi, H2,....
y 1 V.= €, Tenim aixi definides sobre R una familia de
bandes horitzontals {H_} limitades pels costats ¢

Definim Hu)=e

11 83 1 tals que el seu

3

x .
Aizmatrse tondaiv = Torn auan N > =
glamelrs LendeyX a ILrg guan L B

Befinim Tes bandes verticals com Vn= S(Hn} on $ és la simetria (4.2).
En el segiient lema veurem que 1'homeomorfisme f i les families ante-
riors de bandes horitzontals i verticals verifiguen la condicid {i) de la

seccid (4.4),
Lema 4.3: (a) Les bandes horitzontals Hn’ atzt com les verticals Vﬁ 5én

disjuntes dos a dos i Vﬁ V. B > H  quann > .
(b) Les fronteres horitzontals {respectivament verticals) de H sén imatges

per f de les fromteres horitzomtals {respectivament verticals) de Ve

(e} f(Vn)::Hn per a tot natural n.

Demostracié: Els apartats (a) i (b) sén immediats per construccid de les

bandes.
Yeurem que f{vn)=Hn per a tot n natural.

En primer Tloc demostrarem que f(vl}CHl. A partir d'aqui i uti-

Vitzant el lema 4.2 es dedueix facilment que f{Vl)DHl.La demostracid de
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{c) per n diferent de 1 és similar.

Per connexid n’hi ha prou amb veure que existeix un punt p de Vl
tal que f{p)EHl.

Sigui v=H;N(x,=0}.5egons el lema 4.2 Sof'l(v)=fos(v}=f(v). f'l(v)
és un arc contingut en_Hkper a4 algun natural k, gque talla a 1'eix x3=0.
Sigui p un punt d'aquesta interseccid. Degut a que

£(2)0tx5=0)= Sof H)N(x,=01= £ H{m)ntx,=01,

p &s un punt de 1°eix ée simetria que pertany a f{v} i a f'l(v). Per tant
tenim un punt de H, per al qual existeix un cert punt g€v tal que f{g)=p.

Si els punts p i q sén diferents, la imatge del segment de 1'eix x,=0

3

que uneix q amb p, €s Un arc de corba que comengant a p s'acosta & a,
amb lo qual f(p) no pot estar a v .Per tant p &s un punt fix per f tal

que pEVl i f(p}EHI.

Direm que un subconjunt H de R és una banda horitzontal de R, si és
homeomorf a alguna banda Hn de .R. Analogament es defineixen les bandes
verticals de R,

Les demostracions dels lemes seguents sbn idéntigues a les dels Temes

4.3, 4.4 1 4,5 de[5].

Lema 4.4: Sigui V una bonda vertical en R continguda en alguna Vo
Liavors, pera tot natural n, el conjunt Vé definit per Vé-:Vn r\frI(V} és

també wna banda vertical de A.

Lema 4.5: Si H és wna banda horitzontal de R continguda en alguna H o, lla-
vors, el conjunt H; definit com Hé::Hn N £(H) é5 també una banda horitaontal

per a tot natural n.

Lema 4.8: (1) Per a tota successid de tipus {a), existeix algiin punt
pe R tal que fﬁm(p) € V& per a tot enter m.

m
(it} Per gualsevol successid de tipus (b}, eristeiz algim punt pe R tal que
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) e v, pera tol enter m>K.
m
{211} Per les successions de tipus (e} © (d} es tenen propietats equivalents.

{4.6) Existéncia de moviments quasialeatoris al voltant del punt d'equilibri
L,-
TEOREMA 4.2: FExicteiz un obert Oy del pla up, ¢ contenint la corba C:C2(u)

tal que si prenem valors del parémetre de masses 1 de la constant de Jacobi
diferents de zerc i de manera que (1,0} € 0ys qualsevol de les successions
dels quatre tipus aiteriors amb cada terme'an més gran o igual que un cert

nimero enter b=b{u), correspon a alguna drbita del tercer cos.

Demostracid: Els arcs ¢_(<%) i ¢_(€4) tenen un extram scbre ia corba a*,
per tant, segons el corol.lari 2.1, ¢(R1) talla a R2 en un nimere infinit
de components connexes disjuntes dos a dos i'1imitades pels arcs ¢;¥92) i
¢;1(e4} {veure fig. 4.7}. La imatge d'aguestes components per ¢ _ ens déna
les bandes horitzontals de R definides a la secci6 (4.5}, Les numerem de

i prenem H. com 1a

fig. 4.7

Sigui p un punt d*una banda vertical Um. Com que f(Vm)==Hm cal que
peod {p} e H&. Per tant, els punts de R continguts en alauna banda vertical

Vm donen condicions inicials per drbites per Tes guals la variacid de 9
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en el primer pas de 1'drbita per Ny és Za{m+b+g),0n b esta relacicnat amb
el niimero de voltes enteres donades per ¢(Rl) al voltant de 1'Orbita perid-
dica infinitessimal abans de tallar a la esfera pel costat ¢;1(32) i g és
tal que D<B<1. E1 nimero b depen de u, doncs depén de 1'angle amb que es
tallen ¢;l(e2) ia .

Sigui (‘"’a-Z’a—l’aO’al’aZ"”') amb a > b per a tot enter n, una
successid de tipus (2). Considerem la-successid (...,b_z,b_l,bo,bl,bz,...]
on bn= an-b per a tot enter n. Segons el lema 4.6 existeix un punt p de R
tal que f-"(p) € Vbn per a tot enter n, L'drbita associgda a la successid
donada &s la determinada pel punt p. Es clar que per aquesta darbita els
naturals a_ mesuren e} ndmero de voltes enteres donades per 1'Grbita al
voltant de 1a peribdfca infinitessimal en cada pas de 1'brbita per 1'entorn

Nl' De la mateixa manera es demostra el teorema pels altres tipus de succes-

sions. : 4;?

Ara ja podem demostrar facilment el teorema A.

Demostracid del teorema A: Fixada la constant de Jacobi C, Ta projeccid de

1'orbita periddica infinitessimal sobre el pla del moviment &s una dlipse

gue envolta el punt d'equilibri L2. Aleshores per un nimero r prou petit,

existeix un entorn Ni de 1'dbrbita peritdica continaut en N1 i tal que per

les drbites que passen per E+(r) es compleix que cada volta &l voltant de
1'drbita peribddica infinitessimal en Ni correspdn a una volta al punt L2
sobre e] pla del moviment. La continuitat respecte les condicions inicials
i el fet de que el temps de pas entre Ni i N1 és finit demostreq el teorema
A,

Cbservem que prementr suficientment petit, per continuyitat respecte
les coendicions inicials hom pot aconseguir que per als segments d'drbita
continguts en P i amb extrems sobre els conjunts Rl i R2 de s el creixe-

ment de la coordenada & definida en el teorema 3.1 sigui aproximadament
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2u, ja que segons el lema 3.2, Y'augment de & corresponent al segment d'br-

bita homoclinica que contéd a M i té extrems sobre a+ i a, 8s proxim a 2v. {57
Noti's que per demostrar el tearema A no cal que €l punt homoclinic

M sigui transversal doncs és possible fer la mateixa construccid de bandes

horitzontals i verticals si les tangents a les corbes aq i ay en M coinci-

deixen, 1'dnic cas en el gual no &s valida la construccié é&s el de la figq.

4.8 que no pot donar-se degut a gque les corbes aq i ay sén simétriques.

fig. 4.8

La transversalitat del punt homoclinic &s indispensable en la demostra-

cié de la inclusid del shift de Bernou 117 com a subsistema.

(4.7) Moviments quasialeatoris al voltant del punt d'equilibri L,.

Resultats analegs als obtinguts en la seccid anterior seran certs
al voltant del punt d'equilibri Ll'

Considerem ara valors de la constant de Jacobi més petfts perd proxims
a Cl’ i prenem el parametre de masses y diferent de zero i suficfentment
petit, de manera gue (¢,C) sigui un punt de 71'obert @1 donat pel teorema 3.2.

Fls teoremes 3.1 1 3.2 ja ens demostren que en aguestes condicions el
comportamert de les drbites el.1iptiques de la regid D3, que passen a prop de
Ll‘ és semblant al de les drbites estudiades anteriorment dins de la subva-

rietat T(I). A més, el flux del sistema diferencial prop dels punts d'equili-

bri Ll i L2 és gualitativament el mateix.
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Fixada la constant de Jacobi, aillem 1'orbita periddica infinitessimal
que envplta a L1 en una regié_N2 que es projecta sobre 02 en el pla del movi-
ment {veure fig. 3.3). Els lemes 3.2 i 3.3 demostren que les varietats esta-
ble e inestable de 1'drbita periddica infinitessimal que surten de la regid
N2 per la component X5 =.5- ciﬁ'de Ta frontera de Nz, es tallen transversal-

ment sobre la hipersuperficie Xo = ¢ en un punt homoclinic situat schre 1'eix
de simetria Xq = 0. £s construeix un conjunt R en un entorn d'aquest punt
homoclinic, i es defineix yna aplicacid f en R de 1a mateixa manera que €% va
fer per ¥ i R en les seccions {4.1) 1 {4.2)} per constants de Jacobi menors
pero proxims a C,. Totes les propietats ja demostrades per f sén també vali-
des en aguest cas.

Per a cada drbita que passi per R considerem tots els zeros ty de
xl{t}= - 61; ordenats, i de manera que existeixi un nimerc e > O tal que
per a tot t_«<t <tn-+g es compleix xl(t)<‘; - cla'{veure fig. 3.3). Segons
que la successid de tn pugui o no ser centinuada indefinidament tant per
temps positius com per temps negatius, podrem associar a les arbites que
passen per R una successi6 d'algiin dels tipus {2}, {b). {c) o {d} definint
els termes a, d‘aquestes successions com a (4.3).

Es construeixen 1e bandes horitzontals i verticals en R com a la
seccid (4.5).Utilitzant les propietats d'aquestes families de bandes 1 el
lema 4.6, 1a demostracid del segiient teorema €s idéntica a la del teorema
4.2 per constantsde Jacobi C g Cy-

TEOREMA 4.3: Eristeix un obert "-’I del pla 1,C contenint la corba C:CI(M)
tal que si prenem valors del parimetre de musses i {fe la eonstant de Jacobi
diferents de zeve 1 de manera ue (u,C) & 01 1 qualsevol de les successions
dels tipus (al), (b}, (e} o (I} amb a, més gran o tgual que un cert mimero
enter b=b{(n) per a tot enter n, correspon a una orbita del tercer cos.

La demostracid del teorema B #s igual a la del tecrems A- Només cal
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observar ara que cada segment d*orbita en 93 i amb extrems sobre s proxims
a1s extrems del segment de 1'drbita homoclinica considerada, casi completa

una volta entera al voltant dels des primaris (veure fig. 3.6).

(4.8) Una condicid equiﬁalent a (i1) per 1'aplicacidé del shift de Bermoulli.

En molts problemes resulta dificil comprovar que es verifica la con-
dicié {ii) de la seccid (4.4) perassequrar 1'existéncia del shift de Bernou-
317 com a subsistema.

Moser {8, pag. 76-79) ha donat una condicié eguivalent per al cas en
que 1'aplicacié f sigui diferenciable.

Sigui f una aplicacid de 0=[0,11 x [0,1] en RZ de classe ¢t $i
f(xo, yo) =(x1, yl) amb x, = fl(x,y), ¥y = fz(x.y}, 1'aplicacid tangent a f

en el punt (xo, yo) &s yna aplicacid lineal de 8% en g2 donada per la matriu

af1 af
= Yo Yo x Kor Yo)
Df{x , y.) = _
¢ 7o af; 3,
\ W (Xo, yo) —35" (X0= }’o) /

i aplica els vectors tangents (uo, ve) en el punt (xo, yo) en el vectars
tangents (ul, VI) en el punt {xl, yl).

La condicid que substitueix a {ii) &s la seglent
{131} Existeix Z € {0,1) tal que el camp de sectors s* definit sobre punts
de ;.Vn, per |v] <7 ju|, s'aplica sobre 11 mateix per Df ; és a dir,
Df(g;i.c st A més, si (uo,vo} e st i Df(uo,vo}s (ulgvl}. azleshores
ol 22y |- )

AnaTlogament, el camp de sectors § definit sobre U H_ per [ul <7 |v|,
s'aplica sobre ell mateix per Df“l; isi (ul, vl} €S ; Df(uo, vo)=

- -1
= (ul, Vl) aleshores [voliz Ivll.
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Proposicid 4.3: (Moser) St f de & en B &5 de classe C¥ 1 satisfd les condi-
eions (1} i (iii) amb 0<% <1/2, aleshores, també compleiz la condicié (it)

per 1=3/(1-2), i per tant f admet a o com a subsistema.

{4.9) Un resultat fonamental per verificar la condicid (iii}.

A pertir d'ara considerarem indistintament constants de Jacobi C g C1

iCxg 52

(4.1) sobre R seran també valids per £

. Tots els resultats obtinguts per l'aplicacid f definida a la seccid

Els lemes 4.4 i 4.5 proven una part de Ja condicid {ii) donada en la
seccié {4.4). Completar la demostracié d'aquesta condicid pot dur una feina
considerable per To qual provarem {iii) ja que disposem d’'una aplicacid f de

1

classe C*. Per aixd definirem uns feixos de sectors prop de la corba ag-

Sigui 6> 0 en longitud dels costats de R, e; per i=1,2,3,4. Per un 8
suficientment petit, definim ao{é) com el conjunt de punts de Eo(r) tals que
Ta seva distancia a 2, sigui menor gue & . Com que a, é&s continuament diferen-
ciable, podem associar a cada punt p € ao(a) un dnic punt g € aq tal que

d(p, ay)=d{p,q).

En ao(s) definim dos feixos de vectors. Z =£o(61f3) que asigna a cada
punt pe ao(a) el conjunt de rectes que formen un angle més petit o igual

que 61/3

amb 1a recta gue, passant a través de p és paral.lela a la tangent
2 a, en q, el punt de a, més préxim a p. 26 assigna a cada punt el conjunt
de rectes complementaries a les de o {veure fig. 2.9). De forma semblant
El,Ei sén els corresponents feixos de sectors sobre al(a) obtinguts, per

exemple, a través de la simetria $ a partir de £ 1 Z..
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fig. 4.9

‘Lemd 4.7: Existede wn 0 <f<] tal que per § >0 suficientment petit, I'aplica-

cid f porta ao(s) an aZ(GBJ i L'aplicacid tangent Df porta 2l feix

PR Vg _ 8/3 . . . . o
ZO-EO(G ) en 21—21(6 ). A més, si w €I, wIeDf(wo) Tu és la pro

Jeecid ortogonal de W, sobre la rezota central de Eé 4 Uy la de v, sobre la

-1/%
" u .

1
recta central de t,, aleshores, |u1| > 8

Aquest lema ha estat demostrat per Moser (8, pag. 171-1811 en el pro-
blema de Sitaikov 1 les ticniques utilitzades poden ser aplicades de 1a ma-
teixa manera per demostrar el lema 4.7 en el nostre probiema. Aixd &s degut
a que en un entorn de 1'drbita periddica de 1'infinit en el problema de Sit-
nikov, el comportament de les varietats d'drbites parabdiiques per temps posi-
tius i negatius, &s quajitativament igual al de les varietats estable e ines-

table d'drbites asimptdtiques en el entorn N de 1'brbita periddica infinite-

simal que envolta els punts d'equilibri L1 i Lz, en el problema restringit
circular i pla de 3 cossos un cop fixada Ta constant de Jacobi. En aquest
mateix entorn N, les drbites que entren per 1'anell r* es comporten de Ta

mateixa manera que les drbites el,1iptiques en el problema de Sitnikov.

(4.10} E1 shift de Bernoulli com a subsistema en el problema restringit,

circular i pla de 3 cossos.
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TEOREMA 4.4: L'aplicacié f definida sobre R té al shift de Bermou 117 ¢ de—
finit sobre Dfo} C S com a subsistema, és a dir, existeix un homeomorfisme

de D(c} en R{D(c}] CR tal que feh=heo.

Demostraci6: Veurem que el conjunt R definit a la seccid (4.2) i les bandes
verticals i horitzontals que hem construit sobre ell, fan el paper del guadrat
) amb les respectives bandes. En efecte, R estd limitat per quatre corbes
diferenciables de longitud menor o igudl a & , per tant, és possible trans-
formar R en @ per una aplicacié lineal tret de termes de valors 0(s). Per
veure que les bandes {Vn} i {Hn} definides a (4.5) corresponen a les families
de bandes verticals i horitzontals sobre Q,n'hi ha prou amb demostrar que

les fronteres de un interiors a R temen tangents prdximes a la tangent de

a, en M. Aixd es dedueix del lema 4.7 segons el qual 1'angle entre les tan-

gents als costats de Vn i a, en ﬁ,és menor que c’51;3

+0{&) on c' s una
constant. De la mateixa manera es demostra que els Hn poden ser considerats
com les bandes horitzontals a Q.

Le condicid (i) es dedueix directament del Tema 4.3. Falta comprovar
que [iii) es compleix.

Considerem els sectors zj, 23 , j=0,1 definits a la seccif {4.9)

1/3 1/3

sabre R C ao{a) n al(a). Llavors, 51(6 ) < 26(6 ) ja que podem triar §

de manera que 261{34-0(6) sigui menor que l*angle format per les tangents

aa i a, en M (veure fig. 4.10)

fig. 4.10
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Segons el lema 4.7, Df restringida a R N f_l{R) envia 26(61/3) en

21{5BK3) C 81(61f3), i com gue 51(51/3) C 26(51/3} tenim

D ne-iqr) * 5087 > 26

Per tant, si S* &s el feix de sectors 21(61/3) restringit a

0 V, C RN HR) tenim 0F(s*) © 5%, La contraccit de Ta projeccis sobre
?;11{nea'centra] del sector s'obté del Tema 4.7. De forma semblant, prerent
0 H, tenim que pf ! aplica
5™ en ell mateix 1 es compleix la candicid I(1'1'1')r.1'1

S~ com el feix de sectors 20(51X3] restringit a

Una conseqiéncia important de 1'existencia del shift de Bernoulli
com a subsistema s la no integrabilitat del problema restringit circular i
pla de 3 cossos -P er més detalls veure Moser [8],

El teorema A també permet establir 1'existéncia d'una infinitat d'or-
bites periddiques. En efecte, segons aquest teorema existeix un conjunt
I.C R homeomor? al conjunt de 5 formaf per 1es Successioﬁs dob?emént iarind-
tes .En particular, si a 8s una successit periddica de S és a dir existeix
un natural m tal que 8, =3, Pera tot enter n, 1lavors es té que existeix
un Gnic punt q € T tal que f{g)=hooo h'l(q} i com que d"(a) =a també

fm(q) =q- Per tant, q &s un punt m periddic per f.
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