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Punts periddics de les aplicacions continues del cercle.

Lluis Alseda i Scoler

Abstract.-

In this work we study the periodic¢ points of the continucus
map f of the circle into itself. Our results are obtained using
the lifting mep of f and its degree. One basic tocl of this
paper is an analogous theorgm in the circle of Li and Yorke's
theorem in the real line.

We obtain a complete answer for a degree different of -1
or 1. For a map of degrEe‘zero we find again the theorem of
Sarkovskii and, for a map of degree different of -1, O, 1 we have.
pericdic points of all periods with one exception. This excep-
tion occurs when the degree is -2 and there is no periodic point -
of period two. We also give a complete result for a homeomor-
phism of the circle &tisa particular.case of degree -1 or 1)

and partial results for a continucus map of degree -1 or L.

Memdria presentada per a optar al grau de Llicenciat en Ci2ncies
Matematiques.
Director: Jaume Llibre i Sals
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INTRODUCCIO

En els Nltims anys, €l treball en problemes concrets de
-5istemes Dinamics i altre; camps de la ciéncia, ha portat a es-—
tudiar els punts periddics d’apiicacions continﬁ;s {les defini-
cions es donen en el capitol 1). €.5imé a (7] exposa aixd més
detalladament. -

De les aplicacions continues de la recta es té& moita in-

formacié, basicament en el Teorema de Sarkovskii (veure (91 ).

Teorema {A,N. Sarkovskii). 8igui f: R———R una aplicacié con-

tinua i suposem que té& punts n-periddics. Llavors F té& punts
m-periddics per a tot m a la dreta de n en la segllent orde-
nacid : 3,5,7,9, ... o 2.3, 2.5, 2.7, 2.9, ... , 4.3, 4.5, 4.7,

4.9, ... ., 8,4,2,1.

Bl Teorema de §arkovskii ésligualment valid per a les fun-
cions continues d’un interval de la recta en ell mateix.

Quant a les funcions continues del cercle en el cercle
disposem d’un treball de L.Block {veure [21] ),

Per a poder exposar els resultats d’aquest treball neces—
sitem la segllent definici6 : per a cada aplicaci6é continua
£ Sl—————vs1, &s a dir, feCO(S1,S1),_§L§l_Seré el conjunt dels
enters que sé6n periode d”algun punt periddic de £ {veure el Ca-

pitol 1 per definicions).



1 1 .
Teorema 1. Sigui fECO(S «3 ). Suposem que 1€P{f) i neP(Ff)} per

algun enter n>t, senar , Llavors per a tot m» h tenim meP( £},

. . 1 1 . . .
Tecrema 2, Sigui PECO(S »S ) 1 suposem que P(F) &s finit. Hi ha
enters m 1 n (ambm3» 1 i n>» 0) tals que,

P(£) ={m. 2m, 4m, ... , o™ }

' L 11 )
Teorema 3. Sigqui Peco(s 8 ). 81 {1, 2, 3lcP{f) llavors P{f)}= W,
Reciprocament, si SCIN amb la propietat de qué per alguna

1 1 . i
fec®(s',s'), SCP(f) implica que P(£)= N, 1lavors |1, 2, 3|cs.

Observem que si tenim f; m—————5>m céntinua; €l teorema
de Barkovskii diu que si 3eP(f) llavors P{f)= N. El Teorema 3
de Block representa un resultat andleg en el cas de les Funcions
continues del cercle_én el cercle.

El Teorema 2 també& ha estat provat simultaaniament per J.
Llibre a (6] utilitzant altres técpiques.

En el nostre treball s’estudia la relaci entre el grau
de les Funcions continues dei cercle en el cercle 1 els seus
punts periddics,

Donat n, enter positiu, les eines basiques per a deter-
minar.si f té punts n-periddics sén el Lema 2 i en especial el
ﬁgma 3. El mé2tode gque utilitzarem en la majoria dels casos con-
sisteix en buscar arcs de s1 que ens permetin aplicar aquests
lemes, Les elevacions de F de punt base p, on p pot &sser qualse

1 - o
vol punt de § (veure capitol 1), sén les que ens faciliten
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aquest treball.

Per les funcions f tals que grau{f)¢ |-1,0,1], no &s difi-
cil traobar els arcs de 81 qﬁe ens permetin aplicar el Lema 2 o
el Lema 3 i obtenir P(f), Altrament, si grau{f)e |-1,0,1} neces-
sitem dues eines auxiliars. La primera &s 1 amplitud de £ (veu-
re capitol 3) gque ens permet caracteritzar P(f) si grau(f)=0. La
segoﬁa, la denen les branques i subbranques de £ {veure capitol
4) gque les utilitzarem en el cas grau( f)=%1. Bn aquest darrer cas
no donem una classificacibd completa dels possibles P(f). Els co-
mentaris al voltant de la Proposicib 24 donen idea de les difi-
cultats que cal superar per arribar a obtenir aquesta classifi-
cacib.

Pels homeomorfismes de 51~és relativament Facil caracte-
ritzar totalment P{f) en Funcib del grau.

Els resultats principals que aporta el nostre treball sbn

els segllents

1 1
Teorema A. Sigui EECO(S ,8 )} i suposem que grau(f)¢{-1,0,1} .

Llavors P(f)= W, excepte quan grau(f)=-2 gue tenim P{f)> N-{2).

G 1 1 . . .
Teorema B, Sigui feco(s ,8 ) i sigui grau(f)=0. Llavors val
Yarkovskii. Es a dir si neP(f), per a tot m a la dreta de n en
1'ordenacid del Teorema de ¥arkovskii tenim que mEP(F).

L . 1 . .
§igui ¥ arc propi tancat de de S . Direm gue K F-recobreix

1 . 1
§ i F(x) =8 .
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sigui feco(sq,sq) i suposem que grau(f)= £1 ,Per a cada
pes1 sigui_@p_el conjunt dels q681 tals que F(p)=Ff(q). Conside-
rem els intervals que f-recobreixen S.‘I amb extrems & Tp, orde-
nats per inclusib. E1 minim de cada cadena serad, per defFinicib,

una branca de £ amb punt base p. Aquesta definicid de branca de

F ambk punt base p, no carréspon exactament a la que Farem serviy
en la resta del treball, que &s molt més llarga i enfeinada. La

donem aqui per poder enunciar Paciiment el segllent teorema,

Teorema C. Sigui feco(s1,s1) i suposem gue grauﬂf) =t1,

(i) S8i existeix pes1 tal que £ t& mé&s d'una branca de punt base
p tenim que P{f)= N.

(ii)si per a tot pesnI f r& solament una branca Bp=ipi,p2] de punt
base p, sbn certes les segllents proposicions:

{a) Suposeam que existeixen 1::es1 i A=[a,b] , arc propi tancat de

’
§ , tals que E(A)=£(51—Bp), f(P)&int(BﬁJA), E(A)DBP,

;f(a),f(b) Qint(Bp) i &5 certa una de les afirmacions segtlents:
1 AnB =
(1) P 4
(2) pg Ip1'p'2} 1 E(P)E 1P,P,II
(3) p &s punt fix de £ 1 p # p,
; 2
(4) £7(p)eB

P

Llavors P(f) = W

' o 1 .
(b) Suposem que existeix peS , punt fix de f tal que per a tot

q i E amb qETp, E entorn de q a S1 i peE tenim que,



peFr{F(E)). Llavors val §arkovskii per F,
(c) Sigui p 17Gnic punt fix de F i suposem que existeix q581 tal
. 1
que : q¢B, f(q)eBp i E(s —Bp)=IV.P(q}l amb [v,f(q)) arc
propi de Sj. Llavors existelx un enter n amb n»2, tal que

P(F) = |1, n, n+1, ..., .

Teorema P, Sigui P:S‘l——--——bsl| homeomorfisme . Les segllents propo-

sicions sbn certes

{i) graw{f) = +1 & -1.

(ii) 8i grau(f) = +1 1 P(£)£ @, existeix n, enter positiu, tal
que. P(f)= [n} .

{iii)si grau(f)= -1 tenim que P(Ff) =1} 6 P{£f) = 11,2] .

Agraeixo a en Jaume Llibre la cura 1 dedicacid que ha
tingut en dirigir-me aquest treball aixi com 1'anim que m’ha
donat en tot moment, la qual cosz ha fet possible aconseguir
aguest resultat. També agraeixo la paciéncia 1 1'ajut de la
Josefina Casasayas aixi com les correccions ortografiques de

l1a Teresa vidal.






CaPITOL 1

Resultats i definicions previs

311 denota el cercle i 00(51,31) el conjun} de les funcions
continues de 51 en ell mateix. |

Sigui FECO(SW,S1). Per a cada enter positiu n, es defineix
inductivament £ com segueix : el f i M oo™ amb £2 102
plicacié identitat a 51.

Sigui pesq. Diem que p &s un punt fix de £ si f(p) =p 1
Fix(f) &s el conjunt dels punts fixos de £, p &s un punt perid-
dic de F si p &s un punt Fix de £ per algun enter positiu m.
Si p &s un punt periddic de f, el més petit enter positiu n tal
que #™(p)=p 1’anomenem periode de p i a p punt n-periddic. per(F)
dencta el conjunt dels puﬂts periddics de [ 1 figl_el dels enters

positius que sbn periode d‘algun punt de Per(f).

. 1 . . . :

Siguin pes 1 qes1. L’arc_tancat, mig obert § obert de p
fins a g girant en sentit contrari al rellotge serd denotat res-
pectivament per [p,q] s [P,9) > (Ps9] » (P+9 . En aguesta nota-

: 1 )
ci® |p.p]-representard a § .,
En aquest treball s’utilitza la segllent definicif, Siguin
. . o A o PO B | .
R,K i L arcs propis tancat; de § 1 sigui fec’(s ,S ), diem que

R _F-recobreix L si per algun arc tancat ICR tenim £{I)=L, Anad-

logament R f-recobreix LuK si existeix un arc propi tancat J tal




que Jo> LUK 1 R Ff-recobreix J.

Els tres lemes que sequeixen sbn, tal com ja hem avangat
a la introduccid, una de les eines bdsiques de que disposem pef
caracteritzaf F(f), E1l Lema 3 é&s un andleg al Teorema de Li 1
Yorke en el cas del cercle (veure (5] ), Els Lemes 1,2 ja han

estat provats per Block a (2] (veure Lemes 1,2,3 1 4).

Lema 1, Sigui £ECO(S1,S1) i siguin R 1 L arcs propis tancats de
1 . . .
5, Suposem que R F~recobreix L i I &s un arc tancat tal que

IcL., Llavors R F-recobreix I.

. . 1 1 . ., . . i
Lema 2. Sigui fECO(S ,5 ) 1 siguin MMy oo 5 M oarcs propis

1 .
tancats de § . Suposem que Mi F-recobreix Mi+

, ber 1= 1,.0.,n-1

i Mn F-recobreix M1. Llavors existeix un z, punt fix de fn, tal

_ i
que zeM , £(z)eM,, ... , (z)eMn.

X
Lema 3. Sigui feco(s1,81) i siguin R 1 L arcs propis tancats de
81. Suposem-que R f-recobreix Rul, L f-recobreix R i.és certa
una de les seqgflents afirmacions
(a) £2(RAL) AR = &.

{b) RAL = |ﬁ} , F(p) = q punt fix de £ i ge¢L.
Llavofs.f té punts n-periddics per a tot n» 2,

Prova: Per a tot n»2 prenem la successid d’arcs : Mi=R
i= 1n-1, anb. Ja que_R f-recobreix RulL 1 L F-recobreix R, la

_nostra successib complelx les hipdtesis del Lema 2, Llavors te-

nim z€M,, punt Fix de fn, tal que {z, f(z), e g fnwg(z) CR i
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-1 ) s e
£ (z}eL., Aixi z &s punt n-periddic.En efecte, si 2z no é&s n-
. . . n-1 . n-1; . .
periddic tenim que f {z)€R 1 per tant ?f {z)e LnR 1 aixd
es contradeix amb {a) i {b).
Notem que f(z) € R per a tot n»2 ja que f?fq(z)e R. Com gue

2, n=1

1
£2(e n+

(z)) = £ (z)= f(z)€R, es contradeix amb {a)., 8i (b} és
cert,com que f(fn_1(z))=z tenim que z &s fix; llavors ja que

-1 L ..
2= (z) €L arridbem a contradicecit,

c.v.d.

En la resta d'aquést capitol definifem i estudiarem les
elevacions i el grau de les aplicacions f: 51-———--—--51 continues.
A més obtindrem un resultat sobre els punts fixos en Funcid del
grau,

A partir ¢’ ara pensarem en S‘I com el conjunt -«dels nombres
complexos de médﬁl 1.

Definim 1"aplicacid e:I]R—------m-S‘l com e(t):egﬂit. Es clar
gque e é&s un homomorfisme del grup aditiu_ R en el grup multipli-
catiu §' i gque Ker{e) &s el conjunt dels enters,

. . 1 .
Donada una aplicacid continua f: X——e35 o&n X &s espail

topeldgic, anomenem elevaci® de F a 17aplicacié continua

F: ¥——=R tal que f= eof .

El lema que seguel.. estd provat per C.T.C, Wall all0],

1 . .
Lema 4, Sigui I=10,1] i f:I——S5 continua. Llavors existeix

una elevacid® continua de £, que anomenarem £, f:F

R, unica



excepte translacions per enters,D’aquesta manera per a cada aaER

amb e(a_) = £(0), tenim una tnica elevacif F tal que ?(O):ao.

Sigui ara Peco(sq.s1) i sigui pes1 amb p=e(tp) i tpe[O,?l.
Podem considerar 1°aplicacid continua fa(Q/Jp): Jp———w-w51 on
Ip = o Tl
) Pel Lema 4 existeix una elevacid continua de fo(e/Jp),
aue denotem per Fp, Tinica excepte franslacions per enters.ks a
dir, per a cada ape]R tgl que @(ap) = Pu(e/JP)(tp) tenim pel

Lema 4 una ftnica elevacibd Fp . tal que fp (tp):ap-de manera gue

el segllent diagrama commuti:

=

f=3
=

1

i
3

Llavors per a cada EECO(SW.SW) 1 per a cada pES1, a tota
aplicacié Fp definida aix! 1 anomenem glevaci® de F de punt ba-
86 p. A 1l’elevacib de F de punt base p tal que Fp (tp)e[o.n
1°anomenem elevacid normalitzada de £ de punt base Rhifé;

‘gigui PECO(S1.S1). Fer a cada peS1 &s clar que e(tp) =
e(tp+1)=p. com gque per a tota Fp sabem que eon = Fo(e/Jp), te-
nim e(Fp(tp))= P°(e/JP)(tP) = f°(e/JP)(tp+1) = E(Fp(tp+1))~ Es
a dir Fp(tp+1)-Fp(tp) &s un enter i no depén de 1 elevacid de

punt base p que agafem ja que §p és finica excepte translacions



per enters.
a, 1 1, . 1 .
Liavors per a cada FeC {$ ,5 } i per a cada peS , a 1 en-
ter F (t +1)-F {(t )} 1”anomenem grau(f_ ).
pltptTI-Epty) graulf).
Sigui {a,bl un interval tancat de R, Per definicié
(2,51 +n amb n enter, denotara a 1 interval [a+n,b+nl .
En el Lema S ens proposem, donada una elevacibd d'una fun-

cidé F de punt base q, dir com s6n les elevacions de F de punt

base p., Al mateix temps en treurem conclusions.

Lema 5, Sigui FECO(S1,S1) i sigui qES1. Les seglients proposi-

cions sbn certes:

{a) L’ aplicacié 94 R———F, definida per gq(t):FP{t—n) +
n.grau(fq) si tEJq+n, &s una extensid continua de 1 aplica-
cid fq:Jq—-—»R; és a dir gq/Jq: Fq.

(b) Donada Fq, elevacié de f de punt base q, obtenim ?P, eleva-
cib de £ de punt base p, al fer Fp = gq/Jp .

{c) Per a tot pES1 tenim gque grau(fp):grau(fq).

Prova: L apartat {a) és facil de provar (les figures 3 i 4
comparen Fq amb gq/Jq—1L L°apartat {b} &s immediat a partir de
{a) (les figufes 1 1 2 11.lustren el procés en el cas tﬁzjq i
les 3,94 i 5 en 1 altre cas)

(c): grau(fp): Fp(tp+1)—§p(tp)=gq(tp+1)-gq(tp):

= ?q{tp+1—n—1) + (n+1)grau{Pq) -

Flt - graul F =
q( 5 n) + n.grauw q)
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= graul f
g (q)

c.v.d.

Vist aixd, a l'enter positiu grau(fq), que noc depén de q,
per a qualsevol qes‘I 1”anomenarem grau{f).

Bs conegut que el grau d’una aplicacid .E:S1-—--~-——-°-S1 con-
tinua que agui hem definit, coincideix amb el que s obté a par-
tir de 17aplicacid induida per £ sobre el primer grup d homolo-
gia de S] en ell matéix. Per tant tenim el segiflent lema (per més

detalls veure [81 1 [01).

. . , . i ! 1
Lema 6, Siguin F i g Funcions continues de § en § . Llavors lesg
dues afirmacions segllents sbn certes:

grau( Fl+grau{g)

(a) grau(f.g)

{b) grau{Ffog) grau{f).grauv(g)

D”altra banda notem que si peS1 i é&s un punt fix, per a
tot qes1 tenim gue ?q (tp):tp+k amb k enter., Amb aquesta obser-

vacid és Facil provar el seglent lema:

Lema 7. Sigui feco(s1,81). Llavors £ t& com a minim |1~grau(£ﬂ

 punts fixos,

De fet aguest resultat &s conegut, ja que |1—grau(f)[ és
. . 1 1
el nimero de Nielsen d”una aplicacid continua de § en § (veure
(41 padg.107). Nosaltres donem perd una demostracid clemental sen—

se fer servir el nimero de Nielsen.

20



Prova: Com qué e(0)=1¢ 81 les elevacions definides a
l'interval J = [0, 1], les escriurem ?1. Considerem les rectes
rn(t) = t+n amb n enter i teJ. . Bs evident que Im(rn}: {n,n+1]
on Im(rn) designa com é&s habitual la imatge de T

Amb aquesta notacid és clar que Fix(Ff) &s el conjunt dels

e(t) amb teJ, i P;(t) = rn(t) per a cert n, Sigui a:f;(O)E[O,H

i anomenem k al grau(f); llavors distingirem quatre casos:

as 1: k»2 {veure la Ffigura 6)

Tenim-que Im(F%)D[a,k+a] i per'tant 1m(f§):[n,n+1] amb
n=1 ..., k1. Per continuitat la grafica de f; talla a les
grafiques de r per n=1, ... , k-1 com a minim en un punt. Per
tant, f té& k-1 =[1-kl punts fixces com a minim.
cas 2: k=1 (veure 1la fiqura 7)

Tenim que Im(f;) Sla,a+1] , i &s clar que hi ha Funcions
£ téls que la seva grafica no talla & cap r.
cag 3: k=0 (veure la figqura 8)

Tenim gque f;(o)zf;(1)=a. Per continuftat f; com a minim
talla a T Per tant, £ té& com a minim un punt Fix,
cas 4: k<0 (veure la figura 9)

Tenim que Im(f;)a[k+a.a]. Per continultat, com en el
cas 1, f7 talla a rn com a minim per n=0,-1, ... , k. Llavors

1

£ té& |k|+1 =I[1-k| punts Fixos com a minim.
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CAPITOL 2

Aplicacicons continues del cercle amb grau diferent de -1,0 6 1

. . 1 1 .
Lema 8, Sigui fECO(S .5 ). Llavors les dues proppsicions se-
gtients sbn certes
n . | nI .
(a) F té com a minim |1-grau(f} | punts fixos.

(b) si grau{f) ¢} -1,0,7 1llavors f té infinits punts periddics.

Prova: {a): Per (b} del Lema 6 &s grau(fn) = (grau(f)}n.
Pel Lema 7 e te [1~(grau(f))n|punts fixos com a minim, (b):
$i grau(fi¢ {-1,0,1 tenim que |1—(grau(f))nL—+——*4n quan
n— ..

c.v.d.

Notem que. aguest lema ens assegura que Per(f) té infinits
punts; perd donat n, enter positiu, no sabem si neP{f).

Anomenem particib de 51 a tot conjunt finit de punts de

s, {21, vee s zn} tgl que (Zi’zi+1)ﬂ {z%. cen s 2y }: # per

Lema 9, Sigmi fECO(S1,S1) i sigui k =lgrau{f}! . suposem k>»1,

¥

1 . . .. 1
Llavors per a tot peS existeix una particid de §°, Fp ={z0

cee zk_1}, que COMpleix les tres propietats segfents:
(a) f(zi) = p per a tot i= G, ... , k-1.

1 . .
Yy =8 per a tot j=0, ... ., Xx-2 i f([zk_1, z 1)

(b) f([zj, Z. o

J+1]
1
=3 .
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(c) 8i p &s punt fix de F, 1lavors podem prendre Z,=Ps

Prova: Suposem graul{f)>0. La demostraéié del cas grau(f)
<0 &s totalment andloga. Sigui p= e(tp) amb tpe[O,i} i sigui
q= e(tq) amb tq € (0,1 qualsevol punt de 81. Prenem fq' 1" ele-
vacié de f de punt base g, tal que tp—1< ?q(tqy< tp.
Com gue graw{FP)=k, per continuftat existeixen punts to'
ce tk_1 que compleixen les segﬂénts propietats (wveure figura

10} :

(1) td<t1< .o <tk—1 i tjejq per a tet j=0, ,,, ,. k-1.

2) £ (t.})= j+t er a tot j=0, ... , k-1.
{2) q( J) jrty P j=0,
F{lt., t. > [3+t_, (j+1)+t er a tot j=0, ... , k-2,

(3) £.(1 37 Fyen D)2 [, (34)st ) p J '

Sigui FP el conjunt dels zj = e(tj) per a tot j=0, ... ,
k~1. De {2) es dedueix {a). D altra banda Fq([tk~1’ tq+1]}3
k=1+t_, F(t 41)] =42 i F {{t, t D>[F{t), t ]=8B. Ja que
{ o q( q ) q({ q' 0]) [ q( q) p ] ja q
- . — i 1 .
fq(tq+1) = fq(tq)+k tenim gue e{AuUB) = S , &s a dir E([zk_1,z0])
=S1. Llavors (1) i {3) acaben de provar (b},

Si p és punt fix de F, sigui g=p. Podem prendre ?p tal que
Ep(tp):tp. Per tant, t0=tp iz =p.

c.v.d.

. _ 1 .
Teorema A, Sigui Pec(s ,51) i suposem que grauw{flel-1,0,1} .

Llavors P{f)= N, excepte quan grau{f)=—2 que tenim P(f) > HN-12).

Prova: Pel Lema 7 sabem que F té& punts fix0s, sigui p un

d'aguests.gns proposem demostrar que existeixen punts n-perid-
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dics per a tot n»2 & 3, Sigui k=grau(f} i considerem 1la particié

chom al Lema 9. Distingirem tres cascs

cas 1: lki»3
| . sigus e
1,22§ + S31gul R= [P'Z‘l] i 1= [2.1,z2} R

Tenim FPD p,Z
Per (b) del Lema 9, R i L f-recobreixen 51. Per continuitat,
L F-recobreix R i R'f-recobreix RuL, Llavors f compleix les
hipdtesis de 1ltapartat (b).del Lema 3 i, per tant, té punts
n-periddics per a tot np2.
éas 2: grau(f)=2 (veure la figura 11)

En aquest cas szép,z1(. Sigui R=[p,2,].Per (b) del
Lema 9 R i 2,421 F-recobreixen 81. Llavors siguil A el conjunt
dels xe[z1,p] tals que P(x)=z1. Es obvi que z1eA,per tant poden
prendre ucA tal que [21,u)hA = ﬁ, Ja gque grauw{f)>0,per cons-
truccid tenim que {z1,u; f-recobreix R 1 pe{z1,u} . Sigul L=
{z},uj ; per continuitat tenim que R f-recobreix Rul, Llavors
{b) del Lema 3 es compleix i amb aixd s'acaba la demostracib,
cas 3: grau(f) = -2{veure la figura 12}

Tenim que FP= {P, 2.} . Com que, per (b) del Lema 9,

i
1 i . .

£(1p, z1])= S1 i f{[z1, pl)= 8 , existeixen ve(p, 21) i ue(z1, P)

tals que f(u):f(v}=z1. Notem que z.g{u, vi. considerem ara els

1
segllents arcs de §

11 = {pr Vi, 12 = [Z.Ir U.], I3 = fu, pl.

Per construccid tenim que 11 F-recobreix 12 i 13,

25



f- ] A L] F- brei .
12 recobreix 12 i 3 a més I3 reco ix I1
Per a cada enter positiu np3, considerem la segilent successid
i

tares d : = = = = ey .
dtarcs de § M1 13, MQ 11, Mk 12 amb k= 3, 4, n
Llavors aquesta successid d'arcs compleix les hipdtesis del
Lema 2, per tant existeix ZEI3, punt fix de Fn, tal gue F(Z)EI1
. 2 3 n-1 . .
i ¢f£°(2), £7°(2), ..., f {z) cl,. Bs facil veure que z &5 punt
n-periddic de f£. En efecte, suposem. gue EJ(z)=z per a cert j«<n.
En aquestes condicions é&s clar que z&{u, pii en tot cas arrivem
a contradiccid ja gque f (z):p&IQ. aixi £ té& punts n-periddics
per a tot np3.

c.v.d.

Recordem que si £ té& un nombre finit de punts periddics,

n .
s de la forma ‘m, am, 4m.., 2 m% amb n»0 im>»1 .,

i~

i aoh
Lty

. 1 1 . s
corol.lari 11.8igui feCc®(s , S ) i suposem que f té un nombre

finit de punts periddics., Llavors grauw(f)e€{-1,0,7} 1 si m £

&s gran(f) =1 .

Prova: Utilitzant el Teorema A i el Lema 7.

26



CAPITOL 3

Aplicacions _continues del cercle de grau O,

. . o, 1 1 . .
Sigui FeC (S ,S ), M un interval tancat de R i p un punt

de Sq. Escriurem 1§§p M) per designar el real positiu
max(F (t)) - min(F_(t)) amb McJ . Com que l'elevacibé de £ de
teM tem P P
punt base p &s Gnica excepte translaci6 per enters, notem que
1(?p M) estd ben definit, Sigui O=fu,v] , arc tancat de 81. Per
a tot pe(v,u , 1{£,p,Q) denotar2 e} real positiu 1(Fp M), on M

s 1'finic interval tancat de R tal que e(M)=Q amb MCJp, i1i

direm leongitud de punt base p de £ a 0,

Ancmenem amplitud de FPL_Ampl(FPl, a l(FP.Jp). Escriurem

Ampl{F) per designar el minim de Ampl(FP) per a tot peS1.

. . o, 1 1 .
Lema 12, Sigui PeC (S ,5 ) i suposem que grau{f)=0. Les segllents
proposicions sén certes:
. 1 1 . .=
(a) Sigui ges . Per a cada peS existeix fp' una certa elevacld

de f de punt base p, gque compleix,

i -
q ’ P

ERERH RS
q P

(b) Ampl(f) = Ampl(?p) per a tot pes .

(c) Sigui qes1 i tﬁﬂ0,11 tal que f%(té) = min fé{t) amb

te
Jq
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tée{tp, tp+1} i té‘EJq° Llavors fé(t }y = ?i? £0(t)
P

Prova: Com que grau(f) = 0, la gq que hem definit en el

Lema 5 compleix les segllents propietats:

(1) midx g (t) = mdx £°(t)
' teR tey g
q
(2) min g (t) = min £°(t)
teR I tey,,

Amb aixd (a) &s evident (veure les figures 13 i 14).

(B): pDe (2) es dedueix immediatament que donat qE.S'I és
Ampl(fq) = Ampl(?p) per a tot pes1. |
(c): Per (a) del Lema 5 &s clar que gq(tp) = gq(tl;)° D’ aci

i de la propietat {2) es dedueix immediatament {c},.

c.v.d.

Teorema B. Sigui feco(s1,51) i sigui grau{f)=0. Llavors val
¥arkovskii. Es a dir, si neP{F) llavors per a tot m a la dreta
de n 1'ordenacid del Tecrema de garkovskii, tenim que meP(Ff},
Aquest teorema 1l'hem dividit en dos casos: Ampl{f)<&1 i
Ampl{f)>1. En el segon cas no donem la demoétracié, que és
equivalent a la de Block, Guckenheimer, Misiurewicsz ilYoung a
[3] . Bn canvi incloim la demostracid quan Ampl(f)g1,que és
més senzilla que la que acabem de citar,
Prova: Pel Lema 7 sabem que [ té& com a minim un punt fix,

Sigui X, un d'aquests punts Ffixos., Com gsempre considerem xo=e(to)
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i

amb toe[0,1). Es clar gue f% (t0)= to' Anomenem m al min £7 (t).
o te] "o
¥
o
Sigua p=e(m). De 1l apartat (a) del Lema 12, es t& que m =
min ?P(t) per una certa elevacié de f de punt base p. Per defi-

te
JP

nicié Jp:[m’, m +17 amb m'€(0,1 1 m’'= m4n, n cnter, Sigul M =

max f_(t) . Considerem la Funcib g restringida a J -n=[m, m+i],
ter p P

definida com a 1’ apartat (a) del Lema 5. Ja que g = Fp(t+n)

p/Jp—n

&5 obvi que m= min g (t) i M=mdx g {(t).Per tant gpﬂm,m+1])=
terwn P tejp—n

(m, M1 . Per hipdtesi tenim que Amp1l(F£)<1 i 1lavors per (b}

del Lema 12, Ampl(Fp)< 1 per a tot pesj. Llavors m+1» M 1 tenim

gp(l m, m+1]) clm, m+1] . Per tant val Farkovskii per gp/[m, ne1]
D’altra banda, com que per {a) del Lema S sabem que

e(gé(t)) = Ff (ef(t)) amb te jp—n, & Facil provar que e(g;(t)} =

k . oL
F(e(t)) amb ter—n i k enter positiu qualsevol., Llavors é&s clar

que val Sarkovskii per F.

c.v.d.
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CAPITOL 4

Aplicacions continues del cercle de grau +1 & -1,

En les aplicacions contimues del cercle d& grau +1 & -1,
1amplitud juga un paper secundari com es veurd al 1llarg d aguest
capitel. Ja hem dit.a la introduccid que per esbrinar quins sbn
els arcs de S1 que la seva imatge per f &s tot S1 o compleixen el
Lema 2 o el Lema 3 definirem les branques i subbranques de F,

Préviament, pero,lobtindrem una condicibd que ens rela-
ciona les funcions continues de S1 en S1 de grau +1 & -1 amb
1°amplitud. Aquesta condicié també ens sera til a 1‘'hora de
caracteritzar P(F)}.

Sigui fECO(S1,S1)..Donat peS1 siguin d =F7(t_) i A _=(2,1")

_ —PF P P N
amb 1 1 1°definits com segueix (veure les figures 15 i 16):
1 &5 el maxim dels XEJP tals que féﬁ tp,x}):dp i 1’és.el minim
dels xejp tals que f;ﬁ x,tp+1 D:dp+grau(£).

Notem que 1 és estrictament més petit gue 17guan grau(f)
#£ o.

Sigui_gp_el conjunt dels xe}p tals que fé(x)=k+dp amb X
enter (veure la Figura 17),

Per a cada pes1 definim el conjunt dels punts de tall de
£, Tgf,E) com segueix. Considerem les components connexes de

CpﬂAp. 81 una component connexa es redueix a un punt t, direm
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que te™ £,p) si Eé &5 creixent o decreixent en t, Altrament, si
&s un intervael J, identificant tot aquest interval a un sol punt
t, direm que JCT(£,p) si la nova funcib E; definida per agquesta

identificacié &s creixent o decreixent en t. Les figures 15 i

16 mostren exemples de T( £,p).

11 .
Lema 14, Sigui fECO(S .8 ) i sigui grau(f)=%1. Llavors sOn equi-
valents les seglents proposicions.

(a) AmpI(f) =1

. . 1
(b) Bxisteix peS tal que T{f,p) = @

Prova: Les figures 16,32,33,34 i 35 sbn exemples de
funcions d‘amplitud 1; les 29, 30 i 31 ho sbHn drtamplitud més
gran que 1.

(a) =(b)
Per hipdtesi existeix pes1 tal que Ampl{fp):?. Sigui_

m= min F’(t}. Es clar que f’ = [(m, m+1}, Llavors 4 = £°(t
S(e) que £7(J)) = | = Ee)

te
JP

e{m, m+i} . Bn efecte, si fé(tp)q{m, m+1) , ja que grau{f) =21,
£7{t 41} hauria de sortir de im, m+1]., Per tant F’ =[a_,d _+1},
Hltp1) im, m+1] pJ5)=1d,,d 4]

&s a dir T{Ff,p)=p4.
() =>(a}
Per hipdtesi Eé(Jp) = [dp, dp+1]+k amb k enter, &s a dir

, 1
Ampl(fé)=1. Ja que grau(f)=%1 tenim que per a tot peS é&s

Ampl(?p) >1. Llavors Ampl{f)=1.
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Proposicid 15, Sigui EECO(S1,S1) i suposem que grau(f)=*1. §i
existeix peS1, punt fix de £, tal que T{f,p)=@, val Carkovskii.
Prova: Tenim fé(tp):tp:dp i ja que T(E,p)=ﬁ és clar gue
fé(Jp}:Jp si graun{f)=+1 1 £é(Jp)=JP—1 si grau{f)g-1. Conside-
rem Ep tal que ?p(}p):Jp. Llavors val ¥arkovskii per ?p. La

demostracid s’acaba com en el Teorema B.

c.v.d.

vista la informacié gue ens proporcionen els punts de
'tall,anem a fer un altre tipus de consideracions.
| .
Per a cada peS 51gu1_gp_e1 conjunt dels qu1 tals que
F =F . Notem que T =e(C_}. Per a tot qeT_ i t €C tals gue
(p)=£f(q) q b ( p) €T, < q
=e{t al¢ g=alg t denota 1’enter F’{t )-d_.
gmelty) algpgmale t, pltq?=dp

Lema 16. Sigui feco(s1,s1)'i suposem-que grau{ £}£0. Llavors

per a cada pes1 és certa una de les dues proposicions segllents:

{a} Existeix una particid Ffinita de 51, Gyrdyr eee 4 9, ¢ que

compleix les segﬁents propietats:

{a-1} pe[qn,q1) i qieTp per a tof i=1sn,

(a-2) algpq1=t1, alcpqﬂ=grau(f) i alcpqiéalcqui1 amb jeii+1,i-1
per a tot i=2:n-1,

(a-3) per a tot ge[q;.9q

i+1}ﬂTp tenim alcpq=a1¢pqi amb i=1in-1,

1 . . 1
{a-4) f([qi,q.+1]) = 8§ per a tot i=l+n-1 1 £{| qn,q1])=5 .

1

{b) Per a tot qETp al¢pq=0 6 alcpq:grau(ﬁ).
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. . . 1
Prova: Consideram el conjunt Cp i els conjunts Cp’ per
i=0+n, que compleixen les seglients propietats (veure la figura

18):

n 1
(1} = V¢

i Clﬂ ¥ per a tot i=0+im.
120 P

[

(2) per a tot xeC_ i per a tot yeC; X<y s1 i<j.

el

{3) per a tot xeC

eI

£7{x)= k.+d_ amb k. enter que no depén de x,
P i P 1
= = ] =k *1 j i—=1,3i41 i=1+n-1,
(4} k0 0, kn grau{ £) i kl kJ amb jefi-1,i+1}, i n
Escriurem a; i bi per designar respectivament el minim

i el maxim de C;. Notem que ao=t 1 bn:tp+1. veiem gue de con-

P
. i . ) .
junts CP n'hi ha, en efecte, un nombre finit.

. oo . . n
51 n no fos finit, tampoc ho seria €1 conjunt {J {ai,bil.
i=1

Per tant, aquest conjunt tindria a J,, wn punt dacumulacid s.
Llavors per a tot epositiu existeixd tal que, per 2 tot xe{s—3,s+3)
tenim que f;(x)e (Pé(s)—c , fé(s)+e). com que a {s-8 , s+ hi
hauran punts de diferents algades, per ¢ =% arribem a contra-
diccib.

Sigul qi:e(ai). Bs Facil veure que al fer aquesta matei-
xa construccid per a cada qj amb j=1+n, com a minim obtenim els

punts de la forma ai+k amb ai+kEJq
J

les figures 19 i 20). Notem, perd, gque al passar a Cq podem
J
perdre el punt a,- En efecte, només cal prendre una Funcid F

i=14n i k€{-1,0,1] {veure
L4 .

tal que Cg tingui més d'un punt (les figures 19 i 20) també
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il.lustren aguest cas), Per tant no tindrem en compte g
Distingirem dos cascs: n>» & n=1, Del primer cas cobte—
nim {(a) per construccid i (b) é&s evident a partir del segon,

c.v.d,

Observem que si (b} é&s cert, podem considerar, com en el

cas (a), q.= e(a1) que compleix algpqq: grau( F).

1
i . o, 1 1 . . . i . .

Sigui fec (s ,5 ) 1 siguil peS . S5i és cert (a) del Lema

i

. n . .
16 els conjunts gp_l gplamb i=1sn-1, denoten respectivament els

1 .
arcs de § [qniq:]] 1 [qi!qi+1]'

A cada B; 1’ anomenem brahnca de f de punt base p 1 diem

que £ t& n branques de punt base p, Si &g cert (b} del Lema 16

al conjunt [q1,q1] 1'anomenem branca de £ de punt base p.1

diem que £_t& una branca de punt base p.

Notem que si per a tot peS1, £ té& una branca de punt ba-
se p, aquesta definicid ens dona la mateixa informacid que el
gral. En aguest cas ens caldra Filar prim, per aixd més enda—
vant definirem les subbrangues de F,

Préviament velem el seglient resultat.

. . 1 .
Lema 17, Sigui PeCO(SW,S ) i suposem que grau(F)=11, Llavors per

1
a tot peS , F té un nombre senar de branques,

Prova: En la notaci6é introdulda a la demostracit del Le-
ma 16 tenim que bn=tp+1 i alc;pbn = grau(F), $1 n fos parell lla-
vors bn tindria algada parell i, per tant, diferent de grau(f),

c.v.d,
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Aquest resultat ens permet agafar els intervals adeqllats

en la segllent proposici6.

. . . 1T . .
Proposici® 18, Sigui EECO(S ¢S ). Suposem que grau(f)=%1 i exis~

. 1 .
teix peS tal que F té& més d'una branca de punt base p. Llavors

P(£)= I,

Prova: Pel Lema 17, f t& com a minim tres brangues de
punt base p, Reordenem les brangues de manera que Pg(p)e[qn.qﬂ
CBn. Sigui R:B‘l i L=B2.. Ja que 81 i B2 f-recobreixen Sj, per

P P P P P
continuitat, L f-recobreix R 1 R F-recobreix RuL. D'altra banda
RAL :[qQ} i com gque f(qe):f(p) tenim que Pg[qg)éR. El Lema 3
prova que f té punts n-periddics per a tot n»2. A més, per con-
tinuftat, fé talla . a alguna de les rectes rn(t)+tp amb tejp,
rn(t)=t+n, com ja hem definit en la demostracid del Lema 7, i
ne{~1,0,1). Per tant £ té& punts Ffixos,

c.v.d.

. . i 1 . , X
Lema 19, Siguni feco(s 8 ) 1 sigui grau(f£)=#1, Suposem gque per
il
a tot peS f té solament una branca (q1,q1]de punt base p., Lla-

1 ) X :
vors per a cada p€ES existeixen punts Zgr Sq 1 S, que eventual-

ot
ment poden coincidir, tals que:

(a) £([z,,9,1)=8", B(z,)=E(p) i 1(£ 2,0 2,,q, D=1
(b) £([x,q,))#5 per a tot xe(z,,q,]-

(e) #(Isyvs, ) = £([qy.2,]).

(d) pera,,z 1 1 £(p) = £([5,,s,1).
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(e) alczo(a1) = alczo(tp) = alg, {(b"+1) = grau(f) gmb e(a]) = q,,

Lo

=[b: b +1] 1 bk a’g t- < b +1,
JZO (by b"+1] 1 ar< P(

(£) si z0¥ q, 1lavors z _¢(s, ,s } -

. . . 1
(g) 51 existeix peS tal que 1(£,zo,[s1,s2]) »1 llavors
(2,eq,00S, 45, = 8.

Prova: Treballem en la notacid introduida a la demostra-
cié del Lema.16, Tenim Cp=C;lJC; . Sigui 2= e(bo). Per cons-
truccid Pé(bo)zdp i Pé(a1)=dp+ grau(F)., Llavors F([zo,q;]):s1
i ja que a = min C; i b= max C; tenim (b) {veure la figura 21).
L'apartat {a) é&s cert per construccib.

Considerem Mp i mP definits com segueix (veure la Ffigura

22): xeMp si xen i fz (x) = max PZ (t} xemp si xeQ 1 fz {x)=
fol teg ‘o . o

min-fé(t), amb QcJ, i tal que e(Q):[q1,zO] .
te o] s}

Siguin cqi c, el minim i el maxim respectivament del

conjunt min(Mp), min(mp) i sigui $;=e(c.) (veure la figura 23).

Llavors {c}) i (d) sbn certs per comnstruccib,

{(e): per construccié tenim que aO:tp, b1

':_tp'I-'] ' fp(bo)::

F'{a =d 1 £{a = £°{(b =d + grau(f). Es clar que
2(ay) Ha,) = £5(b) = & + grau(s) 9

P

boc a1<lb1 <b0+1. Sigui k un cert enter tal que Jz =[b’,b"+1]
o
amb b’:boan. Considerem a%:aq—k i tﬁ:tp+1—k. Llavors per (b) del

Lema 5 tenim on(a1) = fzo(tp) = Ezo(b +1) = grauw {F).
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(F): Ja que zoﬁ 9., en la notacib ¢e l'apartat anterior,
tenim a%( b'+1, 5i b'+1EMp 6 mp del darrer apartat es dedueix
que a; tamb® hi pertany. Lliavors b“+1 no pot ser el minim i

ZOGEKS,‘ ,82} .

(g): De les hipdtesis i de {c) tenim que zo% q,. Per
tant de l'apartat anterior deduim que ZO# S e A més 51# q,-

5i 5,=4 [c1,c ] = [a;,cz] amb a;com a 1'apartat ante-—

2

rior, Ja gque l(f,zo,[s1,52] Y31 en {a;, cg] hi ha un punt X
|

tal que f; {x) = f; (a;)i1. Llavors f t& més d'una branca de
o] s]
punt base .+ que es contradeix amb la hipdtesi.

c.v.d.

_Notem que [s,,s,] sempre existeix encara gue es pot re-

. . 1 1
duir a un punt, Considerem, per exemple, fECO(S »3 ) tal que

2,24, 6 tal que f([q1,zo]) = constant = F(p). En ambdbs casos
Mp = mp =0Q 1 [sq,sglz {q1} .

Anomenem subbranca pringipal de F de punt base pJ_E;J_
a 1'arc de 51 [zo,q1li. bbr _secundarie de F de punt base

2

1 . i .
P, RPL a l'arc de § [51,3 ]. La longitud de Fa RPL_que escriu-

2

rem L(Rl , amb i=1 6 2 serd el real positiu 1{Ff,z ,Rl).
——p-~L o''p

Proposicid 20. Sigui feco(sq,s1). Suposem que grau{f)=11 i que

1 .
per a2 tot geS f té solament una branca. Suposem també que

3 1 . 1 1 .
existeix pes tal que f(p)@lnt(RﬁJRi), f(RE}DRP' el conjunt
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1, . ' i .
F(51), E(SQ) ¢int(Rp) i és certa una de les seglients afirmacions:

(a) R;nRE y
(o) pefa,, z_ |1 £(pleipy 2]

{c) p és Fix de £ 1 p # q,
2 1
(d) £7(pleR
P
Llavors P(f) = N.
Notem que si L(Rs))1, per (g) del Lema 19 es verifica {a).
Prova: Ja és conegut que quan grau(f)= -1 £ té punts fixos.
En aquestes hipdtesis,a MéS, es compleix que f també té& punts
fixos quan grau(f)=1. En efecte si f(p)eint(R;uRE), en particu-
lar f(p)&int(R;) i 1iavors en la notacid del Lema 19 tenim que
b'+1>dp;a;(notem que f(p)e[q1,zo]). Llavors per continuitat F té
. 1 .
un punt fix a RP (veure la Figura 24). Per tant ens proposem
provar que F té punts n-periddics per a tot n»2,
En primer lloc tenim que q]# 5, i 51# 5, si q,=s 6

2

sl=52 &s clar que, en la notacié introduida en la demostracid
del Lema 19, Mp = mp. Es a dir f; &g constant a Q, que s Con-
tradeix,

Com que q, 2 S, &g clar que p £ 55 Suposem que Pe{S,, S,|
&s obvi que existeix t7 tal que e(t’}).= p i tle!min(M_),min(m .

q b q (p)Plp (p) PJ

Llavors tégQ i, en 1a nc* 16 introdufda en (e) del Lema 19,
tenim que a1<tp. Per (el del Lema 19 Ezo(a1) = £ (tp) i, ja

ol

que té &z minim, tenim a% = t . Llavors p=s =q,.

P
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Fer hipdtesis f(P)Qth(R;JRE) i per construccid R; s

’ .
recobreix 31(és a dir RP F-recobreix [£(p), F(p)1 ). Llavors és

1 . 1 .

clar que Rp f-recobreix RﬁJRi. Draltra banda tenim que P(RE)D
1. ' : , . .

Rp i }P(sj), f(52)£¢1nt(R;); aixd garanteix que Rﬁ F-recobreix

R1°

P

' . A T .
Notem que és possible que R2 F-recobreixi Rp 1 en canvi

£(s,), £(s,)

cint(R;) (veure la figura 24), perd per construccid
£ tindra més d'una branca de punt base Z .

5i (a) és cert prenent R:R; i L=R§ l'apartgt {a) del
Lema 3 acaba la demostracié.

Ja que f(RE)tJR; tenim que z, £ q, i per (£) del Lema 19

; P 2 . 1 2 . :
zO£ s,. Per tant si Rpr1RP Z ¢ tenim que RPF\RP =lq) 1 q=s,.

Per (a) del Lema 19 i ja que q.eT tenim que £{a

1im 4 \I:.f(z )] Ta anre
“I P 1’ Ll w T

o7 ¢ e

<, i c, sébn maxim i minim a Q i C1=a%, per {c) del Lema 19, te-

nim que #(R7) = £([ q,,5, 1) = £( [ay,25 1) = £([ 5,2, 1) (veu-

2%
re les figures 25 1 26). De (4} del Lema 19, Pe(d4+2,]. Llavors
5i {b) &s cert distingirem dos basos:

2
cas 1: R .,
Cas 1. p p

Ja que £(p) = £(q,) i p£ s, tenim que £([q,,s,]) =

f([p,sg]) (veure la figura 25). Com que GO = RE &s clar

5)
. 1 , . .
que [p,s21 f-recobreix RP . Per hipdtesi p #£ q, 1 com que 20#52
. 1 .
tenim que R;n[p,sg] =#. Prenent R=RP i L=[p, sz]pel Lema 1
R f-recobreix RuL. Llavors 1l'apartat {a) del Lema 3 acaba la .

demostracib.

40



2
cas 2: peR_.
£as . P p
pe {a) del Lema 19 P(p):f(zo) i com que p;és2 tenim que
f([sg, zO])zf({sg, pl), (veure la figura 26), Com gque E(Rﬁ):

. . i .
f{1s., 2 J) 1 R° F-recobreix R, é&s clar gue [s,., p| f-recobreix
R;, D'altra banda per hipdtesis f(p)&isg, P) 1 per tant, amb un
raonament analeg a 1'anterior tenim que R; f-recobreix

1
R wls

_ . : '
pulSyr Pl Prenent R:Rp i L=[S,, P}, com que p#zo i 52£q1,

la part {a) del Lema 3 acaba la demostracib.
81 (¢) és cert tenim que peRE. En efecte, si pERE com que

F{p)=p i f(p)eint(R;URs} tenim gue pefs,, s,| i per tant

2 |

P=s, . D'altra banda hem vist que 9,=3 que ens porta a contra-—

4
diccié amb 1la hipdtesi,

Notem perd que si pERE tenim T(f;p)'; g i per ser p fix
val Sarkovskii tal com heﬁ vist a la Proposicibd 15.

Per construccid tenim que P(q1)=£(p)=p 1 ja hem vist gue
z f.sg. Prenent R:R; 1 L=R;, ja que peRE, 1'apartat (b) del
Lema 3 acaba la demostracib.

51 (d) é&s cert, com que per construccid f(p):f(q1),
tenim 52(q1)eR;. Prenent R:R; i L=R§_1'épartat (a) del Lema 3
acaba la demostracid.

S c.ov.d.

Sigui fECO(S1, 51) tal que per a ftot qu1 £ t& solament

una branca. En la notacié introdufda a la demostracié del

Lema 19, sigui__cp_e{C,l. <,

amb ceM i sigui s =e(c ).
PP gui s =e(c)
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. o 1 .
Proposicid 21, Sigui 5660(51’8 Y. Suposem gue grauw(f)=%1 i que

1 . . ] .
per a tot ges F té una sola branca. Sigui pe§ 1'Gnic punt
fix de F. 56n certes les tres proposicigns seglients:
{(a) 51 T(f,p) = & val Yarkovskii.

(b} 81 T{E,p) £ H 1 E(sp)& R' tenim P{f)= M,

T =

(c) 81 T(f,p) £ 91 f(sp)e R_ existeix un enter n amb n»2, tal
que P{f}=!1, n, n+1, ..., .
El Lema 7 ens diu que una Funcid aixi ha de ser necessi-

riament de grau +1.

Prova:

{a): és la Proposicid 15,

53 considerem les subbranques de punt base p, Ja que p
gs 1'unic punt Fix'tenim'z0=p. En efecte «i hoga0=tp hi haurien
ﬁés punts fixos (veure la Ffigura 27). Llavors R;zip, q1].

(b): Per construccié E(RE) &s un arc de S1 de la Ferma
[u,f(sp)]. Per {d) del Lema 19, pzf(p)ef(Ri) és a dir

2 1 . 1
(p,F{s JleF(R" ). Ja que f{s_)¢R &s clar que R_ F-recobreix R_.
p (p) (p) Ja q (p) 5 q b

2
P
1 , 1 .
D'altra banda f(p):peint(RpuRi) i per tant Rp f-recobreix
. 1 .
R;uRi ja que, per construccid, RP f-recobreix |p,p). Per {f) del

Lema 19 p%sQ, per tant peER2 i, per construccid, f(qj):f(p):po

'

el Lema 3 acaba la demostracid ja

1.
Llavors prenent R:?p i L=RP

1 2 1 2
ue R nR = & R AR = .
9 P P ? P p lq”

{c): Tenim que f(sP) Z p. En efecte, i f(sp):p 1lavors
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F7{c_}=t 4k amb k enter; ja gue F &s de graw +1, £7{t +1)=t_+1 1
P(P)P Ja g g 'P(P)P
ja que cPeMp &s clar que k»i, D'altra banda si k>1 tindriem més
dfuna branca de punt base p. S$i k=1 tenim Fé(Jp):[m’ tp+1} amb

m= min F’{t) . Notem que si m<t_, per continultat,

P no é&s 1'Gnic punt Fix {veure la figura 27). Per tant P;(Jp)=jp
i T(F,p)= ¥ gue es contradeix. .
i . 1
Ja que RP =iP,q,) 1 P(SP)eRP &s clar que E(sp)e(p,q1] .
Sigui m e} més petit enter positiu tal que: fm_1(sge(p,q1] i

Pm(sge(q1,p] . Prenem els segllents arcs a S1 {veure la figura 28):

i-1

A1=[Psf(sp)] ' Aiz[f (sp), fi(sp)] amp i=2, ..., n.

B=(q,:5,] i C=[s .P]

P
Per construccid f(q1) = f(p)= p 1 l1llavors £(B) = F{C)> Al

amb 1= 2,

1 ) i >
D'altra banda &s clar que E(A1) AvA, 1L E(Ai) Asq

.eay M=1, Distingirem dos casos (el segon estd il.lustrat per la
figura 28};
cas 1;: Pm(sp)EC.

Bs clar que A OB i per tant P(Am)3A1. Per a cada enter
n, amb npym, considerem la seglient successib d'arcs del cercle:
MizAi+

3 amb 1=1, ... , m=-1 1 Mi=A1 amb i=m, ... , n. Pel Lema 2

existeix VEAQ, punt fix de fn, tal que fl{v)EMi+1; a més v és

punt n-periddic ja que £ (v)£ v. Tenim {£7 V), ... , £

(v)
CA, iAnA =1£(s ). si £ (v)av &s clar que £ (v)=£(s_)=v
1 T2 p’ 't - ; p )

Ja que v:fn(v) tenim f(sp):fz(sp) i p no &s 1'0nic punt Fix de
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£, gque es contradeix. Per tant f t& punts n-periddics per a Lot
npm,
cas 2: Fm(s Ye(q.,s_ ).
E— P 1P
. m-—-1 .

Per construccid AmD[E (sp),_p] i f(q1)=f(p}=p. Llavors

m
£(a )o1f (sp), pl>C.

Per a cada -enter n, amb npm3l considerem la segllent
successid drarcs de 81:

Mi:Ai+1 amb i=1, ... , =1, Mm=c, Mi=A1 amb 1=m+1, ..., 7.

La demostracib acaba com en el cas anterior.

C.V.d.
L

El segllent teorema &s el resum dels resultats obtinguts

per grau{fi==1.

Teorema €, Sigui fECO(Sﬁ,Sq) i suposem que grau{f)==1,

(i} 81 existeix pes1 tal que f té& més d'una branca de punt ba-

se p tenim que P{f)}= M.

{ii) Suposem que per a tot pes‘I £ t& una scola branca de punt

base p, i sigui R;=ip1,p2] la subbranca principal, llavors sbn

certec les seglients proposicions:

{a) Suposem que existeixen pes1 i A=[a,b], arc propi tancat de

si, tals que f(A):f(S1—R;), f(p)eint(R;JA), E(A)DR;,

{f(a),f(b)}qint(R;) i &5 certa una de les seglients afirmacions:
1

(1) AoR = @

(2) pe|p,,P,) 1 E(P)E[P.P]
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(3) p és punt fix de £ 1 p #p,
(4) £%(p)eR]
P

Llavors P(£f) = N
(b) Supcsem que existeilx pES1, punt fix de £ tal que per a tot
q 1 E amb quP, E entorn de q a S1 i p¢E tenim que peFr{ f(E)).
Llavors val garkovskii.
{c) sigui p l'finic punt fix de f 1 suposem que existeix qu1
tal que: qeR;, f(q)eR; i F(S‘—R;) = [v, £(q)) amb [v. £(q)]
arc propl de S1. Llavors existeix un enter n amb n32, tal que
P(F) = 11, n, n+1, ... 1,

Prova:

(i) és la Proposicit 18

{ii, (a}) prenent A= Ri &g la Proposicid 20 utilitzant
{c) del Lema 19.

{(ii, (b)) per hipdtesis és clar que T(f,p) = @. La
Proposicié 15 acaba la demostracid,

(ii, (c¢)) ja que f(S1—R;) = [v,f(q)) i qeR; tenim que
9= s, P q,. D'altra banda per (d) del Lema 19 p= f(p)e€

f([s1.52]) i per (¢) del mateix lema f([s1.s 1) = tv, F(q).

2
Llavors f(q) # p. En efecte si £(q) = p tenim f{sp) = p. Per
construccid é&s clar que f(q1) = p. En la notacié introduida a
1'apartat (e) del Lema 19 tenim alg(a%) = alg(cp) i a;CCP.

Com gue 9, £ sp tenim a;<cp i arrivem a contradiccid perque en

aquest cas cp no seria el minim de Mp.
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En aquestes condicions &s FAcil veure que T{F,p) # f.

Ja que f[q)ER; som a les hipdtesis de {c) de la Proposi-
cifd 21. Aixd acaba la demostracid.

c.v.d.

Al comengament del capitol,hém avangat que l'amplitud
'juga un paper secundari, Observem gue F pot tenir una sola branca
i ser d'amplitud més gran que 1 { veure la figura 31) o tenir més
d'una branca i ser dtamplitud 1 { veure 1a figura 16), Bl seglent
lema mostra que les funcions per les quals hem caracteritzat
P{f}) en el Teorema C poden ser de gualsevol amplitud. En 1'enun—
ciat d'aquest lema utilitzarem la segllent definicié.

Siguil feco(s1’ 81) i B; una branca de £ de punt base p.

i .
Lrem. " té d siti . 1 .- = .
Direm que £ pendent positiva a Bp_ql a c,‘pal+1 algpal quan .

i=1¥n-1 1 algpa1—1 = algpao guan i= n. Analogament direm que f té

. i
pendent negativa a B s7 -
P egariva a Bp 51 519P31+1

= a =1 1=1+n- 1
E\lgpa1 dquan 1 n-1 1
alcpa1 = algpao—1 quan i= n. La figura 29 il,lustra aguesta

. . . . 1
definicib, f té& pendent negativa a Bi i positiva a BP.

Lema 23. S§igui féCO(S1, Sq). Supcsem que grau{Ffl=+1 1 per a tot
pes1 £s certa una de les tres afirmacions segllents.
{(a) £ té més d'una branca de punt base p i com a minim dues
d'aquestes branques compleixen l(f,p,B;} > 1,
{b) F t& més d'una branca de punt base ﬁ, 1(£,p,B§}> 1 per un

1 . _k

fnic k i £ t& pendent diferent a BE_ i Bp'

2 .
{(c) £ té solament una branca de punt base p, L(RP) >1 i
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(Eyz v l2gs .3 )21,

Llavors ampl{f) >1,

Les Figures 29 1 30 sén un exemple d'aquest lema, Les
figures 32,33,34 1 35 mostren que si falla algu?f hipdtesi ja
és possible trobar un pes1 que ho tingui punts de tall. Notem
també que el reciproc no és cert ja que hi ha funcions d'ampli-
tud. més gran que 1 ﬁue no compleixen les hipOtesis (veure la
Figura 31). A més aquest lema deixa clar que les funcions per
‘les quals hem caracteritzat P(Ff) poden ser tant d'aﬁplitud 1 com

més gran que 1.

. . 1 .
Prova: Sigui pes tal que {b) &s cert. Per construccid
: k k N
tenim BP = e([ak, ak+1]) amb Cpc[ak' ak+1], en la notacibd in-
trodufda a la demostracié del Lema 16. Podem suposar sense res-
triccié {com a la figura 29) que la pendent de B§ &s negativa,

Sigui tse[ak, b, 1 tal que Pp(ts) = max Fp(t). Ja

. ) tE[ak. bf
que 1(£,p,Bp) »>1 i la pendent de F a Bp g5 negativa tenim

k

. i k-1 s
P;(tc) >fé(ak). Per hipdtesi la pendent de BP &5 positiva,
- ’ >1 1 ‘ >
Llavors l(fp,[ak_1, tS]) 11 l(fp, [ts, ak+1]) 1.
. : . 1

Si {c) &s cert, per (d} del Lema 19 tenim an RE = A

En qualsevol dels tres casos, tenim dos intervals tancats
a Jp tals que la longitue de fé en aquests intervals &s estric-

tament més gran que 1, Lavors l'antiimatge de dp té com a minim

dues components connexes a Jp. Per construccid com a minim una
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d'agquestes components connexes é&s a Ap i llavofs T(f,p} £ & per
a tot pe51. Pel Lema 14 tenim Ampl{(f)> 1.
c.v.d,

Ja Yem vist a la introduccié que P(Ff)2{1, 2, 3} equival
a dir P{f) = W. El Teorema C mostra les dificultats amb les
funcions de grauxi. D'entrada ens diu com trobar funcions de grau
1 amb P(f) = W {Proposicions 18 i 20), P(F) = {1, 3, 4, ...
(Preoposicib 21) ila més sabem que hi ha Funcions que 1g¢P{f).
D'altra banda (com en el cas.de les Funcions de grau Q) ens
assegura l'existéncia de funcions que compleixen Sarkovskii
(Proposicions 15 1 21). Aixd Fa possiﬁle I'existéncia de funcions
de grauxl amb P{f) = {1, 2, 4, 5, ...] (veure [9]).

A més de la dificultat que implica aquesta varietat de
possibilitats, hi ha alguns résultats coneguts que encara no han
aparegut en aquest estudi a partir del grau. Aixd fa esperar gque
la complicacid augmenti notablement. Observem per exemple que
encara no hem caracteritzat :les funcions amb un ncmbre finit de
punts periddics; finicament sabem, pel Corol.lari 11, que sdn de
grau i, -1 & 0. La segllent proposicié,la demostracid de la qual
es pot'trobar en el llibre 4'Arncld i Avez ( veure [1]), mostra

dues altres possibilitats.

.. . . 1 .
Proposicié 24. Sigui 8 = R/Z i w:s1——>51 automorfisme
tal que @{x)} = x+w (mod 1 ) ambwe R,

Llavors sdn certes les dues proposicions seglients.
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{a) w= s/q racional < p b&s g-periddic per a tot peS1.
. . ) . 1 .
(b) wés irracional <« les Orbites de ¢ s6n denses a § 1 per

tant P(F) = £.
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CAPITOL 5

Homeomorfismes del cercle

La dificultat que hem trobat en el capitol 4 desapareix
gquan considerem homeomorFismes en 1loc d’aplicacions continues

del cercle. En aquest cas podem caracteritzar completament P(f).

Lema 25, Sigui f:J———] homeomorfisme amb J =ix, x"], xZx+1.
Llavors les segllents proposicions sén certes:

(a) F &s mondtona creixent o decreixent.

(b) Si £ creix tenim P(f)= {1}..

(¢} 5i F decreix tenim P(F)= (1,2} .

Prova: La part (a) és facil de provar per injectivitat i
continuftat. (b): Ja gue f &z bijectiva i creixent &s clar que
x, xe€Fix{(f) 1 P(F)>{1} . Anem a veure que P(fj={1} . Prenem
Fix{Ff} amb els seus elements. ordenats, Xor aee 2 Xop oo Es clar

ue x® =x 1 x =x". 8igul J. = {x., X
que X =X 1 X, gui J. = (x;,

i i+1)' Tenim que Jinplx(F):ﬁ

per a tot i= 0, ... , n-1, Es a dir, per a tot X€F . x<F{x) 6
x>f(x). Per tant Fn(x)<fn+1{x) 6 fn+1(x)<fn(x) per a tot n en-
ter positiu, Llavors &s obvi que Per([) = Fix([F).

(c}: Ja que £ &s bijectiva i decreixent &s evident que
Flx}=x"1 F{xX)=x; és a dir, x i x"sbdn punts 2-peribdics de f.
D"altra banda, per continuftat f talla a ro(t)+x amb ro(t) defi-
nit com a la demostracid del Lema 7. Llavors f té punts Ffixos,

aixi P(F)air,21 .
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Volem veure que P(F) ={1,2 } . com que f decreix, tenim
gue 52 creix i per (b) P(£2) =11] . Suposem que P(F}£ {1,211 ;
&35 a dir, que existeix un enter positiu n, n»2, tal que neP{Ff).
Sigui =z un dels punts n-periddics de F. Si n &g parell és obvi
que z és punt n/2 — periddic de £2 amb n/2 # 1. Si n és senar
tenim que 2z &s punt n-periddic de EQ amb n £ 1. Aixd es contra-
deix amb que P(fz) ={11% .

c.v.d.

. . 1 1 E
Lema 26. Sigui F:8§ ———8 homeomorfisme, Llavors per a tot
1 . . ' ;
PES  exilstelx Hp’ interval tancat de R, tal gue fé:Jp-——-———»Hp
&5 homeomorfisme. Amés H ={d_, d +1] 6 {a_ -1, 4_].
P P P P p

Pl

Prova: Ja que f &s bijectiva ho és fp' com que f; és con-

tinua &s creixent & decreixent. Llavors fé{Jp) =]d_, dp+1 ] si

p
és creixent i £° = [d -1, & i &5 decreixent, Sigui H
p(Jp) ( LT ]si és g P
. .. . -1
aquest interval, Ja que f’:J ——H_&s bijectiva, £’ H ——
a I pp p I p HpJp
també ho &s. Sigui.g 1l elevacib de f_?a Hp. El seglient racna-
- -1 - -
ment prova que g=£é 1, q=F (F{q)} = ¢ 1(f‘(e(tq))) = £ 1(e(f}'}(tq)
-1 -1
= ef{g{F {¢ amb teJ . Ja que F és continua i £° és ele-
(s(2;(x ))) amb teT . Ja que :

. —1 . ,—1 ” . . N
vacié de F tenim que fp és continua i fp homeomorfisme,

c.v.d.

o 1 1 .
Teorema D. Sigui f: §———3 homeomorfisme, Les seglients pro-
posicions sbn certes,

(i) grau(f}) = +1 & -1 .
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(ii) si graw{f)=+1 1 P{E) # @ existeix n, enter positiu, tal que
P{F)={n}.

{31i)8i grauw{f)=—1 tenim gque P{£)={110 P(f) = 1,2} .

Prova: Ja que e{0)=1, pel Lema 26 P;: Jj——=H, é&s homeo-
morfisme creixent o decreixent. Es clar que si &s creixent te-
nim grau{f) = +1 i grau{f) = -1 si és decreixent,

(iiY: 8i P{F) # @ sigui n el minim de P(£f). Es obvi que
I3 &s homeomorfisme 1 té un punt Fix com a minim. Sigui p un

dfaquests punés Fixos. Tenim que fg’(Jp) = Jp i fg’ &g homeomor-
fisme pel Lema 26. Del Lema 25 es dedue%x que P(f;') ={1} . Bs
a dir, P(En) ={1!11i P(F)?In}i. Anemn a veure que P{f) =tn} . Si--
gui meP{f) amb mfn. Ja que n é&s el minim tenim m>n, §i qES1 és
m-periddic de f és clar gue qEFix(fnm). Per tant quer(fn) perd
quix(Pn) i aixd es contradiu amb que P(fn) ={1] .

{iii): Pel Lema 7 £ t& dos punts fixos com a minim, Sigui
p un d‘ells, Pel Lema 26 fé(Jp) = Hp i és homeomorfisme, Ja que
Hp = [dp-1, dp} i p é&s Ffix, si Ep = £é+1 tenim que ?p(JP)=Jp.
bel Lema 25 es dedueix que P(?P) ={1,21 . A la demostracié del
Lema 25 temiem que Per(?pe)n[tp, tp+1] . Ja que ty &s un punt
Fix de F, =i Per(?PQ) = ;tp' tp+1£és obvi que P{f)={1} . Llavors
tenim que P(F)24116 P(F)>f1,2 | . Suposem ara que existeix un en-
ter positiu n, n>2, tal que neP{f) . D"altra banda, ja que £ é&s

de grau -1, E2 &g de grau +1 1 P(f2)= {1 1. 81 g és un punt
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n-periddic de f &s clar que quix(fgn). Per tant qe_Per(Fg) perd

qu‘ix(fz), que es contradiu amb que P(fe) ={1 i
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APENDIX

Un exempie

'La caracteritzacié dels pericdes d'una Funcid continua
7
1 1 . ; L
de S en S gue hem aconseguit &s suficient per resoldre, des
dfun punt de vista global el segilent problema,

. . . . 1
Com sbébn els punts periddics d'una Ffuncid continua de §

1 . . .
en § tal que la grafica de la seva elevacib és una recta 7.

Proposicid 28, Sigui fecq(s1,s1) i suposem gque fé &5 una recta
-per a cert pEST. Liavors s6n certes les segilents proposicions:
(1) s5i |gr;u(£)|>2 , P{F) = N excepte gquan graw{f) = -2 que
P{f} = N-{2}.

(ii) 8i gram(f) =+1, P{£}=P & P(Ff)= {nl1 Per(f)=81, amb n? 1.
(ii1)si graw(£) =—1, P(£)= {1,2] i Per(£)=5'.

(iv) 8i graw(f} = 0, P(f)= {1} i Per(f) té un tnic punt,

Prova: (i) é&s immediat pel Teorema A .

(ii): &s immediat pel TeoremaD i ia Proposici® 24,

(iii):pel Teorema D sabem que P{F)={1] 6 P(F)=1{1,2] . Ja
que grau{f)= -1, é&s clar que fé(t) = dp—£ anb dP
hem definit en la pagina 2". Tenim que Pég(t)=t per a tot tejp.

=£"{t com ja
p( p) b

(iv}: ja que grau(f)=0 i fg &s una recta &s obvi que
fé(t): ctant per a tot tGJp. Llavors Per{f£)}=Fix{F) i solament
té& un punt.

c.v.d.
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