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ABSTRACT: This is a survey about certain aspects of the theory of weights,
namely: the relation between Ap weights and functions of bounded mean

oscillation, and also the central role b]ayed by the class Al.

1.- La condicidon de Helson-Szege y las condiciones de Muckenhoupt

La transformada de Hilbert Hf de una funcidn f en la recta satis-
|

face la desigualdad de M. Riesz ([ 15])

(1) LRIHf(x)lpdxiMp Lle(prdx d l<pes.

Anilogamente la funcién conjugada Hf de una funcidn f en el circulo T cum-
ple:

{1} J]Hf(x)]pdng f|f(x)|pdx si l<pea,
T S

Es natural preguntar para que medidas, ademds de la de Lebesgue,
son ciertas las desigualdades {1} 6 (1'}. Hardy y Littlewood demostraron
en 1936 {ver [8]]Ique (1') subsiste si se reemplaza la medida de Lebesgue
dx por la medida du =|x|®dx con -1<ea<p-1. Stein, en 1957, extendid el
resultado a R" n>1 y un operador integral singular de Calderon-Zygmund en
Tugar de H. (ver [16] ). En 1960, Helso y Szegt cbtuvieron en [ 9} el siguien-

te resultade notable: {1) y {1') se cumplen para p=2 con dy en lugar de
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dx si y s6lo si dy = w{x)dx

(20 w0 = IO o <3

A pesar de su hermosura, e] teorema de Helson-Szegd tiene algunos aspectos
inquietantes. En primer lugar, aparece demasiado vinculado a las condicio-
nes n=1y p=2. En efecto, Helson y Szeqd presentan el teorema como un
resultado en teoria de la prediccidén y en la demostracidn original utilizan
1a aplicacion conforme, el espacio de Hilbert, funciones exteriores, teore-
ma de Beurling etc. Por otroc lado la condicidn (2) es muy dificil de com-

o

probar en la préctica. {Como puede saberse si |x|~ cumple la condicién (2)?

Durante los afios 60 se tratd de extender el tecrema de Helson-Szego
a p#2, sin conseguir nada interesante. E1 avance fundamental 1legé en 1972,
en ¢l trabajo [14) de Muckenhoupt. En &1 se caracterizan los pesos w(x) pa-
ra los que el operador maximal de Hardy-Littlewood M es acotado en Lp(m),
l<p<=, Estos son los pesos de la clase Ap definidalde la siguiente forma:
w estd en Ap s y s8lo si existe una constante C tal que para todo interva-

1o acotado ICR (o en T},

1

(3) (4 JI w(x)ex)( Th jI W)™ BT d)P L < ¢

Poco después Hunt, Muckenhoupt y Wheeden demostraron en [10] que
para que H sea acotado en LP{y) es necesario y suficiente qUElQEAp. La
clase Ap-puede definirse en R" sin mis que sustituir intervalo por cubo
en (3). Coifman y Fefferman demostraron en [ 3] que-e1 teorema de Muckenhoupt

se extiende a R" ¥ también que si w€A_ y K es un cperador integral singu-

_ P
lar de Calderon-Zygmund, entonces K es acotado en Lp(m). Las demostraciones
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de estos teoremas son exclusivamente de variable real y conducen a condicio-
nes mis ficiles de verificar en la prictica que {2). Para p=2 se obtiene

1a condicidn AZ:

(4) (2 | wla( w{x)'ldx)gé
m (LRS!

Combinando 1os teoremas de Hunt-Muckenhoupt-Wheeden y Helson-Szego
se obtiene que las condiciones (2} y (4} son equivalentes, Este es un hecho
bien curioso y reclama una -andlisis més profundo.

Es facil ver que la conaicién de Helscon-Szegd implica la condicidn
A,. Todo 1o que hay que hacer es demostrar que Si ”V![m‘%'a entonces

exp(Hv)EAz.

. . . ig
Nos situamos en 21 c¢irculo T. Sea [ un intervalo de centro e'%o

&

y longitud |[I|. Sea z = {1-|I|/2n)e1 e, Entonces {con P£=nﬁcleodePoisson)

[ 00 1Y, ) -
I

14" Hv 1 1
(i} = Zn [“ & Pz = CosfVITL Re{ 2 Iﬂ_ ¢ b,

_ 1 RGN IEIJO vlz) < 1 GlHvi{z)

~ cosv, = cosf ]l

Andlogamente T%T- JI o (VI gy g_Esgﬂ%ﬂ::-e'(Hv)(z)

de modo que se cumple {4) con C =

1
{coslvil )
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Tenemos as¥ una demostracidn directa de que {2) = (4). Sin embargo,
que yo sepa, todavia no se ha lograde demostrar directamente que (8) = (2),
Serfa muy interesante poder hacerlo (ver [1]).

Como vemos el problema estd en estudiar de manera fina el fogaritmo
de un peso A2. Veamo; qué podemos decir acerca @e é1. En general tenemos la

siguiente forma de reescribir laz condicién AZ.

PROPOSICION 1 Sea ¢: R" » [-=,=] medible. Entonces eV € Ay sty sélo si

¢ 4 L}

donde ma(¢} = T%T [0¢(X)dx-

Demostracidn.- Supongamos que se cumple (5). Se scbreentiende que ¢ es lo-

calmente integrable, de modo que mg(¢) tiene sentido.

q

2

{ TlT Ioew(xjdx) { T%T Iae-¢{x)dx} = (multiplicando por e'mQ(w)‘emG(¢h=

21 o{x} - mo{y) 1 mole) - p{x)yy o ¢ -1 [e{x}-mqbl,, .
= { TaT Jae QY dx) ('Fﬁf ]Qe 4] dx} < { Tar qu Q %x

il

2 .
€ si € es el supremo que figura en (5). Asji e? Az.
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Reciprocamente sea et e A2 con constante C, Como ¢+ < e¥, y

¥ < eV, se sigue que o y v son localmente integrables y asf ¢ io es tam-

bién

b Jelx)-ma() ]y, o L (%) -mole)
e Q dx = e 1] dx +
Tt JQ Wjixeﬁ}w(x)wqw}}

s A emq(w)“¢(X) dx < -ma{w)( 1 'ew(x)dx) .
Tar J{xEQ:w(x}ime)} =¢ Tar '[Q

+ emQ{ﬁ}( T%T- [ e'¢(x)dx) < 2C pues emQ(¢) = exp { T%T JQ¢(x)dx) <

¢

1%{ Jgetb{x)dx, PP ) 1é—| Jq_{—;p(x)}dx) i.i%r J'Q o) gy

por la desigualdad de Jensen.
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2.- E1 espacio B.M.O. y Ta versidn n-dimensional de Helson-Szegd

Esta caracterizacidn de A2 nos lleva al espacio B.M.0. Sea ¢ una
funcidn localmente integrable en R" . Se dice que ¢ tiene oscilacidn media

acotada si y s8lo si

= 1 - < o
(6) e i« sgp Tar [QIMX) ma(wildx

51 en el espacic de las funciones de oscilacidn media acotada se
identifican dos funciones cuando difieren en una constante y se utiliza
Il |l. como novma, se obtiene el espacio de Banach B.M.G.. En el circulo se
define B.M.0. como el espacio de las funciones de oscilacitn media acotada

con la norma
- 'JT“"”"' Hlell,

Se sigue de la proposicidn 1 que
(8) w € Az = log w € B.M.0.

De hecho se tiene la
PROPOSICION 2 Siw EAp para aiggn l<p<= entonces loguw€ B.M.0.
Bemostracidn.- En priﬁer lugar g> pms-ApCF\q pues

ﬁl S T q-1= 1 w —
‘FQTIQ " o-T.) ‘WIQ a1

por la desigualdad de Jensen.
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Asi, si mEAp ¥y p<2, serd wEAZ ¥, en consecuencia, log w€B.M.0.

1 P
Por otro lado observamos que w€ Ap ©y p-l1 € Ap"pl=ﬁ:-l_‘ En efecto,
basta darse cuenta de que p}_l E_"l?l‘ = 1. Entonces si mEF\p con p>2, serd
S oL .
w p-1 EAP., ¥, p'<2. Asi log{w p-1} = - -1 logw€B.M.0. de donde
log wEB.M.0C.

EY espacio B.M.0. ccupa un Tugar importante en el Andlisis gracias,

sobre todo, a los resultades siguientes
TEOREMA 1 {John-Nirenberg [11]) Existen €; >0, €,>0, que dependen sdlo de
la dimensién n, tales que para toda ¢E€B.M.0., ¥Q y ¥z>0

| C
(9 e @lel - me) 1> )l £ € exp - - ©)

TEOREMA 2 (Fefferman-Stein [6]) B.M.0. es el dual del espacio de Hardy Hl.

Esto equivale a decir que la norma

n ' n
(10) Jell' = inf (2 fle]l v = v, + £ R0, €L}
=0 °° © =1 SN

{donde las Rj son las transformadas de Riesz), es equivalente ally¢il,.

Combinando la proposicidn 2 con el teorema de Fefferman-Stein vemos

n L]
que s1i mGAZ, entonces log w = wy *E ijij con q;j €L . Para 1legar a tener
!

una extensién de la mitad del teorema de Helson-Szegd habria que determinar

una constante B, dependiente de la dimensiGn ~de manera que pudiera tomarse
n

) ||¢J.||m< Bl' Esto ha sido hecho por Garnett y Jones en [7]. Mas adelante
j:l .

volveremos sobre este resultado.
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La otra mitad del teorema de Helson-Szegd se extiende a R" utili-
zando el teorema de John-Nirenberg. En efecio, si ¢&B.M.0., vamos a ver
que exp {&¥) & R, para € pequefio. Utilizamos la caracterizacién (5) de la

clase Az

C
¢ 2
]%r [QQEH’(")" mledlgy o JO ee®*C, " [T, "de =
-{ cz - elt Cle ; CZ
e Jo B e iy < s et

En particular se sigue que si [w]i, < C,» entonces ewEAZ. Utilizan-
do el teorema de Fefferman-Stein, esto puede expresarse diciendo gue existe

n ]

B, t iy =g + " eL” i=0,1,..., .
9 al que si ¢ tbo jElRJwJ con ¢-J L para todo j=0,1 ny ‘jﬂh’-}"“’(az

entonces elPE:!i‘2 {observamos que el tamaiio de Yy NO jmporta, ya que e%0 ests
acotada lejos de 0 y de =), Tenemos as? Ja extensién de una parte del teore-
ma de Helson-5zego.

Podemos escribir:

PROPOSICION 3
{11) {elog wia > 0, weﬂz} = B.M.0.

Dempsiracibn.- Se sigue de la proposiéiﬁn 2 que olog w € B.M.0.
Ua30~¥mEA2. Reciprocamente, si vy € B.M.Q. ye > 0 es suficientemente pe-

4

quefio, sabemos que eV e Az. As{ poniendo w = e ¥ resulta y = % loguw

£n general se tiene:

PROPOSICION 4 Si l<p<w

{elog w: a>0, u € Ap} = B.M.0.
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Demostracion.- Si p»>2, la demostracidn es la misma que la anterior. 5i
p <2, utilizamos la siguiente observacifn: sea € Aq, lcgeem y sea Octel;

t
entonces w EAtq«}l-t ¥a que

1
T a1 dx)q_l}t

1
> {{ Tal ]Qm(x}dﬂ{ Tar Iqw(x) g- | >

t

i 1 i T t(g-1 t{q-1) L .
2 (i jqw(x) o) 77 Jew(x) @17 4yta-D |y t(qu1)=tqs1-t- 1.

Como tq+1-t = p equivalea t = %:—:lt— la obser‘vacmn que acabamos de demos-
p-i

trar puede reformularse diciendo que si we Aq ¥y l<p<q, entonces w g-1 € Ap.

En particular si w€A,, wp‘lenp‘
1

Si $€B.M.0Q. sera eweAz

{p-lle¢ __ 1
EAp, es p = W 109 .

para ¢ pequeiic y e{p'l}wehp lepe2,

Asi poniendo w = e

Como deciamos antes, Garnett y Jones demostraren en [7] que existe

una constante C{n) que depende sBlo de la dimensidn, tal que si e?

€Ah,, en-
tonces g = u+v con €L y |[v]l < C{n). Combinando este resultado con el

gue resulta de aplicar Joha-Nirenberg y Fefferman-Stein obtenemos:

TEQREMA 3 Existen constantes B (n}, B (n) tales que si ¢ = o, * Z RJq:J
i=1

con g, &L “(R") . IZ |l;p Il ;< B;(n} entonces e eA2 y reciprocamente si
J=1

n
eYER, entonces y = ¢+ IR, ¢ COB ¥y EL°(R") - E lw: [l _<B,{n}. Un aspec-
2 o =1 i j=1 jle™ 72
to frustrante es que no se obtiene B 2 y que para n = 1 no resulta
= I
82 =35 -

Parece que el teorema 3 en 1a mejor extension del teorema de Helson-
Szegd a varias dimensiones.

He aqui una forma interesante del tecrema de Garneit-Jones:
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TEQREMA 4 Para $<B.M.0. Tlamamos A{yp} = sup {A>0: eAweAZ}. Entonces

{13)  inf i|¢~9|i* —(—y

gel”

Demostracifn.- Sea 0< A< A{y). Entonces

MEAZ. de donde MJ u+v con uel” - [[¥fl. < €{n). Asi inf _J|q, giI*< )
gel
L e . Cin
y» en definitiva, inf ll4-gl < 7o
gel

Dado € > O, ¢ = u+v con uel” nHviI*-:mf gl +

Se sigue que

“2

exp { W #) €4,, de donde W _ el v e < Aly)

geL geL

C
. . 2
AsT inf Jly-g|l, > .
gel Ate)

3.- La ¢lase ﬁl de pesos y el cong B.L.G.

Yamos a considerar ahora una clase de pesops que, segiin veremos,

es la fundamental: la cTase A,. Cuando pé¢ 1, ( 1 J w p-f )p'1 tiende a
e Ay T Jg

sup. es.(w"l) = m donde sup. es. e inf. es. designan al supremo

¢

esencial y al infimo esencial. A partir de zhora suprimiremos la palabra

esencial para abreviar. Consideremos la condicidn Al:

(14} mQ(w) < C inf w, que equivale 2
Q
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{15) (Mw)(x} < Cw{x) en c.t.x.

Muckenhoupt demostrd que mEAl si y s6lo si M es de tipo débil (1,1} res-
pecto 2 w. Es claro que mEA1=>u: e Ap ¥ l<p<e= . Sin embargo

{a loguw: «>0Q, wEA}C B.M.O.
#

$i weh,, sabemos que my(w) < € inf w
1 Q ¢

Se sigue que mq(1og w) < log mu(m) < log € + log inf w = log C + ipf log o
q 9

ysi >0 mq(u 10g w)<a log C + infa log w.
q

Diremos que una funcidn y real y lecalmente integrable tiene oscilacidn
inferior acotada {¢€B.L.0.) si y sblo si existe una constante C tal que

para todo Q (16) mq(q:] - infp< C.
Q

Hemos viste que {c 109 w:a>0, meAl} C B.L.O.
Observemos que B.L.0. es estable respecto a la suma y el producto por ni-
meros no negativos pero que si ¢eB.L.0., -¢ & B.L.0. a menos que ¢ sea

acotada, (mq(;p) - igf ;p_c_C] N mq(-w} - igf(--p} < (:2 =mQF¢.) - Cl < igfubi

< sgp V< (22 + mQ[;p) = sup y - inf y<C, + (:1 = sup ¢ - inf wlicz + Cl).
Q Q

PROPDSICION 5 B.L.0. € B.M.C.

Demostracidn.- Si yeB.L.0. serd mQ(w) - inf y<C. Entonces
Q

i | + 1 "y =
AT Jmat#) - 0 1ax = i | (rgtw) - wtx” ox + gy J gt - w7 ox-

- (ma(e) - w(x))t ax < 2r b (mo(e) - inf ¢} < 2C.
- 7ir | fmo i (gt - 0

Desde Tuego basta observar que en B.L.0. hay funciones no acotadas (veremos

luego que log -&l-e E.L.O.) para concluir que B.L.0. € B.M.O.
¢
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B.L.0. es, sencillamente, un cono convexo de B.M.0. E1 nombre B.L.0. se de-
be a Coifman y Rochberg, que estudiaron las funciones de oscilacidn inferior
acotada en [4] . De heche se tiene

PROPOSICION & {e log wi a>0, mEAl} = B.L.O.

Demostracidn.- Sea ¢€B.L.0. C B.M.0.

Para ¢ > 0 pequefip serd

gy, L[ a4 mgl)gy o ey ¢ o)
Q

=

<

C ee[CHBf ¥ < {const) inf (%) = eV e A, en esta cadena de desi-

gualdades hemos usado e) hechs de que mQ(;p) < C+inf y.
Si se pone w = e & Ay serd y = %Jog w.

Existe una relacidn estrecha entre pesos Al ¥ funciones maximales.
En primer lugar se tiepe el siguiente resultado de Coifman, que compileta un

resultado previo de A. Cérdoba C. Fefferman ([ 5] ).

PROPOSICION 7 Sea w una medida de Borel positiva y regular en R" tal que
M) (x} <= enc.t. xe R?, Sea O<vy<l. Entonces (Mp)Y e Al €oOn Una Ccons-

tante que s6lo depende de la dimensidn.
Demostracidn.-~ Hay que ver que ¥ ( cubo

{16) mQ((Mu}Y)_i C{(Mu)(x)})™ enc.t. x €Q.

Sea 391 cubo del mismo centro que Q y de lado tres veces mayor. Ponemos

b= Uy o, con oy = Xy ¥ Serd My iMuli-Muz, de domde (Ma)' < (Mul]"" + (M]J2)Y,
yo m(0)7) < ml{Mug )Y} + m((M,)7). ED tipo débil (1,1) del operador
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M, en la formulacidn de Kolmogorov conduce a

1 Wy ¢ 1 sl _oean @
Cror JQ (g Yox) /Y < ¢ g gl = ¢ Bl = e s (comst) Mux),

¥ xEQ.
Asi

(17) mo((#uy)7) < (const) (Mu(x))T , ¥xe€Q.

Por otro lado si x,y € Q serd

UZ(QI] .
{Mu,){x) = sup{—[q]_— : 0y 3 %, I(Ql) > 1{Q)3
'; pero para estos cubos a& 3 y, de donde
- ~
N (0 o ow@)

Asi Muz(x) ~ Muz(y). Por tanto

(18) mQ[(Muz}Y) < (const)(ﬁuz(x})Y < {const)(Mu{x})7
Sumando (17} y (18) obtenemos (16).

COROLARIO Para u como en la proposicion anterior, 1og(Mu) € B.L.D. y puede
tomarse para ella en la condicién B.L.0. una constante que depende sdlo de
la dimensién. Se sigue que |[1og{Mu)]|, < C{n), constante geamétrica. Comg

ejemplo log T%T € B.L.0. vy |eg T%T1h < C(n}.

}IIZ

Demostracidn.- Sabemos que (Mg [ Al con constante Al que sélo depende
de la dimensidn, de modo que 1og({Mu)1f2} = 1/2 log{M:) € B.L.0. con cons-
tante que sdlo depende de la dimensidn. Lo mismo vale, desde luego, para
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log (Mu}, Como | Jl, < 2 (constante B.L.0.), se tiene |Jog{Mu). |l < C{n}.

En particular si tomamos w = & serd Mp ~ . {concretamente M&(x) = ! }.

n
|x] e,

asi que log —&1— € B.L.0O.

La relacidn entre pesos Al y funciones maximales es aln mds estrecha. Yamos

a ver que, esencialmente, todos los pesos A, son del tipo considerado en la

1
proposicidn 7. Mas adn, pueden tomarse funciones localmente inteqrables en

Tugar de medidas. En efecto, tenemos la

PROPOSICION 8 Sea meAl. Entonces existen: f localmepte integrable > O,

O<y<1, ¥ h, no negative, acotada lejos de 0 y de =, tales que
(19)  wf{x) = h{x} ((MF){x})Y

Demostracidn.- lLa clave estd en 1o que es guizd el resultade mds profundo
de la teoria de pesos de Muckenhoupt:

Todo peso o satisface una desigualdad de Holder al revés, es decir, existen
e>0y C>0 tales que para todo cubo (

3 -
(@) qu[x}lJrde) e Ium(x)dx.

57 aplicamos este resultado a we Al tendremps

1
l+e

( T(IJ—]— JQm(X}l’fEdX) s C mQ(w) _<_ (constlw{x), x&Q

1+E)1/1+€

de donde M{yw < (const)w y asi, si 1lamamos

- w 1
h = T » tendremos Sonst <h<1l ¥
1+e
M({IJ 1+€} . .
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1
i+e i+e 1

w = hM(m1+E) que es (19} con f = w Y YTy

CORGLARIO y¢e&B.L.0. si y sblo si existen f locaimente integrables >0, a
constante > 0 y g funcidn acotada, tales que
{21 ¢ = a log{Mf) + g

Demostracion.- Desde luego toda funcidn de la forma expresada en (21) esta

én B.L.0. Reciprocamente, si ¢ € B.L.0. serd

v =8 logwcon >0y meﬁ\l. Pero w{x) = hix) (i*‘If(x)}”r con h>0 y acota-

da lejos de O y de =, O<y<1, y, T Tocalmente integrable >0, Entonces
[}
v = R{ylog(Mf) + log B} = « log{Mf) + g

si ponemos By = o, ¥, g = logh.

4.- Representacidn de B.M.0. y factorizacidn de pesos

Vamos a ser capaces de obtener una representacidn amalitica de B.M.0.
del wmismo tipo que la obtenida para B.L.0. Esta representacidn va a ser ob-
tenida a partir de {21) mirando mis finamente a la relaciGn entre B;M.O. y
8.L.0. E1 instrumentc fundamental para este andlisis va a ser el siguiente

resultade de L. Carleson {ver [2]).

TEGREMA 5 Sea ¥ una funcidn de Lipschitz no negativa con soporte en 1a bola
unidad de R” y con I¢= 1. Existen constantes Cl y C, tales que st e(y) es

una funcidn medible y by y b2 son funciones acotadas, entonces

) 100 =y ¢ [ e D e
eLy
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estd en B.M.O. y {|If{, < Cl(ﬂbl i, + Hb2||n). Reciprocamente, si f estd en
B.M.0., entonces f puede escribirse en la forma {22} con ||b1||w+ |[b2[|mi
< Czﬂf]l,. Con Ta ayuda de este teorema obtenemos el siguiente resultado de-

bido a Coifman y Rochberg ([ 4]},
TEQREMA 6 Si fE€B.M.0., existen g, hEB.L.0. tales que f = g-h.

Demostracidn.~ Utilizando {22} y escribiendo b2 como diferencia entre sus
partes positivas y negativa, todo se reduce a ver que, con ¢ y § como arriba

y 0<b(x}) <k, ta funcidn

(23} glx) = Jm" (1)n o T35 Ib(ndy
ely

estd en B.L.0. Sea § un cubo. Escribimos b= t>1 + b2 con b1 =b. &5 Llamando

g. {=1,2 a Ta funcidn obtenida en (23) poniendo b; en lugar de b, tendremos

;
g:gl * 92

0081 = 77 o g o ¥ Ky oytanee <

~—

R T RULXAL IV EE

ey}

Sean x,x' €. Entonces

. : _ X' -
lg,(x) - 9,(x*)1 - 'In“\a R o RS- RO

Para yeR"\ G, [x-y| ~ |x*-yl, de forma que las condiciones |[x-y| < e{y},
¥, |x'-y j<e{y} son comparables. Se sigue que el integrado es 0 a menos que
sea e{y} > alx-y| para alquna constante geométrica «. Si L es la constante

de Lipschitz para ¢ y d es el diametro de Q se tendri
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1 Ix-x'l

I'i eyt 2()’ dy <

l9,(x) - gfx )« L ]
5

(R™\ @) 0 fely) > alx-y|}
3_La'n'1kd j —dy _ < {const)k.

Ix_yln+1

|x-y| > cd

donde {const) depende sélo de ¢ y de ta dimensidn. Combinando las dos esti-
maciones obienemos mQ(g) - igf g < mﬂ(gl) + mQ{gz} - 1gf 9, < {const) k +
1 .
+-F§T IQ {92 -.13f gz}dx < (const)k.

COROLARIO 1 Existe una constante C gque depende sblo de la dimensién tal
que i a ¥y R son constantes > 0, g y h son funcicnes localmente integrables

> Oy b es una funcidn acotada, entonces

(28} f{x) = «log Maix} - plog Mh{x) *+ b{x) estd en B.M.Q. con

Bl < Cla +8+ DY)

Reciprocamente cualquier fEB.M.0. puede escribirse en la forma (24) con
a+s+HbumiC”fm
fs esta una curiosa caracterizacién de B.M.0., consecuencia de todo

1o gue antecede.

En cuanto a la estructura de los pesocs tenemos este otro

COROLARIO 2 Si w &€ Ap con | «p<= , existen nimeros a«, B > 0 y pesos

wys wp € 3\1 tales que
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(25)  wlx} = (g (x)) %y (x)) 78

Demostracidn.- w € Ap = log w €B.M.0. = Togw = g-h con g,h € B.L.0. Pero
entonces g =« log wy ¥ h=glog wy CON @8 > 0y Wy s wy € Al. Asi

_9-h_ o -8
- e Lul.wz.

L]
Seria interesante encontrar unaz demostracién elemental del {eorema 6, que
n0 se base en el resultado profundo de Carleson. Respecto al corolaric 2,

Coifman y Rochberg apuntan en su trabajo (4] el interés que tiene precisar

o ¥ 8. Muckenhoupt conjeturd que pueden tomarse ¢ = 1 y 8 = p-1. Que para

Wy, Wy € AI
o w . w%_p € Ap, es elemental:
1 S
p-Tyyp-1 _ , 1 1-p 1 - 1
mgle) mgle PP - (d jQ oy () P b [Q(wlf*”" O

< Eymgluy)) Pglog ) (€ymola 1) g luy)PL = 7P ¢

E1 reciproce es un resultado profundo y dificil obtenide finalmente por P.

Jdones en [12] (ver tambiédn [13]).

TECREMA 7 w € Ap (I <p<e«} s7 y s8l0 si

{26) oW T e us]é*-p con s wzeﬁl

La demostracidén se basa en Ta descomposicidn de (laredon-Zygmund y tiene el
mismo aspecto que la del teorema de Garnett-Jones. No puede sorprendernos

que & partir del teorema 7 resulte fdacil ver el teorema de Garnett-Jones.
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Vedmosio: Sea » € B.M.0. y C<A<A{p}. Entonces

Ay . -1 o ) .
e €A2 e wy ey’ CON Wy, wZEAI‘ Puedo escribir ty hi(Mfl) .

wy = hz(Mf

bles no negativas y O<y <1 proximos & 1. Asi

2)Y con hl’ h2 acotadas lejos de 0 e =, fl’ f2 Tocalmente integra-

Ay = y}og(MfI} - y1og(Mf2) + log h1 - log h2 de donde inf_ f¢-9]k i_iigﬁiﬁl.
g L
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