Pub., Mat, UAR

N2 26 MN°1 HMarg 1982

Contribucibn al estudio de los espacios electorales

Francesc Carreras Escobar

Rebut el 3 de julicl del 1981

Aibgtract.- The aim of this paper, inspired in the line followed
by Shapley and Owen in Game Theory, is the study of certain structures
associated with the collective choice processes, from a strictly formal
point of view,

4 general podel of voting {decision set) is used to motivate
the postuliates of electoral space (Shapiey‘s proper simple game}, based
upoﬁ the winner coalitions. In the first chapter the necessary defini-
tions are given, and then the following points are diacussed:

1) roie of Shapley's power, as a fundamentel invariant of the
so-called complete spaces, whose group of automorphisms comes to be
formed by all the permutations preserving the pover;

2) classification of the complete simple spaces -where all the
mipipal winner coalitions have the same number of elements— and determi-
nation of their numeriesl inveriants by means of the asscociated.lattice,
giving the theoremns of existence and unicity in terms of those inva-
rients;

3) concretizing electoral spaces by means of decision sets,
deformation of declsion sets -for example, stendardization- and dis-

cugsion of simple spaces by using their classification,
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INTRODUCCION

(1)

El objeto de la presente Memoria a3 el estudio de ciertas
eastructuras inherentes a los procesos de eleccibn colectiva, en los
cuales un conjunto de personas itoma decisiones mediante una votaciln
sujeta a reglas precisaa.

Estos procesos han sido frgtados por la Teoria de Juegos -con
el nombre de juegos de votacibn- por lo que puede ser pertinente une
breYe descripeibn de las 1ineas de dicha teorfa que han inspiradc este
trabajo.

El primer intentec seric de ofrecer un método y urn lenguaje
matemiticos realmente adecuados & los problemas de las ciencias econé-
micas ¥ sociales es le obra de Von Heumann ¥ Morgenstern f{43), publi-
cada ¢n 1944 desarrollando unas ideas previas del primerso de estos au-
tores [48]. Orientado principalmente por sus interpretaciones econbdmi-
cas, dicho trabajo constituye el punto de partida de la Teoria de Jue-
gos, y referencies caegi obligada en este campo,

Aungue la relevancia y perfeccibn del tratamiento dado pof
Von Neumann y Morgenstern a los juegos de dos jugaderes inspiraron la
investigacidn inmedintamente posterior, pronto pasé & un primer plane
ia teorfa de los n-juegos, ¢ juegos de n personas con n arbitraris. En
primer lugar porque Von Neumann y Morgenstern se limitaron en esta

cuestibn & abrir 41 camino: y adembs, la variedsd de valores de n en

(1)

Tegis doctoral del sutor,
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lap estructuras econbmiceas y sociales reales (2) Justifica por si sola
el interfs en obtener resultados frenerales,

Von Reunann y Morgenstern propusieron las definiciones bfigi-
cas pare los n-juegos: forma extensiva y forma normalizada, funcifn ca-
racteristica, equivalencia estratbgica, simbiria —nediante el grupe de
rermutaciones de los jugadores- y 1ios conceptos de imputacibn, domina-
cidn y solucibn. Su tratamiento de los n-juegos consiste en analizar
dos families particulares: &) juegos descomponibles, cuyas soluciones
expresan a partir de las de sus juegos componentes: y b) juegos aimples
(propios ¥ fuertes, segfin la nomenclatura posterior de Shapley), donde
la sencillez de la funcién caracteristics permite sustituiria por un;
familia de subconjuntos, lliamados coaliciones vencedoras; aquf sblo se
dan las soluciones de algunas subfamilias de juegos simples, por ejenm-
plo los juegos homogéneos de mayoria ponderada, én particular los jue-

(3).

gos de mayoria simple

(2)

4 partir de 1960, la considerascién de juegos formades por un gran
nfimero de “pequefios” individuos {consumidores, votantes) ha sugeri-
de inc¢luse su tratamiento como un ipfinito continuo.de Jjugedores,

en los juegos llamados no-atémices {Shapley, Aumann {45]}.

(3)

Bn la introduceidn a Contributions to the Theory of Games I, pubii-
cade en el volumen 24 de los Annsls of Kathematical Studies, 1950,
primer compendio de trabajos posterioreés a Von Neumann-Horgenstern,
se proponian como problemas abiertos para n-juegos: a) existencia
de solucibn para todo juego: b) egatudic de lo® n-juegos restrin—
giendo 1a formacibn de coaliciones; c¢) definicidn de un valor for-

mal para cadas n-juego; ¥ 4) propiedsdes asint&ticas para n = .
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Un supuesto bAsico en 1a obra de Von Neumann-Morgenstern os el
carbcter casi numbrico de las utilidades, que describen los posibles
resultados del juego para cada jugador, Dicho carficter se expresa por
una correspondencia entre utilidades y nlimeros realea, deducida de dos
postulados simples: posibilided de ordenar las utilidades y de efectuar
combinaciones probabiliaticas de las mismas., El utilitarismo ha sido
muy discutido en la literatura econdmica previa {~. g. Jevona {18],
Pareto [35]) ¥ poaterior {Arrow [1], Sen f42], etc,). Aqui =8lo desta-
carenos el papel central de esta hipbtesis en 1a obra comentada, Por
una parte, al haber uns t&tal libertad de fransferencia de utilidades
se permite la cooperacidn y el regateo mediante ls oferta ~y en su ce-
80 realizacibén- de pagos laterales., Por otra, al.proporcionar uns or=-
denacibn total de las alternativas de cada jugador permite definir el
valor de un 2-juego de suma cero (mediante ei teorems del Minimax) 7
posteriormente, 1a funcibn caracteristicea de tode 2-juego.

No existe en la obre de Von ¥eumann-Morgenstern ninguns refe-
rencia explicite a los juegos de votazeifn -o juegos aociopqliticos, en
coniraposicibdn a los de tipo econdmico-. Ellc se debe al papel funda-
mental del concepto de utilidad, que no es natural en los 5uegoa de vo=-
tacibn, Por otro lado, la forma en que se estudian los n-juegos, por
nedio de une drfistica simplificacibn que los convierte en 2-juegos pa-
ra construir la funcibn ceracteristics, tampoco es adecuada para los
juegzon de votacién., Parece que estos juegos, por sus caracteristicas,
ban de tener un tratsmiente propio, independiente de los juegos econd—
micos, Fo esth claro que en los problemas sociopolitices pueda pensar-

se fructiferamente en términos "monetarios”.
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Deapubs de establecer Von Neumann y Forgenstern el valor de un
2-juego, eg Shapley [43] el primero gue define el valor de un n-juego,
como una evaluacidn & priori, a partir de tres axionas que peraiten
rrobar le existencia y unicidad del walor de todo juego definido por su
funcifn caracteristica, Se trats de la egperanza asociada a una digtri-
bucibén de probsbilided, y constituye una alternativa al concepto de so-
lucidn de Von Neumann-Morgenstern, que ni es finica en general ni existe
para cada juego {Lucas [20]). La erftica principal (Selten (41]), 1a de
perdencia de la funcibn caracteristica, es irrslevante nrecisanente wa-
Ta juegoes simples,

Shapley [44) define un n-juego simple como un var (X,F) donde
X es un conjunto con n elementos y F una coleccién no vacis de subcon-
juntos de X {comliciones vencedoras) que no contiene al vacio y es fil-
tro de orden, es decir,

4 EPF, ACB implican BE P,
Un juego simple e¢s propioc si A € F ipplica X-A ¢ F, y fuerte si se sa-
tisface el reciproco, o sea si 4 f F implica X-A & F, Le diferencias de
esta definicién con la primitiva es que los juegos simples de Von Heu-
menn y Horgenstern gon simples, propicos y fuertes segln Shapley, por
ser de suma constante,

Shapley [44] y Owen [30] estudiaron independientemente el com-
portamiento de los juegos simples a través de 1la composicidn, dando
previamente las leyes generales de dicha operacibn, que se realiza in-
troduciendo un juege cociente como conexifn de los juegos componentes y
es une generalizacibn de la propuestz por Vor Meumann-Morgenstern.

Shapley y Shubik [46] =on quizés los primercs que presentan

una efectiva aplicacidn de la teorfz & los juegos de votacibn, puesio
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que adanian la idea de valor delun juego & ciertes esquemas de votacidn
e introducen el concepto de poder, Se describe el poder asociado & prio=-
Ti a cada votante o coalicién, prescindiendo de todo lo que no sea las
regles de votacibn, obteniendo una distribucibn de probabilidad finita.
3u esquema es el intento whs serio de evaluar las posiciones relativas
en un juegc de votacibdn, Mia adelante, Luce y Rogow [22] incluyeron
otrog datos y 1o aplicaron a problemas reales. I Riker [39] sugirid una
comprobacién experimental de 1a validez de este indice de poder,

Existen dos lineas principales para estudiar los juegos de vo-
tacibn: intentar asimilarlos a los juegos econdmicos o elaborar una tseo-
ria propia, Interesa & los cientifices politicos qub coaliciones han de
formarse y cufl serf el pago -en sentido amplic-. Asi, Downs [11] gupo-
ne que los partidos buscan el mximo posible de volos para alcanzar y
conservar desahogadamente las primeras posiciones; en cambio, Riker [40]
considera gue el objetivo es formar coaiiciones wvencederas minimales pa-
TR répartir la victoria entre un minime de individuos,

Hés recientemente, los trabajos de Owen se han dirigido en es-
ta 1inea de los juegos de votacién. En (31] Owen modifica el poder de
Shapley para obtener un indice mfs flexible, que puede reflejar aspectos
no incluidos en las reglas formales del juego. En [32] estudia 1a elec-
cibn presidencial de los mstados Unidea, calculande aproximadamente el
poder de Shapley de cade Estado por el método de las extensiones multi-
linesles, ideado por el propic Owen, y compara el poder de Shapley con
el indice de poder de Banzhaf-Coleman, @inico reconccido hasta ahora por
un tribunal de justicia, Su desarrollo axiomhtico es el objeto de un
reciente eatudio [34]_ Anteriormente, Owen enlaza en [33] con el trabe-

jo de Shapley ¥y el suyo propio ya citados, sobre composicién de juegos,
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para dar otra modificacién del poder de Shapley que depende de une pre-
via distribucidén de probabilidedes de formacién de coaliciones; este
nueve poder es compatible con la composicién de juegos, en contraste
con el poder de Shapley original,

Pare completar las referencias previas debe mencionarse la Teo-
ria de la eleccibn colectiva, que por su carficter esencialmente no numé-
ricoe ha influfdo en ¢l presente trébajo.

Uno de los aspectos centrales de 1a teorfia es 2a discusién de
las propiedades de las preferencias individusles y sociales definidas
sobre un conjunto de alternativas, asi como kasta qué punto y por quéd
mecanismos la preferencia de la sociedad debe reflejar lae de sus niem-
breos, El famoso teorema de imposibilidad de Arrow [1] afirma que, en
determinadas condiciones -aparentemente suaves- cuyo detalle onitimos
por brevedad, nc existe ninguna regla general que exprese la preferen-
eia social en funcibn de las preferencias individuales. La dictadura,
el método de decisibn por mayoria, el criterio de Pareto, el cédigo
tradicional, todos incumplen alguna de las condiciones de Arrow, Condi-
cionada por este resultado, la teoris ha_tratado de debilitar las hiph-
tesis o introducir restricclones que impidieran 1llegar a la inconsis-
tencis. También ha contrastade los sistemas ususles para determiner a
qué distancia se hallaban del teorems. Diversas veriaciones {(iiberalis-
mo, utilitarismo, etc.) han dado lugar & teoremas paralelos o mls gene-
rales de impoaibilidad (por ejenplo, condiciones sblo satiafechas por
oligarquing -dictaduras de grupo-).

El método de decisibn por mayoria es para Buchanan y Tullock
[8] un ejemplo de lo que llaman "sustitutivos més dbbiles" de la regla

de unanimidad, que conaideran el limite ideal de las reglas de eleccibn
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colectiva, Seahn ellos, estas reglas mfa débiles aparecen sdle por la
dificultad de alcanzar la unanimidad -es decir, sflo por un problema de
efectividad, préctico, no concepitusl-.

Con ios antecedentes esxpuestos, ¢l presente trabajo seguiri la
lines iniciada por Shapley (3uegcs simples y concepto de poder) ¥ conti-
miada por Owen, aungue por el lenguaje, el mbtodo y el objeto {los meca-
nismos de decisibn conjunta) se asome hacia la Teorfe de la eleccibn co-
lectivae,
| fos ocuparemcs de las reglas del juego, sin prefijar alternati-
vas; nc habrf per tanto referencia pumbrice de las nismes (utilidades)
ni preferencias para ser consideradas. Ello no significa que no sea po-
sible, por ejemplo, hablar de cooperacifn, Nuestro estudio describe la
pogicibdn reletiva que las regias dan a cada jugader o subconjunto frente
& los denfs; en consecuencia, la cooper&ciég ha de ir ¢irigida a mejorar
esta posicibn, y afectarf también las pésiciones ajenas.

. Consideraremos un modelo general de votacidn {conjunto deciso-
Tio, de decisién Ginica), en cuye seno aparecelel concepto de coalicibn
vencedora. Bate términoe adquiere un pentido absoluto: si una coalicidn
es vencedora lo es en todas las votaciones posibles, independientemente
de cufles sean las alternativas propuestas y sea cual sea la manera de
actuar de los elementos de su complementario.

{4)

La estructurs fundemental de espacio electoral se obtiene

(4)

Hemos elegido este nombre por varios motivos: destacar su importan-
cia frente & los conjuntos decisories, recordar st motivacibn, selies-
lar el iratamientoc que se les da ¥y sugerir analogfas topolbgicas,

El criterio se he merntenido en le eleccifin de otros términos.
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al considerar ls fawilia de las comliciones vencedoras, cuyas prorieda-
des bAsicas vienen & coincidir con los axiomes de juego simple y vropio
dados por Shapley:

1) Axioma de filiro de orden: si un subconjunto contiene una
coalicibn vencedora, &1 lo es también (juegos simples): ¥

2} Axioma de conexibn o de eleccibn finica! no hay dos coalicio-
nes vencedoras disjuntes (condiciéﬁ de juego propio).

En e} capftulc I nos limitamos a dar las definiciones oportunas
¥ describir los tépicos usuales: homomorfismos, subespacios -en narticu-
lar subespacios densos— y cocientes (5).

El capitulo 11 esti dedicado & dewmostrar gue la estructura de
espacic electoral es el marce adecuado para el veder de Shepley., En pri-
meor lugar se define formalmente el poder, come un concepto derivade ex-
clusivamente de la estructura., Se analiza su variacibén como funcién ¥y
s¢ esteblece su inveriancies frente a los isomorfismos para cerrsr una
primera parte. En la segunda seccibn, al considerar el grupo de automor-—
fismog del espacio se llega 8 probar que el poder es el invariante fun-
damental de dicho grupe en loa espacios que llamamos cowmpletos, o dicho
de otro modo, que los automorfismos son exactamente las permutaciones
que congervan el po&er. Bate resultado expresa ls excelente relacibn
entre el poder de Shapley y la estructura de espacio electorsl, sirvien-

do 4e refuerzo tedrico para la validez de¢ este Indice de poder, Adenfs,

(s)

Se ha procurade dar al tema un aspecto y un lenguaje lo mfs alge-
braicos posible. Ademds, en todo el tresbajo ha estado presente cier-
ta analogia con la topologle de los espacios mbiricos, gque ha guge-

rido en ccasiones el caminc & seguir,
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la restriceidn de completitud no es relevante, puesio que los espacios
no completos ponen de manifiesto su patologia en los capitulos finales,

Se aborda en el capitulo III el problema de la clasifiecacidn.
Aparte de su interés intrinseco, viene motivada por la cuestifn tratada
en el capitulo giguiente, la realizacién de espacios electorales. La
clapificacibn sirve delguia para alcanzar sucesivamente resultados par-
ciales y cubrir todos los casos. El interés ge centra en los espacios
corpletos, porqué los no completos no son realizables, ¥y en primera
aproxiTacifn se limita el estudio a los espacios simples {donde todas
las coaliciones vencedoraé minimales tienen el mismo cardinal).

Para los espacios mls elementales -atémicos, simbtricos, ¥
pseudosinbtricos, entre los que estfn las dictadﬁras y todos loa espa-
cios de mayorfa, en particular los de unanimidad- es relativamente ré-
pido establecer sus propiedades caracteristicas, determinar sus inve-
riantes nunfricos y dar los teoremas de clasificacidn -o unicided sal-
vo isomorfismos- y de existencis, en términos de tales invariantes,
Para los restantes espacios simples completos es necasario_utilizar el
roticulo asociado, que se intreduce previamente em este mismo capitule
y del que se dan varias versione:s isomorfas. Se efectfia una filtima die-
tinecidn seglin que la familia de las coaliciones vencedoras pase a aer
un ideal dual del reticule o no. Lom resultados para eatos dos filtimos
cagos llegan a ser completades; la diferencia con los tipos mds elemen-
tales estriba en unas deroatraciones m&s complicadas ¥ una notacifn mis
compleja,

Finalmente, en el capitulo IV se pretende averiguar hasia qué
punto los espacios electorales tienen "redlizacibn", o interpretacién

en los términos usuales de votacién {conjuntos deciserios), y cbmo agtas
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reglas pueden deformarse sin carbiar nada sustancial de la egstructura
(conjuntos decigorics squivalentes). Despubs de ofrecer dos simplifica-
ciones al problems de lz realizacibn, reduciendo el estudio a los esna—
cios densos y buscando sélo realizaciones normelizadas, se euprende la
reslizacidn de espacios simplfs.

Siguiendo el esquema del capitule anteriocr en la elasificacidn,
se comprueba que todos los espacios atdmicos, simftricos y pseudosimé-
tricos son realizables, ¥ qué todos los no comnletos son irrealigables.
De los restantes espacios sinples completos se resuelven los gque tienen
ideal dual en el reticule asccisdo, dando condiciones necesarias ¥ sufi-
cientes en términos de sus invariantes. Su compleja elaboracién tal vez
sea indicativa de las dificultades por las que de nomento gueda sin re-
solver el {(11time caso, cuando no hay ideal dual. La comparacibn de los
dos filtimos teoremas de clasificacién del capitulo I1I purede dor idea

de la magnitud eparente de dichas dificul tades.

Puesto que esta introduccibn contiene las referencias adecug-
das mcerca de la temAtica de la lMemoria, en el texto posteriocr tan sélo
aparece:ﬁn algunas referencias de tipo téemico,

Desearia, finalmente, mostrar mi agradecimiento al Dr, Francesc
Sales por sus valiosas orientaciones, asi como al Dr., J. 4, Martin Rioja
cuyo interés, comanta£103 ¥ paciencia han sido fundamentales para nmi.

Agradezco asimismo 8l Dr, fbnric Freixa y al Prof. Guillermo

Owen la buena acogida due dispemsaron & este trabajo.
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ESPACIOS ELECTORALES

I.1.- DEFINICIONES,

Un espacioc elecioral es la estructura subyacente & ls siguien-
te situacibn resl! un conjunto de peraonas (£isicas o jurfdicas} orge-
nizedo para tomar decisiones, Comenzaremos por 1la descripeidn de dichs

situacibn,

Definicidn 1,1.1.- Un conjunto decisorioc es ur conjunio finito
X para el que se hen definido: uh subeconjunto VQ, cuyoa olemenios serfn
llamados miembroe con veto {explicito) y'que_eventualmente puede ger £
uns aplicacibdn v 1+ X —3p ¥, llamada reparto de votos, donde ¥ ez el cop
junte de lom nfimeros neturales; y un nfmero nstural &, que es la condi-
cién numbrica de aprobacibn.

La aplicacifn v se extiende al conjunto de las partes P(x) de-
fipiendo v(A)} = Z: viz) pars cada 4 C X. Ests extencibn es una valora-

TEA

cibn no negativa, ereciente {en general no es estrictamente creciente)
¥ fuertenente aditiva, con w{f) = 0,

Sea T = v(X) el nfinero total de votos; la finica restricecisn
que se impone & lop datos es: sl V; es wvaclo, entonces 4 » T/2. BEn la

Proposicibn 1.1.1 se dart la justificscibn adecuada.

Expondremss ahora el funcionasmientc de un conjunte decisorie

dosde un punto de vista formal,
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En cada ocasibn estarf determinado el conjunto de opciones o
alternatives posibles que se presentan z la conaideracibn de X; dicho
conjunte se representark per D = {dl,dz,...,dr}a

Una votacidn relativa & la cuestién representada por D as una
aplicacién £ : X —3 D W {dos, donde do es un elemento extrafic a T que
89 affade como imagen de los miembros que estdn ausentes, se abstienen,
votan en blanco o den un voio nulot: estom cuatro cascs son identifica-
bles entre si desde una perapectiva formal,

El resultado de la votacidn £ es la aplicacibn

r: D L!{dos w3 N

dada por r(di) = v(f‘l(ai)) para i = 0,1,2,,..,T.

Proposicibn I.1.1.- Si existe alghn i no mile gue verifigue
r(di) > dq, f—l(di)ZD V.» entonces dicho i es finico.

demostracibn. S i £ 3 esth claro que r‘liai)r\ fﬂl(dj) = @,
Poxr tanto, si Ve no es vaclo 8 lo sumo un i verifica las condiciones.
51 Ve es vacio, 1m existencis de dos subfndices disfintos i,§ darfa 1lu
gar a las siguientes desigualdsades

Tcd+ds r(di) + r(dj) = v(f-l(di)) + V(f-l(dj)) =

= W(ria) U eHa)) £ WD) = T

51 existe, se llama dscisidn {finica) resultante de la votacibn
f, relativa a 1a cuestifn representada por D, al elemente di cuyc sube
fndice verifique las condiciones de la Proposicibn I.1.1. Si no existe
tsl subindice se da como resultado do. le que se interpreta come gue

no se ha tomado ninguns de las decisiones propuestas por I,

Se 1lega, finalmente, al concepto de coalicibn vencedora por

las siguientes consideraciones.
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Sea A C X un subconjunto cuyoa mienmbros eatin interesados en
gue cierta 4, sea la decisién resultante de la votacibn f; para que en
cuzlquier caso —sea como sea la forma en que voten los demfis elementos
de X~ el subconjunto A consiga su propbsito, debe verificar las condi-
ciones siguientes: 4 D Ve, w(a) = 4,

Se dice entoncea gque & o3 una coaliecibn vencedora.

Proposgicibn 1:1.2.- La familie F de les coaliciones vencedoras
verifica las siguientes propiedades:

a) si A€ F, A CB, entonces BE F

b) si A € F, entonces AV B € F para cada BC X

c) AN B no es vacio para ninglin par A,B € P

a) ai 4 £ F, entonces X-4 ¢ P

e) ZEFR B ¢ F

demostracibn, &) inmediata. b)-equivalenta a la enterior. c)
por la Prop. 1.1.1. 4} se deduce de 1la anterior j la implica jun;o con

la primera, e) por ser F no vacia y por la cuarta.

HBaciendo absiraccibn y vista la proposicibn anterior, tomamos

come punto de partide de eate trabajo la

Definicifn 1,1.2.~ Sea X un conjunte finito. Un filiro e¢lectp
ral en X es una familia no vecia F C P(X) que verifique
(A.1) 4¢P, ACH implica BE F
{axioma de filtre de orden)
(a,2) VA,BE€ F se verifica ANBE S
(axioms de conexibn)

Bl par (X, P) recibirf el nombre de eapacio electoral.
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Proposicibn I.1.3,- 5i (X,P) es un espacio electoral se veri-
fican:

a) 98i A€ F, AU B € F para cada BC X (A.3)

b) sl AEF, X-A¢F (a4)

e) X€F, f¢F

Adem&s, los pares {A,3,4.4), (4,1,A4.4) v (A.2,A.3) son siste-
mas de axiomas equivalentes al dadﬁ de filtro electoral.

demostracifn, Ver Proposicibn I.1.2.

Log minimalea de F tendrén un papel fundamental en lo sucesi-
vo; en la prbxima proposicibn se destacan sus propiedades caracterfsti

cAas.

Eroposicifn I.1.4.- La familia F, de los minimﬁles de un £il-
tro electoral F no es vacls ¥ verifica

(Ab.l) i A C B, es A = B, para cada par A,B € Fo

(Ab.z) V4,8 € P se verifica AND £ §

Reciprocamente, dada una familia no vacia F C P(X) que satig
faga (Ab'l) ¥ (xo.z), exigte un finteo filtro electoral F en X cuya fa=-
miiia de minimales ses Po. Adenmfs, Fo C.F; implica F C P,

demostracifn., Por ser X finito, Fb no os vacia, (Ae.l) resul-
ta de que Po P ¥ (&o.z) de la condicibn de minimalidad.

Dada inicialmente Fo verificando (Ao.l) ¥ (Aofz) ge define

P={acx/ 38€ ¥, cons> s}

Eg inmediato que F ee un filtro electoral en X, y por ser X
finite resulta ser Po la femilis de los minimales de F, Si Fo era la
fanilia de ninimales de un filtro P, por ser X finito P coincide con

el filtro construido por 1a fhrmula antericr. Tode elle prueba que la
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correspondencia F Fo es biyective, ¥ ea fhcil ver qQue su inversa es

creciente,

Definicidn I1.1.3.- Se dice que Fo ed el germen o base del fil

troa P, ¥ que bste eatk generado por Fo'

Dgfinicigneg 1.1.4.— En un espacio electorsl {X,F), llamaremos
a cada A € F unr coslieibn vencedors, 5i X-A € F, diremos que A es uns
coalicibn perdedora, Finalmente, si A,X-4 é F, diremos que A es una cg

alicibn de bloqueo,

Defipicioneg I1.1.5.~ Un x € X ez un elemente nuloe (o sin in=
fluencia) si no pertenece a ninguna coalicién vencedora minimal, {x}
es entonces una coalicifn perdedora, perv el reciproco es falso.

Un x € X es un dictador =i {z} es una coaslicidn vencedora. Es
sabido que en tal caso x es el finico dictador, Fb se reduce a {x} ¥y F
a loé subconjuntos que contienen x, ¥y que los demfs elementos son mulos,
Reciprocamente, =i todos los elementos salve x.son mlos, x ea dictador.

Un x € X es un elemento con veto =i {x} es una coalicibn de
bloqueo, Designando por V la interseccibn de todas las coaliciones vep
cedoras, que coincide con la de todas las minimales, se observa gue
V= {z} el hay un dictador x, mientras que en otro caeo V coincide con
€l conjunto de elementos con veto.

Mantendremos esta notacibn, aal come la de N para &1 subcon-
junto de elementoe nulos, que es 1& intersmeccidn de los complementarios

de las coaliciones vencedoras winimales.
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I.2,- BOMCMCRFISMOS, SUBESPACIOS, COCIENTES,

Daremos agqui tres slternativas para una definicibn de homomor
fismo entre eapacios electorales. Ello da lugar a tres categorias, aun
que los isomorfismos son los mismos en las fres. Discutiremos el con-
cepto de subespacio, sefizlando en especial los subespacios densos. For
fi1timo, se presentarf la formacidn del espacio cociente por una rela—

¢ibn de equivalencia.

Definicionee I.2.1,- Sean (X,F}, (X',F') espacios electorales,
ft X 2 X' una apiicacién.

8) £ ea un morfismo si A4 € F implica f{A) € P', 1o gue con un
abuso de notacibn abreviames por f(F} C F',

b) £ es un antimorfismo si A' € F* implica f"l(.ﬁ') € F, que
con el miame abﬁso egeribiremos f-l(P') C 7

¢) £ oB bimorfismo si o8 & la vez morfismo ¥ antimorfisme.

En los tres cascs pondremos £ : (X, F) — (X',F*)

Lz identidad es un bimorfiemo, y la composicibn de morfismos
(resp. antimorfismos) es un morfiesmo {resp. antimorfismo). Quedan defi
nidas, por tanto, tres cetecorias, E, E-l, EN E-l, cuyca objetoa
goR los espacios electorales y cuyos homomorflsmos son, respectivamen-
te, los morfimmos, antimorfismos y bimorfismos. Por lae definiciones,

»=)

Hom _(-,-) N EomE_l(-,-} = Ho

£ "engnt”
Proposicifn 1.2.1.~ En lae tres categorias los isomorfismos

son lasg aplicaciones blyectivas f tales que f,f-l aon morfismos. Ade-
mhs, si f es biyectiv.a, la condicibn necesaria y suficiente para que

sea isomorfismo es que f(?o) = F.
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demostracibn, Es una comprodacidn standard,

Dado un espacio electoral (X,F) y un subconjunto ¥ C X, escri
biremos Fy = FOARY), y tambibn FAT ={anY /s e}
Si ¥ ¢ P, Teaulta FY = @. En cambio, si T € F, FY satisface

los axiomas de filtro en I, con base (FY)o = Fon P{Y).

Definicidp I1.2.2.- Un subespacio electoral de (X,P) es un par
{Y,Fy) donde Y € F.

La definicifn formalizs lg idea intuitiva de subconjunio con
suficiente cepacidad decisoria,

Le incilusifn canbnica i ¢ Y ~=» X @8 un monomorfismo en E.

. Definicibén I1.2.3.- Un subeaspacio (I’PY) es denso si F C P{T}.

Regulta entonces (FY)O = PO.

Proppsicifn 1.2.2.- Si T € P, son squivalentes:

i) (Y'FY) es denso

ii) dada £ 1 X ~> X', siendo (X',F') un espacio électoral, f
es morfismo 8i y ablo si la restricciln foi de f 2 T 1o es

iii} AN Y € F para cada A€ P

iv) 1a inc¢lusidn i es bimorfismo

v} -FCY

vi) Fe=FNY

demostracibn, (i) = {ii). Dada £ : X — X', »i T es denso
¥ foi morfismo se tiene i‘(Fo) = (foi)(?o) < F'y, luego f es morfismo,

(i1} == {411}, Sean X' = X, P' el filtro generado em X por
{FY)O, f=id ¢t X -~ X', Por ger foi morfisme, { tambibr lo es, por

la bipbtesis. Por tanto, para cada A € P resulta 4 = £(4) € P*, nsl que
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4B ¢ (FY)O’ de donde AN Y DB ¢ F, resultandec ANY € P,

{311} == (iv). i es morfismo, y siendo i"1(A) = A N Y 1a hi-
pétesis asegura que i es asntimorfismo.

{iv}) =3 (v). Sea x ¢ N, Exziste alghn 4 € FQ tal que x € A,
Por ger i un antimorfisme, AN Y = i’l(ﬁ) € ¥y CF, pero al ser 4 ninj
mal resulta A= 40Y, ¢ Y.

{v) == (vi). En todo caso FyCPNY. Si 4€F,, tenemos que
ACINCY, luego ANY =4 ¢ FY' Si BE€ F, existe 4 € Po con 4 C B,
de donde A = ANY CBNY, ¥ por tanto BN Y € Fy.

{vi) = (i), Sea & € Fo’ Tenemos A MY € FY' pero siendo A

minipal ¥y FY C F, debe ser A = A\ Y,luego A € P(Y),

Provosicibn I.2.3.- Los subespacios densos de (X,F) forman un
#1gebra de Boole isomorfa a P{H).

demostracifn, La unidn de subespacices es un subaspacio, por
ser F filtro de orden., Si uno de los dos es denso, la unibn tambibn,
Por otra parte, la interseccibn de subespecios densos es un subespacio
dengo, Por tante, los subespaciocs denscs forman un subretfculo R ¢ P{X)

X-N)‘
Definiendo f 3+ R —3 P(N)} por la ecuacién £(¥) = YN, f es

cuyo méximo es (X, F} ¥ cuyo minimo es {X-N,P

un isomorfismo de reticulos, utilizando la cordicibn {v) de la Proposi
eidn I.2,2,

Siendo P{N} un 81gebra de Boole, el pasc &l complementarioc se
traslada & R como sigue: si Y€ R, es Y = {X-N}UB', con N' C ¥; m
complementario en R es Yé = (XN} U (B-N'} = X-F’. De este modo R me
convierte en un &igebra de Boole isomorfa a P{¥} -—sunque no sub&lgebra

de P(X)=-.
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Lemg I.2.1.- Sea F un filtro en X, £ : X —» X' exhaustiva,
Fotonces f(F) es un filtro en k', v f ¢ (X,F) — (X', f(P}) e un bi-
morfismo,

demostracibn., Si A,BE€ F, AN B # § implica £(4) N £(B) # ¢.
5i B' D r(4), A € P, entonces {1 o A, s € F, y por ger T
exhaustiva B' = f(f_l(ﬁ')) € £(F), Por tante, f(F) es filtro,

E3 eovidente que f es morfieme. ¥ es antimorfismo porque para

cada A € F tenenos f-l(f(a)) D A,

Sea (X,P) un espacio electorsl, R uma relacibn de equivalencia
en X,

3¢ designa el conjuntec cociente por X = X,/R, ¥ la aplicacibn
de paso el cociente por Wi X —» X

Por el Lema 1.2.1, la familia -i‘"_-—- TC(F) es un filtro en x.

Definicifn I.2.4.- E1 espacio eleectoral (f,f) es el espacio
cociente de (X,P) por 1s relacibn de equivalencia R,
La definicién formaliza la idea intuitiva de formacibn de pag

toa,

El peeo al cociente 7T ;: (x,7) — (i,'f) es un bimorfismo.

Ejemplo. Sea {X,F) un espacio electoral, ¥ C X. Llamaremos es
pecio cociente por le alianza ¥ al espacio /T obtenido como cociente
por 1la relacifn de equivalencia R‘Y definida en X por

xRYy sl y 8blosi =y 6 x,vye ¥

Designaremcs el paso al cociente por Ty, con ¥ = T'CY(Y).

Por ser ‘I‘L'Y un bimorfismo, el tipo de la coglicibn {;} coincide con el

de Y. isi, a3i Y es vencedora X/Y es una dictadura de ;. 51 Y es de blg

queo, ; tiene veto,
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Sea shora (X,F) un espacic electoral, y sean Y,Z2 C X. Designe
mos por %/1Z el cocients doble {X/Y)/Z, donde Z = TtY( zZ), ¥ per Ty,

el bimorfisme exhaustiveo desde X,

Proposicibn 1.2.4.- a) Hay un isomorfismoe T : X/YZ ==» X/2Y
tal que 'I'l'zY =T o RYZ'

b) 51 YO 2 no es vaclo, entonces %Yz =< 1wz
Bi YN 2 = 8, entoncas'X/YUZ es el cociente de X/YZ por la identificg
¢ibn de ¥ = WYZ(Y) con z = TI.'ZY(Z)

demoptracifn., Como resultadso previo, si tenemos le situacifn

Ty

X — s XY

X
donde £ es un bimorfisme exhaustive constante en 'Y, es f&cil ver que
existe un finico bimorfisme exhaustivo £ : X/Y — X' tal que fo TL'Y =&,
dade por f{fx]} = &(3).

a) Aplicande esta propiedsd, TEZY factoriza por un bimorfismo
exhaustivo fl' que a su vez factoriza por otro f : %/7Z2 —3 X/ZY, Este
filtime resulta bivective y verifica f o Ty, = fll o Ty = oy

b) Ung nueva eplicacibn del resul tadc previo permite factori-
zar TTYUZ' primero & X/Y y luego a X/Y¥Z, dande un bimorfismo exhausti
vo g + X/¥2 — X/YVE,

St YA Z no es vacio, g es biyectivo.

Si YN Z =%, g no es inyective sble porque gly) = gl2), con
¥ # z. Por tanto, aplicande de nuevo el resultado previo se abtiene un

isomorfismo [X/YZJ/{)’, z} =% /YU,
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Egte enunciado se generaliza inmediatamente, probande que ol
cociente miltiple X/YlYE...Yr de X por las alianzas Yl,Yz,...,Yr no de
pende del orden de &stas por (a}, y que se pueden suponer disjuntos oa

da par Yi’Yj' o de lo contrario se sustituyen ambos por Yi U Yj'

Botgg. Dos observaciones acerce de la categoria E_-l.
18) POY es filtro en ¥ a1 v 8610 8i ANBN Y ne es vacle
para ninsfin par A,B € Fo' Por ejemplo si ¥ M V no as vacio.

S5i POVY ea filtro en ¥, 1 ¢ ¥ —» X o8 monomorfismo en la
categoria E_"l. i es bimorfismo si y sblo si Y es denmso,

En cierta manera, los pares (Y,FMY}, cuande FNT es £i)
tre, podrian ser consideradoas los subespacios de (X,F) en E__l.

28} Sean (X,P), {X',P') espacios electorsles con X N X' = #.
Le familia F P = {AUA' / AeP, A'E F'} es un filtreo en X \J Xf,
cuys base es (P @I*")o = F°® F&. {x u i‘,F@F‘) eg el producto de
Shapiey o unibn disjunts de los espacios electorales dedos, Se cumple:
?5'@?! = Vo U Voo, Ypor © FoU Ny, Si (X,P) es una dictadura de x,
en el producto de Shapley x se reduce a elemento con veto.

El producto de Shapiey es precisamente el coproducto en
la categoria E:l. BEn efectoc, 8i i,i' son las inclusiones respectivas
en el producte de Shapley, dados dos antimorfismos {X,F} —f) {x~,Fr},
(x:,7%) —f—’—) {x9,P"), existe una Gnica g + (X UX,F@®F') — (=, F%)
que cierra ol disgrsms por los dos ledeos, dada por

gl = £(x} 81 x€X

glx') = £'(x') e x'e& X,

¥ es entimorfisme porque g Ham) = Ha v (£) Ham Ve m,
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Ix

ODFER DE SHAPLEY

Shapley propuso {46] un nétodo para la evaluacifn a priori del
"poder" de cada elemento dentro de un conjunto que toma decisicnes, al
adaptar la idea de valor de un juego que el propilo autor habie desarro-
1lado para juegoa "econémicos®, La conveniencia de tal anklisia spare-
ce al considerar que, generalments, el nfimero de votos controlades por
cada elemento no indica fielmente su "poder®™ en el conjunto.

La ides de Shapley se basa exclusivamente en la conaideracisn
de las coaliciones vencederas, por lo fque la estructura de eapacio
eloctoral parece el marco adecuado para el estudio del poder; cuys de-
firicibn derivaremos de puestros axiomaa bhsices.

En la primera parte se establecerfn algunos resultados acerca
de la variaciln dsl poder. Relacionaremos sus valores extremos o pseu-
dosxtremosa con las caracteristicas de ciertes elementos. Asimismo, es-
tablecersmos su invartancia frente & isomorfismos y frente a la res—
triceidn 2 subespacios denscs.

En 1s segunda seccidn pondremoa de relieve la relacibn entre
&l poeder y la estructurs de espacio electoral, viendo que aﬁnél es ol
inveriante fundesmental del grupo de automorfismos.

En los eapacios liamados completos, los sutomorfismas son
exactamente las permuteciones que conservan el poder. La completitud
€8 uba condicidn de regularided que aqui no puede suprimirge y que en

los capitulos posteriores tieze un papel destacado.
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11.1,- YALORES DEL PODER.

Sea {X,F) un espacio electoral, con n = card{X},
Consideraremos el conjuntc 5 de las a! ordensciones totales de X, esto
es, aplicaciones biyectivas ¢ ¢ (1,n} —a X, con {2,n] = {1,2,...,n}.

Dada 6 € S, representada por sus imigenes Gi’ﬁé""'ui € Kk,
se llame pivote de ¢ gl elemente G& dado por

i=win{ie€(1,n)/6{(1,1)) € 133
De esta definicibn resulta que para cada j < i, 6({1,3j]) ¢ P,

¥ que existe C € F_ tal que ¢ C s({1,i) ¥ 6, € C.

Ll
Definigibn 11.1.1.- Le funcibn de poder de Shapley en {(X,7)
es la aplicacibdn p 1 X —> R definida por

p(x} - card S(x)

n!

pare cada x ¢ X, siende S{x} = {W'G s/ x= pivﬁrﬂ.

s inmediato que p es una funcibn a velores racionales entre
Oy 1l, ¥ por ser los s{x) veriando z una psrticibn de 5, resulta que
z: p{x) = 1, Un resultado econocido gue despubs completaremos est

x€X
Propopicién II.1,1.- a) x es nulo si ¥ sblo si p{x) = 0

b) x es dictador si ¥ sblo si plx)} = 1

¢plzye1-1

¢} si x tiene veto, n

o[-

demostrecibn, a) Un x nulo munea es pivots, luego plx) = 0.
3i x no es nule, gea C € Fo tal que r € €; si & = cardi{C), x es pivote
&l menos en {i-1)! (-1} ordenaciones de X, por le que p{x} > 0.

b} Resulta del apartado al v de 1l¢ dicho en las Definiciones

1.1.5.
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c) 5% x tiene veto, toda ordenacidn & tal que o-n = x tiene x
por pivote, por tante p(x) 2 (n-l}!/n! = 1/n; la otra desigualdad resul,

ta de la Proposicidn II1,1.2,

Lema II.1.1.~ a) EI valor minimo m{n) de la funcibn

fn(i) - (n-i)!fi—l}!

definida para i = 1,2,...,n, so alcanza para i = E(n—;L).
Si n=2k, entonces i=k, siende fn(k) = m(n} = fn(lci-l);
8i n=2kc+l, entonces i=k+l, pero solemente fn{k-bl) = n{n).
b} Para eada n, min+tl) & % m{n), =m{n) % —2.2'1—.'1:1 y por lo gue

1in m(n) = 0,
n—+ o

demostracifn, a} Le funcibn es simbiricas fn(i) = fn(n-(i-l)}
para i =1,2,.,.,n

De 1€i<k resultar n>2k>2i, n-i> i; multiplicande &sta &i-
tima por (n—i-l)'.(i-l)! queda (n-i)!(i-1} > (n—i-l)‘.i.[, que nos lleve
a fn(i) > £,(3#1), de donde £.(1) > £ {2) > ... > £ (k).

La simetria de la funcién completm el razonamiento si n=2k, Y
pera n=2k+l, si i=k resulta n=2k+l > 2k, de forms que fn(k) > fn(k-i-l).

b) Segfln el apartade anterior,

i ! fyd
e{2k) = k'(k—'l) y  m{2k+1) = &l y por tanto
(21)! {2me1}! _
s minél)  _k s mn+l; k1
si n=2k, —gﬁ)l i ey < 1/2, 8l n=2k+1, = = Skvs = 1/2,

de manera que m{n+1) ¢ -12- z{n), ¥ reiterando eats desigualdad gqueds

mln) ¢ 1/2%°1, Siendo, ademfs, m(n) no negativo, resulta lim wm(n) = o,
n— 00
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Propgsicibn 11,1.2.- En un espacio electoral de n elsmentos,

a) el mirimo poder no dictaterial posible es 1 = ;

L

©) el ninimo poder no nulo posible es m(n).

demostracibn., En mmbos casos el problems estf en hallar fil-
tros adecusdos, para que un elemento x € X alcance el poder citado.

a) En este caso x debe vertenecer al mayor nfmero posible de
coaliciones de la baase Fo pin ger dictador, ¥y dichas coaliciones deben
contener o1 minimo nfimerc posible de elementos,

Sea X = {x.xe.x3....,xn}; consideremos el filtro P cuya base
sea F = {ix,xai. {x,x3}.l...; Lx,xn}}. Las ordenaciones & tales gue
Ui = 1 no pueden tener por pivote x en ningfin filtro si ¥ no es dicta-
dor. Las restantes ordenaciones tienen por pivote x para el filtro prg

puesto, -Por tante, x alcanza con &1 poder no dictatorial mhximo, y es

ol - (n—l)! |

=1-—

plz) =

n.

b) En este caso, por ser x no nule, exlste alguna coalicibn
vencedora minimal £ tal que x € T, Siendo 1 = card{¢) tenemoa

(3-1)}{p-i}!

n!

plx) 2

3i se consigue que T no pertenezea a ninguns otra coalicibn de la base

¥ 4que no sea pivote en lugares j » i, quedarh exactamente

(it} (n-1)!

a!

Sea X = {x,xz.x3,...,xn}; aea € = {;,xzp.-.;xi}. cj = {12-----Iitlj}

pera cada j = i+l,i+2,...,n, Finalmente, sea F el filtro cuya base es

plx) =

F = {c’ci+1'ci+2""’cni‘ En el espacio electoral {X,F) el poder de x
e el indicado anteriormente, y tomande i = E(Egl) resulte del Loma

11.1.1 que p{x) = m{n), minimo poder no mulo pesible.
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Pronosicibp 11.1.3.- Sea {X,F) un espacio olectoral. Cuando el
subconjunte V¥ de las Definiciones I.1.5 ne es vaclo, el poder alcanza
su valor mfximo en cada x € V, ¥ solamente en eatos elementos.

demootracidn, Se supone el espacio no dictatorisl, ¢ seria ob-
via la afirmaciéna,

12, 8i x € V, entonces ply) ¢ plzx) para cada ¥y ¢ K.

En efecto: si txy t X —3 X 03 la trasposicidn de x por ¥y, la aplica-
t

cibn T+—p o' = 0 T es una permutscibn de 5. Si T € S(y) resuita

xy
o' e s(x), por lo tento p{y) < plx).

22, SixeV, y ¢V, entonces ply) < p(x).
En efaecto: existe C € Fo tal que ¥y $ C; 8i i = card(C), para cada T que
verifique las condie¢iones O'i = x, {0’1. 0‘2,....'3'11 = £, resulte ¢ & S(x)
pere tn’ o & ¢ S(y), por 1o que, siendo 1 < i < n, tenemos

plx) > EM+ ply} > oly).

0.

32, 81 x €7V, entonces y € V si y sblo si ply) = plx).
BEn afecto: 8i § € V, el argumento del punto 12 nos da p{x} £ p(}r). Y si

vy ¢ ¥V, ol punto 2% demuestra que py) £ p{x).

Propogicibn 11.1.4.- a) Los isomorfismos comservan el poder.

b) La restriccién de la funcibn de poder a un subespacio denso
es la funcibn de poder de dicho subespacio.

demostracibn, a) Sea £ : (X,F) —» {X',P') un isomorfismo, y
sean $,58' los conjuntc;s de ordensnciones de X,X' respectivamente, La
aplicacibn ¥ 3 o' = f o7 de S en 5' es una biyeceibn., Sem x & X. Por
ser f un bimorfismo, ¢' & S(f(x)) cuando 0 € S(x), 1uego p{x} ¢ p(£(x)).
Aplicando el argumente a f-l resulta la desigualdad contraris, por lo

que p{x} = p{£(x)).

46



b} Sea {X,P) un espacio electoral, Y un subespacio denso. Si
Py Py designan las funciones de poder respectivas en X,Y, probaremos
que px(y) = pY(y) pars cada ¥ € ¥, Sea T = {yl'y?”"yh} y tambiédn
-7 = {nl,nz,...,nk} C N, por ger T denso. Cada ordepacidn ¢ de Y deter
mina un sutconjunto S:r de ordenaciones de X obftenidas intercalandeo de
todas las formas posibies en ¢ log elementos de XI-Y; el pivote de todas
las ordenaciones de S; es el pivote de ¥, ¥y cada So’ contiene exactamen-
te C;_k . P = (n+k)!/n} ordensciones, Variando ¢ loa Sy conatituyen
una particibn del conjunto de las ordenaciones de X, por tante, si ye¥

1 . (nerc)!
(n+r)l hl

ply) = < pyly) . n) = py(7).

. Neta. E1 poder de bloqueo, sugeride por Shapley, puede obtener
8¢ agi: dada 7 € S, el pivote de bloqueo de ¢ es el elemento 0']._ € X
definido por i = amin {i € [l,n]/ o ([i+1,n]} ¢ F}. El poder de blogues
de cada x* € X se define por la.fSrmula

card SB( x}

n!

giendo SB(x) = {G'E 8/ zx= pivote de bloquea de 0‘]. Una demostracibn

PB( x) =

de que p = Pp» igualdad eminciada por Shapley, seris 1a siguiente:

Sea a @ [1,n) —_ [l,n] la. simetria definida por s{i) = n-i+l, lLa gpli-
cacién ¢ o' = T 0 s es una permutacidn de S; el pivote de & es el
Pivote de blogqueo de ¢', mientras que el pivoete de bloqueo de ¢ a3 el

privote de ¢', por tanto, p = bg.
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11.2.~ INVARIANCIA DEL PODER A TRAVES DE LOS AUTCHORFISMOS.

Los automorfismos de un espescio electoral conservan el poder,
come caso partieular de la Propesicibn I1.1.4.a), pero hay un reciproco
parcial de interfs cuando el espacio es completa, El grupo de automor-
fismos queds entonces perfectamente descrito, evidencihndose la relacién
entre ¢l poder y los axiomas de espacio electoral. Afladimos dos contra-

ejemplos de gque la completitud no puede smuprimirse,

Definigién 11.2.1.- Sea (X,F} un espacio electoral. Un auto-
morfisne de (%, F) es un isomorfismo f : (X, F) —= (X, F).

Eg inmediato ecomprobar que con la operacibn de coomposicidn los
automorfismos de (X,F)} forman un grupc Aut(X,F), subgrupo del grupo si-
mbtrico 5{(X).

E1 grupe tut{X,F) no determina sl filtro F. Por ejemplo, si un
espacio simbtrico es aqubl en que Aut(X,F) = S(X), es fhcil ver que hay
espacion simbtricos no isomorfes entre s} con iguasl soporte X, Todo en—
pacio simbtrico es simple, es decir, existe un cardinal comin a todas
gus coaliciones vencedoras minimales. El estudic y la clasificacién de
los espacios simples, en particuler de loas simétricos, es el objeto del

capitule siguiente,

Propogicibn I1.2.1.- E1 indice [(s(x): at{X,F)} es e1 rdmero ae
filtres en X igomorfos a F,

demostraeibn, A cada £ € 3(X) se le asocia £(F), que por el
Lema I.2,1 es un filtro en X isomorfo & F, La aplicacibn £ w3 £(F) es
evidentemente exhaustiva entre S{X) y el conjunto de filtros en X iso=-

morfos a F. Ademfs, f{P) = g{P) equivale a g-lo f ¢ aut(X,?), es decir,
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a que g = ¥ mbd., Aut(X,F), por 1o que existe una biyeccifn entre el cg

ciente S{X)/aut(X,F) y el conjunto de filtros en X isomorfos a ¥.

Definicidfn I1,2.2.- La relacibn de simetrfa en X es
xRy siysblosi t, € mt(LF),
siendo txy la trasposicién de x por ¥ (convenimos que th = id),
Es inmediato comprobar que R es uns relaciba de equivalencia,
ya gque txx =id, t =t _, ¥y el x,¥,2 son dos a dos diatintos,

¥x xy

txz = tyz L+ tI.Y 0 tyz.

Las clases de equivelencia de R serfn las ¢lases de simetria.

Puesto que Aut{X,F) es un grupe que opera en X, consideraremos
las &rbitas de X respecto a dicho grupo. Para cades x € X su Orbita es
0, = {y\€ 2/ dr € mt{x,¥), y = f(x)}.

Las &4rbitas constiinyen una particibn de X, siendo cada una
invariante por cada sutomerfismo. El grupo se llama transitive cuande
oxiste una Gnica érbita, ¢ = X,

Por la definicibn deda antes, es inmediato que cada 6rbitz es
reunién de cleses de simetris. En particular, tanto N como ¥ son a la
vez érbitas ¥ clases de simetris.

Dos elementos z,y € X son equivalentes ai xRy, es decir, si
txy es un autemorfismo, En canmbio, I1,¥ son relativamente equivalentes
gl y ¢ Ox, es decir, ai exipte slgin automorfismo f (no necesarizmente
la trasposicibn txy) tal que y = f{x). Tembifn son intercambiables, pg

ro con une transformacibn simulténea del resto {o parte) del espacio.

Propogicifn II,2.2.- El poder es invariante por automorfiamos,
o3 deeir, e3 une funeibn constante en cada Srbita,.

demgstracién, Case particular de la Proposiciba 1I.1.4.a),
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Corolarig. Si Aut(X,P) es transitive, en particular si (X,F)
ea sinbtrico, se verifica:

a) p es constante en X

) N=¢

c) o bien V=X, P = {X} ¥y ¢l espacio quedn determinado, o ai
po V¢ ¥ todas las clases de simetria tienen el mismo cardinal {son
unipuntuales si n ee primo), |

demostracibn, a) Por ser el grupo transitivo existe una finica
érbita 0 = X, donde p es constante por la proposicidn anterior,

b) T por ser § una posible drbite si no es vacio, al haber uns
aola debe ser 0 = d.

¢) 5L V no es vacfo, por ser una brbite ea V = %, de donde el
filtro es F = {K]. En otre caso, con ¥V = ﬁ, veremce que dos clasea de
simetria tienen &l misme cardinal.

Sean C,C"' dos clases distintas, y sean x € C, 2' € &', Por 1a
transitividad existe f € Aut{X,P) tal que x' = f(x). Bastark ver que
#{c)} c ¢, puesto que el mismo argumento para f-l nos derfa C' C £{C).

3 y €C, 1a igualdad tx' =fot_ o f-l

v vy , aiendo y' = £y}, lleve a

que x'Ry',
'Por descontade, ai n es primo, como no puede haber una sola
clape de simetria con n elementos porgue seris V = X, ha de heber n

clases de simetria tedas unipuntuales.

Utilizaremos en la proxima definicifn las siguientes notacio-

nea: para ¢ada x € X,

Fo={aer/zes), (F) ={aer /zecal
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Definicibn I1.2,3.- La relacibn de sustitucibn en X es

8 i 6lo si. t_(F ) CP .
xSy siyasb xy(x) .

Se verifican inmediatemente las propiedades reflexiva y tran-
sitive de 3, preorden en X que Telacionaremos en seguida con R,

si {X,F) es simple, xSy implica tzy(Fo)x C'(Fo)y’ nientras

gue el reciproce es v&lido en cualquier espacio,

Proposicibn 1I.2.3.- xRy 8i y sablo si xSy, ySx, es deeir, R
o5 la relacién de equivalencia asociada &l preorden S.

demostracifn, Basta observar que xRy, o ses, txy € Aut(x,F),

significa e t te que t P i=F_,
g0 Irctamente que xy(x) ¥

Resulta de ello que en el conjunto caciente X = X/R queda in-
ducide por 5 una relacibn de orden 4, de 1z que, si no es vacis, la

ciase ¥ {respectivamente V) es el minimo {resp. méximo).

Utilizaremos un resultado genersl de la teoris de grupos que
se expone & continuacibz (Hall [137).

$i @ € 3(X) estén definidas las clases de simetria de X res-
pecto & G por el proceso seguido en la Definicidn 11,2.2, Se verifica
que cada §rbita es reunidn de clases de simeirfas de &, Por otra parte,
81 U C X, el grupe S{U) puede corpiderarse subgrupe de s{X) pediante
un monomorfisme, y ai U,V C X gon disjuntos, tambifn el producto direg
to 5(U) x S{¥) ee inyecta en S{X),.

21 préximc lema, puremente técnico, combinedo con el siguien-
te, que establece una fuerte conexidn entre S y el poder, permitirfn

llegar al resultade principal de esta seccibn,
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Lems 11,2,1.- Si ¢ C S{X} son equivelentes:

i) € esth generade por (sus) trasposiciones

i3} cada $rbite de C coincide con una clase de simetria de ¢

iii) existen subconjuntos Ul'UE"“’Ur de X, dos & dos disjun-
tos, teles que G = S{Ul) x S(Uz) X ... I S{Ur).

demostracibn, i} == ii) Sean x,y de una misma Srbita. Existe

f €6 tal que ¥y = f{z). Por hipéteéis ea f=1% o t2 0 ves © ti, produg

1
to de trasposiciones de &, de donde resulte x R til{x), fi(x) R ti-lti( x},
wery t ‘t3...t (x} R t1t2t3...ti{x} = y. Por transitividad, es zRy, por
lo gue acn de la misma clasge,

11} ==b 113} Sean Ul’U2"”'Ur las &rbites de G, que por hipd
tesin son tambibn sus clases de simetria. Por lo primero y las conside
raciones previas al lema, es G S(Ul) x S(Uz) X .o X S(Ur}. For lo sg
gundo ¥ aquellas congideraciones vale la inclusibn reciproce, y resulta
la igualdsed,

1ii} == i) Es inmediato que G, por asr producto de grupés Si-

mbtricos, estd genersdo por sus trasposiciones,

Lems I1.2.2,- Si xSy, yPz, entonces p(x) < ply}.

demostracidn, La aplicacibdn @ txy o § 6s una permutacidn
del conjuntc de ordensciones de X,

Por ser x8y, si x ep pivote de &, ¥ es ¢l pivote de tn o 7,
por tanto p(x) iy,

.por ger yﬁx. exigte A E(Fo}y tal que txy(A) ¢ F, por lo que
A€EF,y€4 x #’.A. Da ello resulta, ilamande i = card{a), que hay

{i- 1) (n—l). ordenaclones ocuyo pivote es y, la antiimagen de las cuales

no tiene pivote x, de donde, siendo 1 < i < n, resulta

o) > p(x) + L2Lmtdd oy

.
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Eropomicibn I1,2.4.~ Los automorfismos de un espacio {X,F) en
donde S eg total son exactamente laa permutaciones de X gque conservan
el poder, eg decir,

wt(X,F) = {£ € &%) [ p(£(D)) = p(x), Vxe x}.

Adenfip, w©i xl.xz....,xk son las clases de simetria de (X,F),

amt(X,F) = s(X) x (X)) 2 ... oz S(X )

demostracibp. Puesio dque el poder es invariante por los auto-
morfismos segliin 1la Proposieién 1I,2.2, bastarh probar que tods permu-
tacibn de X cue conserve el poder es un automorfis -y de {X,F). Sea T
una tal permuticibn. Para cade x € X, gea ¥ = f(z). Suponiendo yﬂx,
por aer S totel tendriamos ySx o bien xSy, excluyfndose mutuamentse, Por
el lems anterior llegariamos a contradiceién coﬁ que f conserve &l po-
der. Por tante, paras cada r € X resulta xRf(z), de donde £ transiorma
cada clase de simetria en sf misma ¥y, por elle, f € mut{X,F),

En segunde luger, puesto que el producte directo'de loe grupos
pinbtricos de las clages dé simetria ssthk contenido en Aut(x,F), ¥ ge
acaba de ver que cada f £ Aut({X,?) descompone en producto de permuta-

ciones de dichas clases, queds probada la coincidencis de los grupos.

Corolaric 1. 5i (X,F) es un espacio electoral eon S total,

a} cada Srvita de Aut{X,F) es uns clase de simetria, y no hay
pares de elementos equivalentes sblo relstivamente

b) plx} = ply) #i y 5620 i xR ¥

¢) los valores PyePore-esPy del poder sobre las &rbitas de
aut(X,F) son todos distintos {lo que generaliza la Proposicién 1I,1.3)

d) el nfimero de filtros en X isomorfos & F es el nfinero combi-

natorio ¢" s donde o, = card(xi), 1=1,2y...4k.

len2....nk
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demostracidn. a) Por la propesicién anterior y el Lema IX.2.1.

b) p{x} = p(y) implica que x,y son de 1a misma brbita, o sea
de la misna claae; ei reciproco wviene de la Proposieibn II,2,2,

c) Resulta de combinar los puntos a) ¥y b},

d) Resulta de la Proposicibn 11.2.1 viendo que Aut{X,F) es el

producto directo de los grupes simbtrices de sus clases de simetria.

Corolarip 2. Supuesta 5 total, si p es constante o el grupe

transitivo el espacic es simbtrico.,

demostracifn. Por los puntos a).c) del corolario anterior,

Eiemplo 1., Sea X = [a,b.c,d,e,f], F el filtro cuyc germen es
Fo = {{a.b}, {p,c,d], {b.e,d], {a,c.e,f}}. Bn el espacio (X,F} 1a relg
¢ibn 5 no es total, sino que viene dada por &l diagrema

f 5 C

> "va
\ 7d>‘,’\“b

e

El grupe es Aut(X,F) = {id}, de forma que coinciden las &rbi-
tas con las clases, todas unipuntusles. Sin embargo, ple) = 01 = ple),

gin ser equivalentes: tce conserva el poder sin ser automorfismo,

Ejemplo 2. Sea X = {1,2,...,n}, n25, q = E(n/2)+1, F a1 fil-
tro de germen ?o = {il....,q}, {2.....q+1}. ceay {n,l.....q—l}}.

Este es un espacio simple no simétrieco, con Aut(X,F) = D
grups dibdrice de las isometrias de un psligono regular de n lados,
perT contener el "giro" {1,2,...,n) 7 la eimetrie e(i) = n-i+l, No hay
trasposiciones. Por ser transitivo hay una sola &rbita, pero n clases
de simetria unipuntusles,

El poder es constante, a pesar de lo anterior. Naturalmente,

S no es total: se verifica molamente xSx para cads x € X,
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111

ESPACIOS COMPLETOS

En la Altima seccibn del capituls II se ha establecido gue el
poder es el invariante fundamental del grupo de sutomorfismoa para una
¢lase de espacios electorales: aquélles donde el precrden de sustitueibn
S en total.

Estos espacioa, que llamaremos completos, constituyen el ohjets
del presente capitulo. En &1, mediante 1a generalizacifn de lag relacio-
nes de simetria y sustitueidn a los subconjuntoa; construiremos un ¢o=-
ciente ordenade que para dichos espacios resultaré ser un reticulo dis-
tributive, del que daTemes dosz versiones numbricas -el de loa indicea ¥y
2l de loa modelos- destinadas a ser los instrumentos esencizles para
abordar el tema de }s clasificacibn de los espacios simples completos.

La clasificacibn de espacics, aparte de su interfs intrinseco,
viene motiveda por una cuestibn importante que planteamos én el fltimo
capitulo, la realizacibn de espacios electorales por medio de conjuntos
decisorios, Dada la generalidad de aquéllos, una primera aproximacifn
consiste en investigar low espacios simples. Y pueato que la cuestién
queda inmediatamente zanjada para los espacics no ccmpletos el punto
interesante es justamente el de 1la completitud.

Asf, la primera seccidn se dedicarh a 1l generslizacibn de R y
%, ¥ la segunda al proceso de asociar a cada espacic complete el citado
reticulo, estudiando sus propiedades. En la tercera seccibn clasifica-
Temos los espacios simples coupletos, progresands desde los elementales

a los mfs complejos, es decir, con mayor nfurero de invariantes.
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111,1.- SIKETRIA Y SUSTITUCION.

Sea (X,P) un espacio electorsl. En ol capitulo II se han defi-
nide la simetria R y 1a sustituciédn S, verifichndose que R es la rela~
cifn de equivalencia asacciads sl preorden S,

Extenderemos ahora R y S a P{X) conservando la conezibn enire
ambas relaciones. Y 1a relacidn de simetris se caracterizarf numérica-
wente mediante los I{ndices, 4que permiten despuds estudiar el retficulo

asociade a cada espacio donde S sea total (espacios completos).

Defipnieciébp II1,1.1.- La relacifn de simetria r en P(X) es 1a
relacibdn de equivalencis engendrada por 1a relacibn siguiente:
AL B aiy sblo si =Ry / txy(A) = B;

es decir, A r B si ¥y s6lo si A 4 C, L .. l-Ch = B, h arbitrario.

1
r eg de equivalencia por ser ) reflexiva y simbtrica, y es una
extensitn de R a P(X) identificande X conr sus subconjuntos unitarios.

Si Ar B, A€F (resp. 4 € Fo} implica B € F (resp. B € FO).

Dofinieibn II1.1.2.- La relacidn de sustitucién = en P{X) es
la relacibn de preorden engendrada por la relacibn smiguiente:

4B siysblosi A=9 o JxSy/ x< 4 t &) € B
eg decir, A a B 9i ¥y aflo a1l A = Cl - as = Ch = B, h arbitrario,

8 eg un preorden por ser -+ reflexiva, ¥y extiende S a P(X).

Si As B A€F inplica B€ F,

Tanto A C B como A L B implican A — B, Ademés, si 4 5 B, los
cl""’ch—l pueden elegirse con igmal cardinsl que A. Para elle basta
ver que 81 A — B existe B' C B tal que A—> B', card{A) = card(B'), Y,
en efecto, si A = ¥ basta tomar B! = ﬁ: sl no, existiendo xSy tml que

x € A, txy(A} C B, ae pone B' = txy(A).
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Sea p la funcidn de poder de Shapley en X, ¥y g ¢t X —> I dada
por glx) = p(x) + & giendo € > O conatante. Esta funcibn satisface:
glz) > 0 pare cada x ¢ X glz) = gly) si zRy: v seglin el Lema IT.2.2,
glx) < gly) st xSy pero v9x. (En general, si S es un preorden en un X
finito y R 1la squivalencia asociada, miempre existen tales funciones g).

Extendiendo g a P(X) por zla} = Z glx) para cada & C X, queda

. x €A
g“}:g@)5iArB,dk){g@}siﬁiB,ydﬁ)édB)ﬁ.As&

Fropogicién I1I1,1,1.- r es la relacibn de equivalencia msociada
al preorden s, o8 decir, A v B si y sélo 8i A a B, B g &,

denostracibn, Veamos que A -+ B pero A/J{B implica gla) « g(B).
Sea xSy, x € A, txy(A) C B. Si y ¢ & entonces A CB, 4 # B, de donde
gla) < a(B), Si y ¢ & pero y¥x, es a4} < g(tﬂ(a)) < elB), Yaiy ¢ A
perc y3x, resulie tw(ﬁ) 4B, ¥ gla) = g(tﬂ(ﬁ)) < g{B}.

Sea A T B: la caedens A L Cl ... L (.‘-}1 = B puede escribirse
A = Cl-o-... —»Ch=B-+ChP1—»... -+Cl—-ﬁ. luego A s B, B B &,

Reciprocamente, 3i 4 5 B, B 5 &, empalmamcs las dos cadenas:
A—bcl - ... —pCh=B-—»D1-r... -+Dk=A; gl algune -» no fuase

A obtendrfames g{A) < g{A), de modo que & r B.

( También hemos probade que A L B si y sblo 81 A — B, B — A},

La ordenacidn inducida por s en el cociente P(X) = P{X)/r se
designard por 4%, como hicimes con la dada por S en X = X/R.

Puesto que 4 r B supone que sard{ L) = card(B), hablaremos 1i-
bremente de card(Z) para toda clase i€ m

Tonando P,(X) = {2 € 2(x) / cara(s) = j}, 3= 0,1,...,m, los

cocientes Pj(XF = Pj(x}/r constituyen una particiba de P{X).
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Provogicidp 111,2.2,- Sean %+X5...5 %, las clases de sinetria
de {X,F)}, T sByr...,m SUs cardineles, Se verifica:

12, AT B ai y sblo si card(Aﬂxi) = card(Bf\Xi), =1, ... ,k;3

28, para cada 4 € P(X), los nfmeros ;= card(Af\Xi) no depen-
den del representante A, y cumplen ¢ % o(i < By i=},...,k;

32, reciprocamente, dados CRTTETL asi acotados, existe una
finica i a la que corresponden, con -card 2= 0&+M2+. . .Wk:

(0(1.“2...,,% se llamarén los $ndices de 4).

demgptracifn. 12, (=) ). Basta probarioc si A L B. Sean xRy con
tI?(A} =3B, 8 2,7 € & o bien si x,¥ {k. ea A =B y la tesis es obvia,
Supongamos x € 4, ¥ ¢A. Entonces existe glz(n xi con x £ Xi; por tanto
y € X, de donde card(kf\xj) = card(Bf\xj} para ¢ada j=l,...,k,

(&=). Demostracién por induccibn sobre s = ¥ cara{4+B), pues
card{ 4+B) es par al ser card{i) = card{B) por la hipStesis.

31 g =0, esa A = B,

Si 8 %1, ges x € A-B; Bi x € X;; por bipbtesis exigte y 4 4,
¥y € BNX_, Tomando A' = tw(g). resulte 4 r A' y + caralA'+B) = o-1,
poer 1o que &' r B, ¥y 4 r B,

2%, Resulta inmedistemente del punto anterior,

3¢, Basta elegir 9& elementos en Xl, °<2 en Xz, ravy Kk en xk,
1o cual es posible por lss acotaciones; agl se conatruye un 4 ¢ X tal

que A tieme estos fndices, y dicho & es fnico por el punto 12,
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111,2,- RETICULO ASOCIADG A UN ESPACIQO COMPLETO.

La Prop., 111.1.2 establece una correspcndencia biyectiva
Jrya— (0&,0(2,... ,oﬁ‘), que asocia cada clase de P{X) con la coleccibn
ordenada de sus indites, Ello sugiers um cemino para estudiar la es-
tructura (I—’(ET, ‘—'), transformfndola en modelos isomorfos de tipo numé-
rico vectorial,

Restringiendo el estudio a los espacios {Z,7) donde S es total
(eapacios completos), probaremos gue (W, £} es un reticulo dimtribu-
tivo, 20 complementado =i card{x) > 2, isomorfo a un subretfculo de la
divigibilidad de N, Daremos dos Teticulos isomorfoz corn &1, el de leos
indices, que sirve de puente, y el de los nodelos de coalicionss, que

]
es ol mfs manejable y puede consiruirse, ademfs, directamente a partir

de X,
El reticulo serf fitil pars la clasificacifn 7 el estudio de 1a

realizacidn de espacios electorales.

Definigidn II1.2.1.- Un espacic electoral (X,P) es completo si
5 ea un preorden total.

Ello equivale a que (E, £) sea una cadena, que en lo sucesive
se¢ representarf por 11 < X2 < ... 4 x.k Asl, =i no es vacfo N es )LJ_.

Anflogemente, si existe V es L.

Pagaremos ahora a la construccibn del futuro "reticulo de los
indices".
Se¢ considera el producto Nk dotade de la ordemacibn usual por
componentes: X <P si y sblo si o < Pi’ i=ly. 00k,
k

Se definen los "restos parcisles™, para cada W € N,

2. {eq) =& 4., 4 , para isl,...,Ik,
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k

y 8¢ considers la aplicacibn L : N° — N¢ definida por los k restos:

Z() = (Z(0),000y Z,0)).
Es inmediato. comprobar que 2 es una aplicacidn inyectiva que conserva
el orden: ot £ B implica Z{x) ¢ Z(p).
Sea s la relacidn binarie definida en Nk poxT
% s B siyasblo si Z{x) £ Z(B);
por aer b2 inyectivae, = es una rellac:i.Bn de orden (compara loa restos),
Figalmente, dados nl,na,....nk némercs naturales no nulos,
ean n su guma, n = (nl’n2"°"nkJ' Pondremos
A = Alapong,..oon) = {2 e ¥ /x ¢ T},
¥ AJ {o{e A/ ale) = j}. para j=0,1,...,n,

siends 4 : Hk — N la fupe¢ibn dada por afot) = 0(1+°‘2+...+¢ﬁ£ = Zl(“).

Prongsicién 1I1,2,1.- Sea (X,F) un espacio electoral completo,
Bys-sss7y los cardinales de eus clases de simetris, A= A(nl....,nk).

Existe un isomorfisme de orden \p (U}, £) —» (A,s), que
transforma cada -P?XT en Aj‘

demoptracibn. 10 Sea O : P(X) —p A dada por la férmula
0(a) = (4,...,¢ ), donde o = card(ANX), i=1,...,k,

' Por el teorema de los indices (Prop. III.1.2} B factoriza ¥
ds una aplicacibn biyectiva g P(X) —» A, que asigna a cads 4 la
coleccibn ordenada de sus indices. Es obvio que W(F;m) = Aj'

22 Sean 4,B € P(X), w= (&), b= (B). 8i & CB, resulta
o< B, ﬁor tanto «a §. S1 A — B, sean x5y, x € 4, tﬂ(a) < B. Sean
T € X, yexj, i% jpor ser 5 total: ei i =3, es A T tw(.&)c B, de
donde & = ?;;(H ¥ este caso se reduce al A C B; ai i < j, tendremos
“y ¢ by osd B E Dy, e = Bl % = B, de donde X s P

Estas consideraciones demiestran que \f es morfismo de orden,
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3¢ Finalmente, veamos que i{:l-l tambibn es morfismo de orden.
Seen ot 5 B, X = L?(I). = 9(3). Construiremos un vector Y auxiliar.
Puesto que pl+. . .+Pk * d{u}, sea h mhxime subindice que satisfega
But. . R 2 a(a), ¥ ¥y defimido por ¥ +B 4. 4P = d(«). Ha de ser
0 < ¥y & By, Definimos Y= (0,0,.0.. Yy by, yeenerf )i Sea T = (Y.
Bs fhcil ver que Y« B, « 8 ), dlx) = a(y).

Termiparemos la demostracidn viendo que 48 C y que € 8 B,
A 5 Ct por induceibn sobre u = [ 5%

i/ =% 20

cago u = Ui por gper o B Yr e8 do =%-

cago u ? 0: existe un i méxime tal que 3% > 0, por lo que
“i+l=Hi+1' evr A=k poT ser d(¥) = d{«) existe un h mbximo tal que
h <i, % > [ de .donde dh+1é Xhﬂ, ees “i—léa’i—}_‘ Por 1ms condiciones
expresadas exiaten z € Anlh, 2 € Gf{Xi, con x3z, por ser S total, hcei.
Ses A' = txz(A), ¥ pongamos «! = k?(F). Reaulta dla?) = alx) = ﬂ('{), ¥
ademés o(,’c =, 8it £ i,h, e{{ = o+, o) = o =1, de donde &' 8 y. Como
ahora es u' = u~l, por induccibn es &' 8 €, que con A — &' da & = €,

C 3 B: por induccibn sobre v = card{C-B); veremos que existe
€' C B tal que C r C*,

ceso v = 0: C-B = ¢, luego C C B, y tomames C' = C,

[

cago v » O sea ¥ € C-B, pongamoa ¥ € Xi; de 0 <« ¥ ?i < n

i

1l

rosulta la existencia de y € (B.C)N I,; como xRy, tomando C" txy{c)
se verifica v' = card{{"-B} = v=1, luego por induccidn C" r C* C B,

para cierto C', Como C r C", resulta C r ¢*, y C s B.

Bofs. Es ffcil probar el siguiente recipreco: si la inversa de

la biyeceibn ¢ es morfismo de orden, el espacio {X,F) o8 completo.
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Despubs de haber construido un primer modelo numbrico isomorfo
& (ﬁ,.‘: }: pasaremos al segundo, el "reticulo de modelos de coaliciom
nes". Partiremos otra ves de nl,nz,...,nk naturales ne mulos, n su suma,

Exn el producto N s8¢ considera el subconjunto A = ﬁ(nl,,..,nk)
formado por los & = (al,az,...,an) tales que

Fa & Z £ F
1)} cumplen 0 £ & fa, £, fa £k
2) para cada i=l,...,k, tienen valor i a lo sunmeo oy componentes
Para cada 3=0,1,...,n, deaigneremos poT Aj el subconjunto de los a € &
que tienen exactamente j componentes no nulsas.

Consideraremos A dotado de la ordenacibdn usuel £ de Nn

Proposicibn 111.2.2.- Si & = Alp,..oend, A= Alnp,ioun),
existe un isomorfisme de orden ip : (/\,s) —_— (A, &}. que transforma
cada A, en A.,

J J

demostracibn, Se define L{" : N\ —s &, asignando & cada

o = (0_‘1,"(2,...,0(!:} el elemento

a= Y&} ={0,...,0,1,...,1,2,...42, 00000 rkyenn, k),
e g’

%y % %y
¥ results obviamente de la definicibn que t})( f\j) = A;j'
Se define también 17 4— N, asignando a & = (al,....an)
ol = '1(3) = (ultﬂztacovc(k)
cuye componente o(i indica las wveces que aparece i en a.
Se verifica que 7o ¥y = id!\ » Yo - id&; queds sblo por
ver que &{J ¥ 7 son morfismos de orden.
Sean a8 P, & = wlw), b = y(p). Si a = 1> 0, entonces
% ¥e. ¥ X neh; por ser « s B, deducimos Bt *R 2 n-h, ¥ b, 24,

Egto demuestra que a € b,
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Sesn ahora a £ b, & = l'L(a), P = "L(b) Por ger di+...+dk el
nlimerc de componentes de a no inferiocres a i, resulta, de a £ b, que

“i+...+“(k < p,+...+R, para cade i=l,...,k, por tanto & s 2

Estavlecida la cadena de igomorfismos entre (ph;i, <}, {A,s)
y (4, &) come con;juntoé ordenados, con sus correspondientes restriccio-
nes a los Pjt i, A:j ¥ &j’ bastarf estudiar lae propiedades de (4, £),

que es el dotedo de una relacifn de orden mbs operativa,

Propogicibn 1I1,2,3.- & e un reticﬁlo distributivoe, completo
e isomorfo a un subreticule dnla la divisibilidad en loa naturales; sslvo
en el caso triviel n = 1, A no es Algsbra de Boole ni siquiera reticulo
complenmentado, Cada 4, es un subreticuls de A,

J
mo s ifn. Con la ordenacibm usual, K° es un reticulo donde

L

el gupremo y €1 infimo vienen dadoa por las siguientes f6rmilas:

c

It

avb siyoeblosi c; =max{a;,b),1=1,...,0

c=aAb siyasblosi ¢ min(ai,bi), i=1s.uesn.

Por tanto, @i a,b € 4, resulta avb, asnbd € 4, f)or lo que A es reticulo.
Por ser N distributivo, el subretficulo A lo es tambibn., Y aunque K no
es completo, & lo es por ser fimito.

Elegidos n nimerpa neturales primos distintos PyrPorevsPoy 12
aplicacibn & : ' -3 K dada por &(a) = plal...pnan es un isomorfis-
mo del reticula (¥®, &) en (no sobre) el reticulo (K,/} de la divieibi-
lidad; restringiendo £ a (A, £} obtenemca un Gltimo isomorfismo de éste
con un subreticulo de (N,/).

De las f&érmulas del supremo y el infimo resulta que 8i a € AJ..
b€ (1os 4y forman una particibn de 4) y es j £ h, sale s v b € 4,

& ADb € A, For tanto, si n > 1, existen &, # 4,4, de forma que salvo
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{0,...,0) = 1n2(4) ¥ (1,...,1y.0v40ky..0sk) = sup(A) ninsfin otro elemen
to tiene complemento, por lo que A no puede ser reticulo complementado.
Finalmente, de las férmulas de supremo e Infime results inme-

diatamente que cada Aj es un reticulo, subreticulo de A,

Todas estas propiedades se traducen en seguida & P{X) si el

espacio (X,F) es completo, via los isomorfismos precedentes,

Corolario. Si {(X,F) es un espacio electoral completo, {P(ZX), &)
es un reticulo, distributive, conpleto e isomwrfo a un subretficulo de
la divisibilidad en los naturales, pere no ¢s complementado si n ¥ 1.

Las estructuras {AN,s) y (&, ¢} correspondientes a los cardi-
nales Byserenhy de las clases de simetria de {X,F) son reticulos isomor-
fon n (PF(X), £).

Cada FSTET ea un subreticulo de P{(X), que on los isomorfismos
corresponde a los subreticulos Aj b4 Aj de A y A respectivamente,

demgatracibn, Basta tener en cuenta las tres proposiciones an-
teriores y el hecho de gque si dos conjuntos ordenados son isomorfos co-
mo tales y uno de ellos es retfculo, entonces el otro tambibnm lo eg, ¥

asbos retfculos son isomorfos {Szhez [47] , teorema 9).

Dofinicidp III,2,2.- Llemaremos reticuloc ascciado al espacio
electoral completo (X,F) al retfculo (F{X), £) o a sus modelos isomorfos
(A,8) o retfculo de Ios Indices, y (4, &) retifculo de los modelos de

coaliciones.
4 egpacioe igomorfos corresponden reticulos isomorfos, pero el
recipreco es falso. Porlejemplo, para X = {a.b,c} dotado del filtro de

base Fo = {{a,b},ia.c}}, y X' = {a',b',c'} con el de base F; = {{a'}}.
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Terninaremos eata seccibn con un ejemplo de espacio electoral
completo, que iluatrarf la formacibn del reticulo 4.y el rombre gue se
le ha dado, el de los “"modelos de coslicionea”.

Jea X = {a.b,c,d,e], dotado del filtre F cuya basze Fo conats
de {a,b} Y {a.c}

Las clases de simetria son X = [d.e], X, = {b,c}, ;= {a}.
¥ la ordenacibn de X es N = 11 < x2 < Xs = V.

La figura siguiente muestra un esquema del reticulo A, en el

que se desteca la particidn en subreticulos {Ao,ﬁl.....as}.

11223 A
1122 1123 1223 A,
122 ' |
112</ >123-—223 i
s |
|22
11—12<” 23 A,
13
1 23 'y
0 '

Esquems,- Se han spuprimide los cergs iniciales, asi come los

paréntesis ¥ comas, en aras 42 una mayor claridad.
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Cada subreticulo Ai se forma combinando de todas las noneras
posibles i simbolos slegidos en este ejemplo entre 1,1,2,2,3.

Llamamos a & ol reticulo de los modelos de coalicicnes porque
cualquier coalicibnm, es decir, todo subconjunto de X, queda representa-—
da por uno de teles modelos, atendiendc & sus indices., Se utiliza el
mismo simbole numérico para representar elementes R-relacionados, Cada
A C X queds repregsentado por un modelc de Ai' i = cardlA}, ¥ 4,BC X
corresponden a un migmo modelo 8i y 86lo si A r B,

Se sobreentiende que el sentido creciente de la ordenacidn de
A recorre los segmentos del diagrama de izgquierds a derecha y de abajo
arriba, Bsta ordenacidn del reticule de modelos correapohde & la orde-
nacifo s de P(X).

FO pasa a ser un solo modelo, €l 2%, ¥ F se convierte en todos
los modelos situados por encima del 23 (inclusive), Las corliciones
perdedoras esthn representadas por todos los modelos del 112 hacia aba-

jo, ¥ las de bloguao por los aeis modelos intermedios restentea,
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ITI,3,- CLASIFICACION DE ESPACIOS SIMPLES COMPLETOS.

Daremos aqul 1os invarisntes numbricos fupdamentales de cada
espacio, junto con los correspondientes teoremas de existencia y de
clagificacibdn {unicidad salvo isomorfismos).

Introduciremos slguna nomenclatura adicional pare citar con

comodidad log distintos tipos de especios,

Pado un espacio {X,F) designaremcs por ﬁ,xl,xz,...,xk,v sus
clases de simetria —observande que k no tiene shora exactamente el mig-
mo significedo que en la seccibn anterior-,

ny DyrTy s DoreersMyy Ry designarfn los cardinales de X y de las

mencionadas clases de simetria,

Definicibn III.3.1.- Un espacio electorsl {X,F) es simple mi
todag las C € F_ tienen un mismo eardinsl p.

Estudiaremds primerc los espacios simples mfs elementales.

Definicidn I11,3.2,- Un espsacio (X,F) ea atbmico si F; conate
de una sola coalicibdn.
En otro caso diremos que el espacio es molecular.

La estructurs de los especios atdmicos gueda deserita por el

Teorems III,3,1.- a) {X,F) es stbmico si y 88lo si k = O

b} tode espacio atémico es simple, completo ¥ con V # &

¢} dos espacivs atbémicos (X,F), {X',F*) son isomerfos si y sble
si n=1n', p=p'{nyp serfin 1os invariantes del eaﬁacio);

4) dados n,p tales que O &« p &n, existe un espacio atdmico con

invariantes n,p.
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dempatracidn, a) 8i {X,F} es atémico, sea Fo = {C}. Entonces
V=2¢C H=X-C, k=0, Reclprocamente, si kX = 0, solamente existen las
cleses N, que puede mer vacls, y ¥, que no puede serlo. 5i C € Fo debe
ger £ = ¥V, por tanto el espacio es atdmico.

b} Obviamente, todo espacio atbémico es simple; por ser k = 0
es conmpleto ¥ con V nmo vacio; ademés, n? = .

¢} 5i existe un isomorfismo £ : X —3 Xt, tenemos n = n', ¥ al
ser (V) = ¥, p = p'. Reciprocamente, si n = n', p = p', basta tomsar

una biyeceibn £ ¢t X —s X' tal que £f{V) = ¥, y serf un isomorfismo.

d) Sea X = {192;-.-911}9 con PO {Cl’ ¢ = {1,2,....13}. Este
egpacio (X,F) es atémico con invariantes n,p.
En particular, para p = 1 reasulta el espacio dictatorial,

mientras que para p = n Tesulta el eapacic de upanimidad,

Definicibn I1I,3,3,— Un espacio (X,F) es simbirico si Fo es un
cierto PP(X), donde debe ser p > n/2.

El dnico espacio simhtrico mtdmico es ¢l de unenimided.

Llamarsmos agimftricos a los espacics no sinétricos,

La estructura de los espacios simbtricos se expone en el

Teoremg 1I1.3.2.- &} {X,F) es simBtrice si y adlo si su grupe
de automorfismos es 5{(X);
b} todo espacio simétrico es simple, completo, con W = ¢,
¥ {8s1vo el de unanimidad} melecular, con V = §, k = 1;
¢} doa eséacios simbtricos (X,F), {X*,P') son isomorfos si v
aflo si n=1n', p=3p* {ny p serfn los invarigntea del espacio);
4) dados n,p tales que n/2 < P £ n, existe un eapecio {X,F)

simétrico con dichos invariantea.
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demgstraciba, a) Si {X,7) esc simbtrico, ae= Fo = PP(X). Pare
cada g e 3{X) ge verifica <er(X) = Pp(x), luego € ¢ Aut{X,F). BEn cuanto
el reciproco, si Aaut(X,P) = s{X), sea C € Fo' P = card{C). Al aplicar a
€ todas las 0 € S(X) resuita PP(X) C Po; anéloge raszonamiente ¥ la wmini-
meiidsd de las cealiciones de ?o prueban gque no existen C' £ Fo tales
que card{C') £ p, por lo que F o= Pp(x}.

b} Obviamente todo espacio sinmétricoe es simple, y completo por-
que X = /R consta solamente de una clase; por lo mismo N = ¢ #i 1a
clese fuera ¥ estariamos en el caso atdémico de especio de unanimidad;
por tento, gi el espacio es molecular resulta V=6, k =1,

c)} 8i existe un isomorfismo £ : X —» X', tenemos n = n', ¥y si
C e Fo' £{c) € Fé, por tante p = p'. Reciprocaménts. 8i n=1n*, p=p',
cualguier biyveccidn £ : X — X' es un igomorfismo,

d) Sea X = {1,2,....n},-con Fo = Pp(x): la condicibn p > n/2
asegura la verificacin del axioms 4 .2 de base de filtro;_luego {(x,F)
es un espacio simétrico con invariantes u,p.

En particular, pera ¢l valor minimo p = E(nfz)fl obtenemos
el espacic electoral de mayorls simple, y el mAximo p = n nos da el de

unanimidad,

Los espacios simples no completos son moleculares, agimftricos
¥y con k2 2, ¥y no serfn estudigdos. De los restantes espacios simples,
que son completos, moleculares ¥ asimbtricos, gepararemos primersmente

los pseudopimbiricos, que tienen cierta similitud ¢on los simbiricos,

Defipicibn III1,3,4.- Un ospacio {X,P) es pseudosimbirico si
k=1, NUV £ g,

Su estructurs se expone en el siguiente teorema,
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Togrems I11.3.3.- a} Tode espacio pseudosimbirico es sinple,
completo, moleeular y msimbtrico;

b) dos espacios pseudosimbtricoes (X,F), {X',?') son isomorfos
8i y slo si n =1n', p = p°*, By = n%, n = ni (n, p, By By serfn los
invarianies del espacio; By = MR -ng es superfiuo);

¢} dados n, p, ng, n, que satisfagan ny¥ny $n, 0« n <o,
Rp < P < mytng, asi como p > 31/2 si ny = 0, existe un espacio pseudo-
simbtrico {X,F)} que tiene por invariantes los nfmeros dados.

dempgtracibn, a) Sea C € Po' card{Cf\Xl) = p-ny. 5t existiera
C' € P tal que card(c‘f\xl) £ p-nys aplicando una adecuada permutacibn
Te S(XI) C Aut{X,F} se obtendrias una relacidn de inclusibn entre C ¥
U(d'}. sbsurda al ser o(C') € Po. Ast gque card(&) = ¥ para toda C & Fo'
¥ el espacio es simple. Ba completo y molecular por ser k = 1, asf{ como
apimbtrico por ser N W V no vacio,

b) 3i existe un isomorfisme f : X —» X', tenemos n = n'. Por
aor £{¥) = V', resulta ny = ng, ¥ de (¥} = N' se obtiene f(xl) = Xi,
de donde n = ni. Por $1ltimo, 8i C € Fo tenomos £(C) € FS, luego p = p'.
Reciprocamente, una biyecceidn £ ¢ X ——» X' tal que £{V) = v*, f(Xl) =X
define un isomorfismo entre los dos espacios.

¢) Sea X = {1,2,...,n}, ¥ pongamos V = {1’2"°"DV}’ asf como
Xl = {nv+1,nv+2,...,n?&n1}, H= X—V-Il. Consideremos tembibn le familia
Fo={cCx/ cara(c) =p, YCC, -V xl}. La primera condicibn im-
puesta & los datos se utiliza pere poder formar X, De la cuasrte resulta
el axioma A0.2 de base de filtre, ¥ Ao.l sale de ser de cardinal p toda
L Fc. 43f que {X,F) es un espacio electoral simple. De 1a seszunda con-
dicién sale que Xl ¥y UV no son vaclos, y de 1a tercera gue no coinci-

den, Aal, (X,F) es pseudosimbtrico y de invariantes n, p, e ¥ nl.
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Se incluye shorm el siguiente esquema para dar urca visién glo-
bel de los espacios simples, sefialando los tipos ya estudiados ¥ los
pendientes de resolucidn: para &stos serf necesario congiderar el re-
ticulo asociado, BEn este cuadro los especios de unanimidad se conside-

ran mtémicos, no simbiricos.,

k=0, aténicos

simples : BUY=4§, sinbiricos
k=1 .
FUYV £ #, pseudosimbtricos

k{0, moleculares F ideal dual

" completos { _.
k22 F no idesl dual

ne completos

lLos espacios pendientes son los meleculares, k 2 2, completos,
La distincibn que se establece en e2llon go debe a F, que a3 1a imsgen
del filtro F a través del paso al cociente de P{X) a P{X),

Comenzaremecs el estudic de estos espacios estableciendo un par
de regultados generales suxiliares. Sea {X,P) un espacio electorsl com-
pisto, (m. £} el reticule asociade. Degignaremoa por -I; (resp. E"o) isa

imagen del filtro P {resp. de la base Po) a1 pasar de P(X) o sz

Lems I1I.3,1,- a) 2 € F si y sblo ot 1B ¢ ?0 con B & I;

b} F es un filtro de orden, y sus minimales son los de ¥

0,
4} si {X,P) es simple, entonces -150 =FNn szxs.
demogtracidn. a) Por su ankloga en P(X) para P y Fo' porque

B¢ Aimplice B g 4, yB s &, BE P implicen A€ F,

b} resulte de a), ¥ ¢} de su anfloga en P(X) para F y F.

7l



Lemg III,3.2.~ Ses (x,F) gimple completo. Son egquivalentes:
i} F tiene minimo;
ii} 5; tiene minimo;
iii) Eo es un idea) dual del retficulo F;TET;
iv} F es un idesl dual del retfewlo PLX).
Y entonces F ¥ ?0 son ideales principales generados por su minimo comin,
demoatracibn, i) equivale a ii) por 1a parte b) del lema previo,
ii} implica iii} trivialmente.
iii) implice iv} por la parte a) del Lema I1I1.3,1,
iv) impiica i} porque la existencia de dos minimales en ¥ va

conira la propiedad del ideal duszl P de ser cerrade para lm interseccibn.

El resto del enuncigde es inmediato.

Consideraremos en primer lugar los espacics simples moleculares
con k 2 2 completos en loa cuales F aea ideal dual, designando por H el
minimo de ¥ y fg cuys existencia asegurs el lemeg anterior,

Establecoremas tres resuliados: condicicnes que setiafacen los
invariantes de tales espacios, teorema de existencis de espacios dados
gus invariantes y tecrema de ¢lasificacibn por medio de los wismos.

Sen (X,F) uno de talea espacios y conservemos las notaciones
expuestas al principioc de la seccidn: N,Xl.xe,....xk,V serfn les clases
de simeiria (aunque .1 y/o ¥ pueden sger vacias): ademfs, n = ¢ard{x), ¥y
el vector np = (nﬂ,nl,hz,...,nkpnv) nos dard el cardinal de cade clase.
p serh ol cardinal comstante en Fo.

Del minimo M € FO =FN ;;rﬂ- C m, consideraremcs sus indices

\?('ﬁ) =h (O'h].'haficvl 1nv) € Ap < f\n

asf{ como su modelo

W) = 2 = (0,....,0,2

nﬁp+1....,zn) €4, Ca
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Por ser p = h1+h2+...+hk+nv. n= nﬂ+nl+n2+...+nk+nv, ne serfn
considerados invariantes bfsicos ni p ni Dy

La siguiente proposicibn expresa las condiciones que verifican
los invariantes b&sicos, No han gido expuestas sus anflogas para los
anteriores tipos de espacios porque las condiciones a que estaban suje-
toa sus invariantes, aungue sf{ se han mencionado, eran evidentes.

Fl Teorema I1II,3,4, por su parte, anflogo a los emunciados pe-
ra los anteriores tipos de especios, completa el estudio de les que

ahora estudismos, incluyendo la clasificacifn por medio de lps invarian-

tes descritos y ls existencis de espacios con invariantes dados.

Propogicidn I1I.3,1.- Loa nfimeros nj Byseens Do Tod hl""'hk
1
agsociados al espacio en la forma expuesta anteriormente verifican:

1} 0 £ 1, < n;

v

£ a
2} R
3 0 < by <ng, i=1,2..k

a) =0 implica Z{n)} =% Z(HR)

Ry
{Z ea el operador descrito al principio de la seccibn I1I,2).

demogtracidn. 1) v 2) eon obvios, y se incluyen para que las
condiciones expuestas sean tambibn suficientes.

La demostracién del punto 3) copata de varios pasos.

a) b, > 0: Elijemos x € X, y también C € F_con x € C; i el
nodelo de C es *NQ{E) = (al....,an) tendremos &, = ... =& __ =0,

= 1; ¥ poT ser M & E, resulta z = 1, de donde h1 7 0,

an——p'i-l n-pt+l

b) b« n: si fuese b, = n, pars cada C € F deduciriamos,

de M £ C, gque el k-&simo indice de T es n,, lo que 1leva a Xk CC, yal

sbsurdo Xk 7.
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¢) by > 0, para i 2 2: supongemes un h, = 0, Elijamos x € 5.
Pera cada C € F_ designemos por tf(C) = (O,dl,NQ.....Nk,nv) sug {ndices
¥ pot *ﬂf{a) = (al’a2"°"an) gu modelo, Demostraremos que x5y para
cada ¥ £ xi-l’ con lo que llegaremos & contradiceidn. Basta probar que
para cads € € Fo es txy(c) € Fo si x ¢ C. AdemAs, es suficiente tratar
=, =
al caso de C con “i—l < B; 3+ ¥ supomer y ¢_C. Paro de M £ C y de supo-

nar hi =0, resulta z £ i-1 en el modelo de ﬁ, ¥a que

n-p+a1+,,_+ui_1+1

an-p+ﬁl+...+ﬂi_1+l =-%: por ello al aplicar la traspogicidn txy sale que
todavias se verifica ¥ £ %;;(ET, de donde txy(c) [ F.
a) hi < n;, para i £ k-1: supongemos un hi = nj. Blijamos un
X € xi+1' Para cada C € ?o designamos sus Indices ¥y su modelo como en 2l
apartade ¢), Demostraremos que x5y para cada ¥ € Ki, con un razonamiento
anfloge al del apartado ¢) mutatis mutandis, ¥ llegaremos a un gbsurdo,
Finalmente demostraremos el punto 4). Supongamos V = ¢, Razona-
remos por reduccién al absurde. 5i fuera Z{h} ¢ % Z(nn), consideremos
el vector h' = np-k en A, Sea M C X un representante del minimo M. La
igualdad h' + h = n, asegura que h' o8 el vector de Iindices de M' = X-M,
¥ para probar que M' es una coalicibn vencedora, que es el absurdo al
que llegamos, basta obtener 1la desigualdad Mz H'. ¥ &ata resulta, al

pasar al retfculo /\, del giguiente chleulos

I(n') = 2(n) - Z(n) 22 Z(n) - I(n) = Z(n).

Zeorema ITI1.3,4.- a) Dos espacios (X,F), (X',F') del tipo con-
stdarado son isomorfos si v 8flo g1 n = n*, By = nﬁ, h = h' {es decir,
n, Op = (nn,nl,na....,nk,a?). h = (O'hl'he""'hk'n?) son los invarian-
tes del espacie, pudiendo prescindir de nN);

b) Dados nfzeros By DyyN,pees DBy hl’hz"“’hk sujetos a

les condiciones 1),2),3),4) de la Proposicidn II1I.3.1, existe un espacio
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del tipo considerado (Bimpla, molecular, k = 2, completo, donde f'es un
ideal dual) gue tiene por invariantes los nfizercs dados (y caba mfizdir
que ny =1 - (n1+n2+...+nk+nv). p = h1+h2+"'+hk+n7)’

demostracibn. a) Si existe un isomorfimmo £ ¢ X —3 X' tenemos
n = n'. Adeumfs, la igualdad tf(x)f(y) =fo txy o 271 pars cada xI,¥ € X
implics que f conserva;-laa relaciones R y S entre los elementosn, por lo
que gi N,xl,xz,....xk,v son las clasez de X ordenadas de menor a mayor
¥y N"Xi,Xé,..., ' wV' las de X' tambibn ordenadas, debe ser k = k',
£(¥) = ¥, f(xi) = X! para i=l,...,k, f(¥) = 7', de donde ng = nﬁ.
Finalmente, si n ¥ M' son los regpectivos minimos de F ¥ 5'. comp T
conserve S también respeta s, de donde M s fﬁl(M'), M' 5 £{M), por lo
que M= ?TET, ¥ do agqui h = h*,

Reciprocamente, 8i n = n', n, = nﬁ, h = k', se define una apli-
cacién f 1 X —3 X' reguiriendo solamente que sea biyectiva y verifique
£{R) = 8, f(Xi) = X} para i=1,...,k, £(¥) = V', Si o es o1 vector de
indices de A C X, psra que A € P es necesario y suficiente Z(x) = Z(h)
¥ slgo anflogo acurre en X', Puesto que f conserva los vectores de in-
dices de cada A C X, f es worfismo, f“l tanbién por lo mismo y, en de—
finitiva, f es un isomorfismo,

b) Dados les ntmerns n,nl,nz,...,nk,nv,hl,hz,....hk. definimos
g =1 - (n1+n2+...+nk+nv), asi como los vectores By = (nn.nl,...,nk.nv)
¥y h= (O.hl.....hk.nv). Sea X = f1,2,...,n} y designemos N,xl,...,xk,v
los subconjuntos @e X formados respectivamente por BpeM e oo sBpeBy ele-
mentos elegidos en este orden siguiendo el orden natural de los elemen-
tos de X, Para cada 4 C X pondremoa & = (Ko’eﬁ""'aﬁc'“oo) indicando
los cardinales de les intersecciones de A con n,xl....,xk,v respectiva-

mente, y definiremos la aoleceibn F = {A cx/ Zla) 2 Z(h)}.
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Probaremos que {X,F) es un eapacio electoral del tipo deseado
que tiene por invariantes los nfineros dados.

En primer lugar, F satisface los axiomas de filtro, 3i 4,3 € P
Ay B pe cortent si VY no es vacio, es cierto por ser YV C A 8i L € F, ya
que Zoé“} 2 Zogh) = ng; si V = ¢, suponer A\ B = @ implicarfa, para
gus regpectivos vectores «, F, que o +p £ Nps que nos llevaria a que
L) + Z(B) ¢ Z(nn). y ello a 2 2(hn) ¢ Z(nﬂ), en contra de la con-
dicibn 4) de 1la Proposicibn II1.3,}. Si A € F, A (C B, entoncea B € F,
En efecto: si ®, P, son los vectores respectivos, Z{h} ¢ 2{(x) ¢ Z(B).

4 continuacibn, Ilamando p = hl+h2+...+hk+nv. comprobaremos que
el espacic electoral (X,F) es simple de cardinal p. Si A € Fo tenemos
card(a) = Zl(ﬂ) = Zl(h) = p. Probaremocs, pues, que si A £ F pero
Zl(c{) » p, entonces A f. F_ . Supongamos gue se verifica Zl(a() > Zl(h),
7,2('*) > ze(h). veer Z () > Zi(h)’ Zi+1(d) = Zii-l(h)‘ De ello se
deduce que b(i > hi' 3i se escoge un B X de vector B idéntico a « ex-
cepto por ?i = o -1, y de forma que B C 4, resulta Z(P) 2 2(n), por
lo que B € F, de donde A ﬁ Fo'

En tercer lugar veremos que N es el conjunto de slemenios nulos,
V el de los vetos, xl'xz""'xk las restantes clases de simetria, y que
el espacio es completo pourque Z'L_L < x2 < ,.. < Xk. Puesto que k 2 2 por
hipbteasis resultari que el egpacic es nelecular ¥ que sus invariantes
A ¥ np sou los dados. 31 A € F, A-N € P, porque la primera componente
de h es 0, Luego cada x € N es nulo., Cada A € F contiene a V, luego cada
x € V tiene veto, Sea ahora x# KUV gl x & Xi. la condicibn 3) de los
datos, 0 < hi < ng, permite elegir A € Fo con x £ A, ¥ tambibn B € Fc
con x¢ B, por tanto x no es nulo ni tiene veto. 5i x,¥y € Xi, entonces

tﬂ € sut{X,P), porque si x € A € F, ¥ ¢ A, tambibn txy(A) € F;, pues
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tiene los mismos indices que A. Luego xRy, Si x € X, ¥ € X,

141t veremos

que x5y, Sea x € A € Fo’ ¥ ¢ A, El vector de indices § de txy(k) coinci=-
de con el vector & de A exceplo por Fi+1 = txi+l + 1, ?i = lii -1,

por lo tanto Z(P) 2 Z{«) 2 Z(b), as? que txy(a) € P, Palte coumprobar
que ¥#x, lo que completark la discusibn de laa clases de simetris. Por
1a condicibn 3) podemos escoger un A € F con f{ndices ® = (0,b1....hk,n?)
tal que ¥y € 4, x ¢ 4, E1 vector de indices de tyx(&} es exactamenta

g = (o’hl’""hi+l’hi+1-1”"’hk’nv)’ por tanto Zi+1(P) < 2, {n), es

decir, tyx(a) ¢ T.

ivl

Por filtipe, la definiecibn de P asegura inmediatamente gue F es
un ideal dual porque tiene minimo, y que sus indices constituyen juste-

mente el vector h, que era el tercer invariante dado.

Finalmente, trataremos de los espacios ucleculsres completos
con k 2 2, donde F ¥ §0 no sean ideales duales, es decir (Lema I11.3.2)
no tengan minimc, Estableceremos tambibn los tres resultados: condicio-
nes de los invariantes, teorema de clagificacibn y teorems de existencia.
Aungue el procesoc es aimilar al del tipo anterier de espscics, el mayor
nlimero de invariasntes complice ahora un poce la notacibo,

Sea (X,F) uno de tales espacios, LD OPY SRR WA {x 2 2) 1zas
cleses de aimetria, n ¥y n, = (nﬂ,nl.nz,...,nk,n?) los cardinales de X ¥y
laa c¢iases, con n = ZI(nR), ¥ p el cardinal constante en Fo'

Sean ﬁi,i&,...,ﬁ; (t 2 2) 108 minimales de iﬂ que son también
ios defo =§n?p'ﬁ$c?ﬁ)’.

A cada Es se le asocia el vector de sus indices, designade por
b, = (O'hjl’th"°"hjk’n?)’ que podemos considerar la fils 3 de 1a

J
sizuiente matrig:
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B fomy by my g ]

0b, h,, ... b, n

21 T22 2k "V

N N I I I I R

Ohyy Biponn By nV_J

Propgaiciép I11I,3.2.- El nimers n, el vector np ¥ la matriz H
asociados &l espacio én la forma desorita anteriormente satisfacen:

0} k23

1} Bp<m o n >0, 1= 1.0,k

2) Dyt tngt...tn, dng = o

z) Zlfhj) = p conastante, j = 1,...,%:

4) hjénﬂ.' J=lv---’t;

5) para cada i = 1,...,k, existen hji >0, hii < n g

8) Z(hj) v Z(hx) no son comparables si j £ &
gi 7 O Byiy <3
8) siny = 0, entonces Z(hj} + Z(ny) ¥ Iny), V5,1,

demogtracifn, 0) 51 k = 2 no puede haber dos minimeles en F,

7} pera cada i = 1,...,k existe jeonnh

porque dog vectores del tips r (O’bl’hz'nv)' k' = (O,hi,hé,nv) tales
que .Zl(h) =p= Zl(h‘) siempre son comparables por s en N. Con esta
propiedad destacamos que itodo espacio simple completo con k = 2 debe
sor del {ipc anterior, donde F era idesl dusl.

1) La primera parte es obvia por no ser simbtrico sl espacio,
¥ 1; segunda por la propia definicila de los n;.

2) Por definicibn de las clases de simetria.

3) Por ger un espacic simple de cardinal constente p en Fo'

4) Por defirnicibn de los fndices.

5) Supongamos en primer lugar gque para cierts columna i de B
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ea hgx 0 para cada j. En tal caso todos los representantes de los ni-

nimeles carecen de elementos de Xi. Llegaremos entonges a la contradic-
¢ién de que si x € X;, ¥ € X, yv ©s 3Sy. En efecto, sea TE€AE Foo
¥ #A. Para probar que tXY{A} € P se considera el vector de indices de

4, o = («o’oi""'“k'“a:)’ donde Ki < By 5% a= (&l,az,...,an) es €l

-1

medelo de &, & = i. Por ser 4 € F existe algfin minimal

1 p+o<1+,_, 51
M € 4, por lo que en su modelo z, = (z _]1""'2 ) encontraremos que &3

J J

zj,n—p#ﬂ&-i-... +1 £ i-1, Al ser i-1 el correspondiente elemento del

medelo de la clase de t (A), resulta H IAS, % (A) € P, z5y.

Supongamos shora que para cierta columna i de H es h 3

j:i.:i

para cadas j. Entonces todos los representantes de loa minimelesn contie-
nen a Xi’ ¥ un, razonamiento anfloge al anterior lleva a la conclusibn
de que 8i x € xi+1’ ¥y £ Xi, es xSy, absurdo.

6} Expresa simplemente el hechs de gue l.'n‘j ¥ by 1o son compara-
bles porque corresponden a minimales disfintos de F

7} En casc contreric a lo que se afirma, los vectores de indi—

ces de leos minimales serian de uno de estos dos tipes, pars cierto i:
i

(0 h, lloo'!hal 1 shji+1....,h3k.n )’

o] (0 hal....,nl 1, 1, Jl"‘l’.'.' ‘_jktn'v)!

-pare i=l se sobreentiende n = By h, . = 0; en la demogtracibn del

%31

punte 5} hemos sobreentendido, an&lcg&mente. Xi = N para i=l -, Vamos

-1

a ver gque tomando x € .Xi, ¥ € Xi reaultaria x5y, absurde. En efecto,

-1
sl x € AEF ot ¥ 4’ A, para probar que txy(A) € F notemos que en el vee-
tor de fndices o de A tenemos % _q < By 10 %y 0. El vector de fndi-
ces de tﬂ(A) serd (O,O(l,...,n(_.l_l+1,o(i-1,0(i+l,...,nck,nv), ¥ de dicha

expresibn se observa que si el vector de 4 sra superior a un minimal del

primer tipe fste también 1o es, mientras que si & era superior a uno
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deil segundo tipo, ilamémosle hj' do las condiciones Ziki) 2 Zi(hj)’

Zl—l(d) = Zi_l(hj)' y de 0(1_1 < ni—l'

lo que \f{txyzai) tambifn es superior a hj' ¥ per tanto txy(A) € F,

resulta Zi(d) > Zi(hj}’ por
8} Si fuera By = 0 ¥ tuviéramos Z(hj) + i{hl) & Z(nR) pare
cierto par j, L, consideremos h' = oy - hj en ﬁh Si Mj C X es un repre-~
gentante del nminimal de vector hj,_la definicibn de h' indice gue Este
es el vector de Indices del complementario M' = X - Mj’ ¥ para probar
que M' es una coalicibp vencedora -absurdo sl gue gueremos lleger- basta

observar que 2{h') = Z(nx) - Z(hj) 2 Z(hg')-

Tegrema II1,%.5,- &) Doa espaciecs (X,F), (X',7'}) de1 tipo con=-
siderado son isomorfos si ¥ sblo si n = n*, ng = né, 2 = A (salve el
orden 4e las filas): los invariantes del espacio son n, n, ¥ Hs

b) Dados n, ngs B sujetos a las condiciones 0),1),...,8) de 1e
Proposmicién 1II1.3,2, existe un espacio del tipo considersdo (aimple,
molecular, k = 2, completo, donde F no es ideal dusl) cuyocs invariantes
BOT 1, Np J B,

demogtracidn, a) Si existe un isomorfismo f : X —3 X' tenemos

n = n', ycomo en el Teoreme I1I,3.4, oy = n%. Sean ahora Ml,...,ﬂt

minimales de ?. ¥ E',...,ﬁ; los minimasles de F'. 41 conservar f y £

les
1

la relacién 5 también conservan s, por tanto transforman minipsles en
minimales, + = u, y, sslvo orden de lee filas, H = H'.

Reeiprocamente, 8i n = n’, ny = né, HE = H' (salvo orden),
basta toﬁar upa aplicacidn biyectiva £ + X —3 X' que cumpla £{¥) = N*,
f(Xi) =X, i=1,...,k £(¥) = V!, Puesto que £ y £ conservan los
fndices transformen minimales en minimales, por tanto son morfismos ¥

f o8 isomorfisme.

b} Dados n, np ¥ H consideremes X = {1.2,...,n}, ¥ designemos
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por n,xl,xz,...,xk,v los subconjuntes de X formades respectivamente por
nN,nl,nz,...,nk.nv elementos elegidos en eate orden siguiendo la serie
natural de los elementos de X, Para cade A C X, & = (qb'dl"°"ai’°33
tendrd el mismo significado que en la parte b) del Teorema 1IL.3%, 4.
Definimos F = {A Cx/ I(a) 2 Z(hj) para algin Ji Probaremos que
(X,F) e= un espacio electoral del tipo prepuestec que tiene leoe invarian-
tes dados.

En primer lugar, F satisface loas axiomas de filtro, Si A,B € F,
ge cortan: s8i V no es vecio, porque V ¢ A psra cada & € F; si no bay ve-
tos, porque de AN B = ¢'llegariamos, como en sl teorema anterior, & una
contradiccibn, en eate caso con la condicidn 8) de la Prop, III.3.2,

33 A€ P, ACB, entoncez B € F, como én el Teorems UII, 3,4,

Sea p el nfimero dado por la condicifn 3} de la Prop. III.3.2,
Por un camino anflogy al del teorems anterior se prueba que (X,F) ea
un espacic simple de cardinal conatante p. '

El siguiente punto es probar que N es el conjunto de elementos
milaes, V el de los vetos, ¥ Xl,Xz,....Xk las demfis clases @e gimetria,
asi come establecer la cedena X <Xy < euo < K, lo que probarf que el
espacio es completo; como k 2 2 por hipStesis (de hecho k 2 3), resulta
que el espacioc es nmolecular ¥y gue sus invariantes n ¥ np son los daedos.
Como en el teorema anterior, es obvio que loe elementos de H son nulos
¥ los de V tienen veto. Sea x ¢ EUT: la condicién 5) de los datos
pernite slegir A € Fo con x € 4, y también B &€ FB con I ¢.B, por lo que
X no es mulo ni tiene veto. Tampoco ofrece novedad la prueba de gque =i

Ly € Ki os xRy, ni la de que gi x € Xi. vye€X. . ,, es xSy, Si detalla-

i+l

remos la comprobacibn de que ypx: por 7) existe un A = M, tal que

b
€M, M,, Bl t i . i iente:
¥ 3 X ¢ 5 vector de {ndices de txy(ua) ea el asiguiente
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| -
ht = (o,hjl,....hji+1.hj',t+1

1a condicidn 6) impide cuglquier otrs Z(hﬂ] £ J(n'), por lo tanto

-1,...,hjk.nv). Y por ser 2(nu') < E(hj),

txy(Hj) ¢ F, es decir, ygz.

Por filtimo, la definicidn de F asegura que F no es un ideal
dual sino que tiene t minimales, cuyos vectores de indices son precisa-
mente lag filas de la matriz H, que ers e) tercer invariante dado.

Hemos eaquematizado solamente la demostracidn de este teorema,

rorque las ideas esenciales contenidas en la misma ya han sido expues-

tas con detalle en 1la del Teorema 1II.3.4,

Ejemnlo. Tomemos como invariantes n = 10, n, = (0,2,4,3,1),

H = (0 1321 ) . Resulta, pues, k= 3, t = 2, n, = 1, o, = 0, ¥ oe
02131

comprueban inmediatamente las condiciones de 1a Prop. II11.3.2. Tenemos:

Z(n) = (7 763 1). L(ap) = (10,10,8,4,1), p = 7.
77541

Tomands como soporte X = {a,b.c,d,e.f,g,h,i,j}, estos elementos se cla-
sifican segfin R en
5 ={an), x, = {c,q,0t), X = {emi), v={5}
En el reticulo de modeles 4 los minimales son:
(1,2,2,2.3.3,4), que corresponde a 24 minimale? en X, ¥
(1.1,2,3.3.3.4), que corresponde a 4 minimales en X,
Estos dos minimsles pertenecen a AT, igomorfo a E;T_T, dqnde esth Fo'
Con este ejemplo intentarcs poner de menifiesto que las con-

diciones enunciadas en la Proposicifn III.3.2 son manejables,

Para cerrar esta seccibn daremos una vieibn de tipo deductivo

que complemente el procese inductive seguido en 1a clasificacibn,
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En definitiva, todos los espaclios simples completos quedan
caracterizados per un vector np = (nﬂ,nl,nz,....nk,nv) ¥ una matriz
H= (hji) -salvy orden de sus filas-, sujetos a las condiciones de la
Proposicibn 11I,3.2 que, convenientemente particularizadss, son vilides
para todos estos espacios. En todos ellos es n = d(nR), P = d(hj) para
cada j, ¥ ny esth repetide en I todas las filaa de H.

Si la matriz tiene nis de une filas F no es ideal dual.,

S5i ftiene una sola entonces F es ideal dual (1o que incluye a
los atbémicos, simétricos y pseudosimbtricos). En este caso:

gi k 2 2 tenemos el tivo de espacios del Teorema III,3,4;

si k £ 1 estamos en uno de los tres tipos inicisles, es decir:
atbmicos: ny :&nN,nv), b = (O,nv), k= 0;
simétricos: np = (0,n),0), h=(0,h,0), k=1, V=N = ¢ o bien
peeudosinbtricos: ny = (nH,nl,nv), h = (O,hl.nv}, x=1, VUR £ ¢,
habiendo exclufdo el espacio de unanimid;d de los simétricos,

. En estos tres filtimos casos f; consta de un sblo elemsnto ﬁ;
que aparte de minimo de F es también mAximo de F;TiT. Ademfs, para los
simbtricos, W = fo = {i}

Ba los atbdmicos P es unz cadens vertical ¥ F;TET una horizontal.
En los simbtricos F es una cedena vertical porque todo FTET lo es, ¥

cada Pthi se reduce a un elemento,

83



v

CONJUNTOS DECISORICS

En la seceidrn I,1 se han descrito los conjuntos decisorios y
st funcionamiento, extrayendo el céncepto de coalicidn vencedora cuyas
propiedades constituyen los axiomas de espacioc electoral.

En este capitulo profundizamos en el eatudic de los conjuntos
decigorios mediante la tecrfa de los espacios electorales. La cuestifn
principal es si asi como & cada conjunto decisorioc asociamos un espacio
alectoral es cierto el reciproco, es decir, todo espacio electoral es
Tealizable mediante un conjunto decisorie, En la tercera seccibn del
capitulq gse resuelve esta cuestibn para los espacios no complelos y los
eapacics simples donde F es ideal dual,

Prevismente, en la primers seccibn establecemos el procesc de
asociacibn como un functor. En la segunda seccibn daremos resultados
generales acerca de la realizacidn de eapacios, especialmente dos sim-
plificaciones del problema: le densidad y la normalizacidn,

En sentide amplio, todo espacic elecioral es "realizable" ob-
viamente, pero no queremos ignorar los usos imperantes ¢n las estructu-
ras spocimles, como Teparte de votos, vetos, ete, Ello condiciona sin
duds 1a ;ealizaci&n, Y a otro nivel, ea presumible que alguna variacibn
en la definicibn de conjunto decisoric -en particular sobre la condi-
c¢ibn de eleccidn Gnrics~ modificaris ls clase de espacios realizables.
Por supuesto, aqui conservaremos el significado de los téroninos como se

han dado desde el principio, ¥y ello relativize nuesiros resultades.
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IV,l.~ ESPACIO ELECTORAL ASOCIADO,

Sea (X,Ve,v,d) un conjunto decisorio. Por la Prop. 1.1.2, la

femilia P = {A cx/ v, <4 via) 2 d} es un filtro electoral en X,

Definicifdn IV.1.1.- {X,F) es el espacio elsctoral asociado al
conjunto decisorio (X,fe,v,d).

En lo sucegivo adjetivaremps & los conjuntos deciasorios seghn
las caracterfsticas del eapacio electoral ascciado: hablaremos, pues,
de conjuntos decisorics simples, completos, aimétricos, ete,

Es f&cil ver que la base del filtro F ea la familia dadas por
Fo = {A €F/ \!x 3 ApVe, viay-v{zx) <« d}. Asimisme se ve que ?e CV,
pero en general ne coinciden, Una discusidn sobre las distintaas clases
de veto se lievarf a cabo en la seccibn IV.2,

El proceso de ascciacifn lleva a decir que doa conjuntos deci-

gorics son equivalentes si tienen el mismo espacio electoral asociado.

Definicifp IV.1.2.- Sean (X,V,,v,d), (X',V,,v',d') conjuntos
decieorics tales que d 2 d4', Una aplicacibn f : X —3 X' diremos que os
un porfispe de conjuntos decisorios si verifica que f(?e)‘D V;, ¥ que
v(z') 2 w7z, para cada r' € X',

Puesto que la identidad es un morfieme y la composicidn de dos
morfismos tanmbifn 1o es, queds definida una categoria g cuyos objetos
son los conjuntos decisorios y cuyos morfismos son los descritos,

EBs inmediato comprobar que son equivalentes: -

i) f ee un isomorfismo;

1

ii} f es biyectiva, d = ', £y £~ son morfismos;

iii) f es biyectiva, d = d', v' o f = v, f(Ve) = Vé.
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Propggicibn 1V.1,1.- La regla que asigna a cade conjunto deci-
sario (x,ve,v,d) 8l espacio electoral ascciado (X,F). ¥ a cada norfismo
£ (X,Ve,v,d) - (X'.V;,v',d') el correspondiente f : {X,F) = (X',),
es un functor covariante fisl F : & —p £, Por tanto, des conjuntos
decisorios isomorfos son equivalentes,

Adenfis, aut(X,V ,v,d) = {t e aut(x,®) / vor = v, v ) = ve}.

demostracién. Le primera cuestidn es que si f es morfisme en B
f =.}7(f) lo es en E" En efecto: si A€ F, tenemos Ve C 4, wla) 2 4,
Deducimos que f{A) € F* al considersr que flA) D f(Ve) 3 V;, ¥ que

v (£{a)) & v{£7H(£(a))) 2 v(a) 2 4 2 ',
De la definicién de F resulta F(gof) = £(z) o Fif), F{id) = id, asi
que fr ea un functor covariante, y conjuntos decisorios iscmorfos son
equivelentes, K ea fiel porque Fi) =‘}7(g) implica f = g. Por ello,
6] grupo de automorfismos de un conjunto decisorio es un subgrupo del
grupo de automorfismos del espacio electoral ascciado; su caracterizacién

es una adaptacidn inmediasta de la condicién iii) dada en 1a Def, IV.1.2.

Terminamos esta seccibn con las ideas de subconjunto decisorio
¥ conjunte decisorio caciente.

Sea (X.Ve,v,d) un conjunto decisorio, Sea T € X tal que Ve Cy,
v(Y) 2 4. Llamando vy a8 im restxiccién de v & Y es inmediato comprobar

que (Y,Ve,v .d) es urn conjunto declasorio.

Defipicifn 1V.1,3.- Diremos que (Y.Ve.vr,d) ea un subconjunto
decisoric de (X,?e,v,d).
La inelugibn i ¢+ Y —3 X es un morfismo de conjuntos decisocrios.

Por otra parte, el espacio electoral asociade al subeonjunto
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decisorio (Y,Ve,vY,d) es precisamente el subempacio electoral (Y,FY) de
{X,7), observando que Y € F.

Amplisndo el comentario de la Def, I.2.2, T tiene suficiente
capacidad decisoria en el sentido de que toda decipidn adoptads en T
tiene asegurada su aprobacibn en X, suponiendo naturalmente que 1los ele-
mentos de Y mantengan gus votos, Esto puede agilizar un procese de vota-
cidn (ignorando ausencias, creande comisiones, ete.). La restriceidn de
que Y € F no parece excesiva, pues no siendo necesariamente minimal Y no

se exige unaninidad de sus piembros para aprobar una medida,

Sea shora R una relacibén de equivalencia en X, sea %= R/R, y
gea TC : 1 —3 X el paso al cociente, Poniendo ?; =1Y(Ve), ¥ definiendo
-. = i —r—y -1 . .

v : X —» ¥ nediante ¥(x) = v{T™"(X)), es inmedisto comprobar que ze

obtiene un conjunte decisorio (i,?;.?,d).

Definicibn IV,1,4.~ Diremos que {i;ﬁe’;'d) es el conjunto deci-
gorio cociente de (K,Ve,v,d) por la relacibn de equivalencia R,

El paso 2] cociente es un morfisme de conjunitos deciserios,

El espacic electoral asociade al conjunto decisoric cociente
(E,?e,?,d) es justamente el espacio (E,F) cociente de (X,F) por R,

Recordando el comentario de la Def, I.2.4, el conjunto deciso-
ric cociente describe la situacifn resultante tres la formacibn de pag-
tos (las clases de R), cuyo conocimiento simplifica el proceso al dismi-
nuir el nfirero de elementos, sunque aumente el nfimero de votos controla-—

doa por cads uno de ellos.
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IV.2,- ESPACIOS ELECTOCRALES REALIZABLES.

El estudio de los espacios realizables puede reducirse a los
espacios densos. Ademfs basta considerar realizsciones normelizadas,
La normalizacifin influye en el grupc de sutomorfismos y relaciona el

reparto de votos con ciertas valoraciones del reticulo ascciade.

Definicibn 1V,2,1.~ Un espacio electoral (Z,F)} es realizable
si esth asociade por el functor Fa alghn conjunto decisorio, del que

diremos que realize el espacio.

Propesicibén IV.2.1.- a) Todos los subespacios y cocientes de
un espacioc realizable lo son taambién,

b) 51 un subespacio denso es realizable, el espacic también.

demostracién. a) Sea (X,Ve,v,d) una realizacién de {%,F)}. Si
T € F, el subconjunto decisorio (Y,Ve,vy,d) realiza el subespacio {Y,FY);
anflogamente, si R es una relacibn de equivalencia en X, el conjunto de—
cigsoric cociente {E,?;.?,d) realiza el espacio cociente (f:fl

b) Sea {Y,PY) un subespacio denso y realizable de {X,F), y sea
(Y,Ve,v,d) una realizacién del mismo. Extendiendc el reparto v a X por
v(x) = 0 pare x ¢ ¥, (X,Ve,v,d) @5 un conjurnto decisorio gque realiza

(X,F) por ser denao (Y’FI)‘

Al considersr en cada espacioc (X,F) el subespacio denso minimo
(X-N,Fx_n), resulta de la propesicifn anterior que el problema de ave-
rigunar los egpacios reslizables puede limitarse & 1a subecategoria plena

de los espacios densos, es decir, aquéllos donde N = ﬁ.
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Sen (X,Ve,v.d) un conjunto decisorio, R 1z relacidn de simetria
en el espacio ascciade {x,P}), 51 x,v € X—Ye, vix) = v(y) implica xRy,
pero ello no es cierto si x, y o embos estén en ?e, ni tempoco es cierto

el recivroco, esto es, que IRy implique vix) = v(y) gi vy € &

Definicifn IV.2,2.- Un conjunto decisorio {x,?e,v}d) esth
normalizado si v(z} = v{y) equivale 2 xRy para tode par x,y € X.

La normalizacibn no depende, pues, tan sblo de v, sino de Ve, @
ineluso de la clase de simetris V. Desde el principic hemos llamado &
los elementos de Ve niembros con veto explicito: el adjetivo indica que
iz pogesidn de veto de tales elementos esti dada por las condiciones del
eonjunto decisorie, Pero 1a inclusién Ve C ¥V puede ser esiricia, por lo
que, pars dist;nguir, s los eventuales elementos de ?—Ve les llamereuos
elementos c¢con veto implicito. condicibén que les viene dada per el nfmers
de votos que conirolan.

Daremos a continuscibn algunos nbtodos de transformacibn de
conjuntos decisorios en otreos eqguivalentes, variando ?B, v o 4, Tratamos
de obtener una forma conveniente a partir de un conjunto decisorio sin

salir de su clase de equivalencia mbdule K. Exactemente demostraremos

que todo conjunto deciporio es equivalente & unoe normalizado.

Lemg IV.2,1,- (Eliminacién de vetos implicitos). Todo conjunto
decisorio (X,Ve,v,d) ez equivalente a (X,V,v,d), giendo V el conjunto de
log elementos cop wete del espacic asociade (I,F).

demostracifn, Ba inmediato comprobar que {L,F)} en tanmbifn el

espacio asociado a (X,V,v,d),
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Lemg I¥.2.2.- {(Eliminacibn de vetos explicitos). Todo conjunsto
decigorie (K,Ve,v.d) es equivalente a uno de la forma {(X,¥,v',d').
demostracidn, Sea (X,P) €1 espacio ascciado a (X,Ve,v,d).
h = card{?e) ¥ tomemosz un nflimero natursl

a > max {V(X)—d V(T)+v(v ) 2d }

Tomaremos d® = 4 + ah — v(ve), y definiremos v' ¢ X —p N como siszue:
vix}, si x ¢'Ve,
vi{x) = {
a, s8ix€ Ve'
Debemos probar primero gque (X, #,v',4'} es un conjunto decisorio, o sea
que 4! > T'/2, giendo T* = v'(X), En efecto:
T = v{X) = v (X-V) + v (V) = v{Z-¥,) + sk,
¥ aimplificando ls desiguslidad que hey gue demostrar, 2¢' > T, gueda
2d + 2an - 2v(V.) > v(X) - ¥(V ) + an,
~ah ¢+ 22 - v{?e) > vw{x},
ak > w(X) + vV} - 24,
que resulta de una de las condiciones exigidas al nfimero a.
Por fltimo veamos que (X, 7) es 01 espacio msociamdo al conjunto

decisorio (X, @,v',d'), Si 4 € F, por ser A D Vé, v(4) > & tendremos

via) = vH{av) + vV} = w4V ) +an2d - ¥(V) + ab =
Reciprocaments, ses v'{a) 2 d', Debe ger V, C 4 o eligiendo x € V -4
deducirfamos v*{a) € v'(2-{x}) = v'(X—?e) + v‘(Ve-{x}) =

= v(X) - V(Ve) +{b-lla<a+4d- V(?e} + {b-1)a = 4*, sbsurdo.
Piralmente, por ser 4' € v'{A} = v(A~¥ } + ah, resulta, teniendo presen-

te la definicifn de 4%, v(A—? ) xa- v{? }, de donde se obtiene ig

desigualdad v(4} 2 d, que prueba que A € F, visto ya que v, € A
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Lema 1V,2,3.- (Simplificacién de factores). Todo conjunto deci-
aocrio (X,Ve,v,d) es equivalente a (K,Ve.tv,td). supuesto t un nfimere ra-
cional no nulo tal que td € ¥ ¥ tv tome s6leo valores naturales.

demostracifn, Inmediata, Utilizaremos este lema al demostrar la
Proposicidn IV,2, 2.

Un conjunto decisoric serf t-irreducible si no existe t < 1 al

que gplicar el presente lema.

Lemz IV.2.4.- Todo conjunto decisorio (X,Ve,v,d) es equivalente
a un (X,Ve,v',do) que verifica
v {x} =0 iy sblo si x¢ T VN,

do = min v'(4) = min v'(4),
A€ PO A€ET

En particulsr, a) pars un conjunto decisoric denso sin vetos implicitos
(X,V,v,4) podremos suponer, salvo equivalencias, W1) = 0 si y ablo =i

x € ¥, as! como & = min v{A);
Ae?l

b) para un conjunto decisorio sin vetoa explicitos (X,#,v,2) podremos

suponer, salvo equivalencias, v(x) =0 8i y s6lo sl x € N, d = min v(A).
AePF

demostracién. Sea (X,F) el espacio asociade al conjunte deciso-
rio dade; tomemos d' =4 - v(?e), ¥ definamos v' : X =3 N como sigue:
' o, ai x € ValJ K;

v'{x1) =
v(x), ai x*VeU H.

En primer lugar, T' = v'(X} = T - v(VetJ ¥), por tanto, ai ea L vaclo,
2¢* = 2d > T =T' + v(N) 2 7', ast que (X,Ve,v’,d'] es un conjunto deci-
Sorio; para probar que a8 equivalente a) dado, sea P' el filtro asociado

¥ comprobemos que F' = F,
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Si A €F, al ser AON = g, v'{A) = V(A-Ve) 24 - V(Ve) =a’,
luege 4 € F', por lo que F C F', Reciprocamente, si A € F' vemos que
A ¢F ae v{a) = v(a-V W) + w(V) + w(anm) 2 v (a-v-n) + W) 24

Por Gltimo, tomando d0 = min v'{A), es inmediate comprobar gque
LEF,

(X,Ve,v‘,dol es un conjunte decisorioc equivalente al construido en la

demogtracidn y, wor tento, al dado inicialments.

Propgsiecibn IV,2,2,- (Formalizacifn}. Dado un conjunto decisorio
(X,Ve,v,d),
a) existe unc eguivalente (X,V;,v',d;) tal que
- no tiene vetos explicitost V; = g,
- verifica v'(xz) = 0 =i y s8lo si x € ¥,
- esth normalizado,
- eg t-irreducible,

- verifica que d! = min v'{a);
AEF

b) si el conjunto dade es denso, existe tambibn otro conjunto
decimorio equivalente (x,vg.v".d;} tal que
- no tiene vetos impllcitos: ="
- verifica v*{x) = 0 81 v =810 8i x € V,
- eaté normalizedo,
- es t-irreducible,

- verifica que @ = min v*{4),
AEPF
demgstracién, Se trata de un razopamiente bastante extenso, a

lo largo del cual utilizaremos los cuatro lemas previos, Sin embargo,

las dos partes tienen mucho en cowmfin y entraremos en detalles sdlo en aj.
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a} Por el Lema IV,2.2 se puede suponer v, = ¢, nmientras que
por el Lema IV.2,4 supondremcs también v(x) = 0 ai y 86lo 8i x £ N. Por
ne haber vetos expl{citeos tenemos v(x) > 0 para cada x € X-F.

4 partir de este punto aplicaremos un proceso de modificacibn
de v que proporcionarf un conjunto decisorio egquivalente normsliszado. El
proceso se efectuaréd déntro de cada clase de aimetiris excepto K, ¥ en &1
aplicaremcos eventualmente el Leme 1V.2,3, por 1o que no se alterarén las
dos condicicnes inicialmente supuestas, que ason parte de las exigidas al
conjunto decigorio cuya existencis pretendemos probar.

Sean xRy, I,¥7 € k-N,'} Fupongemos v(y) > y(x)+2. Se define v'
por v'(2) = v(x)+1, v'(y) = v(y)-1, v'(2) = v{z)_ 8i z £ x,¥.

Se obtiene asi un conjunte decisorio (x.?e=¢,v',d) en el cual
v (y)-v'(x} = v(y)=v(x)-2, Veremos que es equivalente al (X, Ve=¢',v, d)
de partida, Ses F' el filtro asociado a v' en X, 5i A € F, tanto ai
contiene a X e ¥y come si no contiene a minguno, v'{A) = v(a), 4 € P,
5i sblo estk x, v'{a) = v(A)+1 > d, luego 4 € P', Si sblo y esth en 4,
por ser xRy se tiene d £ v( tU(A)) < v(a), 1uego v'(a) = vla)-1 2 g,
asi gue 4 € F', En definitiva, P C P',

31 A € F', el finico ¢caso interesante es gi x € 4, ¥ # 4, en el
cusl v(4) = v'{4)-1 2 d-1, vt (A)) = v(a)+2 2 av1, t_(a) € F, y por
tanto 4 = tiy(ﬂ) € F. Concluimos as{ que P* ( F, y que P = P,

Sea X' = {xl,xg....,xm} una ¢lase de simetrfa de X. Aplicando
reiteradamente el proceso anterior se puede suponer que en (X,#,v,d)

vig) = vlx) = ... = vz} =1,

) = v(x,

v(x. i+2

i+1 .} = r+1, siends j = mi.

)= ... = v(:u::.w_a

Multiplicande v ¥ d por m y aplicando el Lema IV.2,3 supondremos gue
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v(xl) = ... = v(xi) = mr,

) = nr+m.

Wrgy) = on = ol

Se considera shora v', definida como v fueras de X', y en esta clase por
1 — —_ 1 —
V(xl)»—... —v(xi)—m:ﬁ-j,

vz, ) = nrvm-i = nr+j.

= - 1
) = e = vy

+3
(2,¢,v',4) e= un conjunto decisorio, porque v'{X) = v(X), ya que 1a va-
riacién del total de votes repartides ha side ij-ji = 0, Veremos que es
equivalente al anterior, (K.ﬁ,;.d). Ser F' el filtro asccisdo a v' en X.
Sean Xi = {xl,xz,...,xi}, Xé = {xi+1’xi+2'°°"xi+j}' Fara cada A E T

pondremos Al = AN Xi, Az = AN Xé, h = card(&l), k= card(A2). Por ser
vi{a} = v{a) + 5n

ik, distinguiremcs dos casos:

1) si jh - ik 2 0, resulta v'{4) 2 4q, por tanto A € FP';

2) si jh = ik < 0, debe ser k > 0, v de j(h-i) £ jh-ikk < O sele
h < i, Llamemos s = min{i-h,k)} > 0, 41 trasponer s elenentos de AE POT &
de Xi-A1 resulta 4 & v(tlte...
v'{4) 2 @ + ms ~ {ik-jh). Para ver que A € F' basta que ik-3h 4 ms, Si

tBA) = v(4) - ng, v{4) 24 + w9, ast que

8 = i-h, ik-jh £ ij-jb ¢ ms; 8i s = k, ik-jh £ ik £ ns,

P%ra cada A € I' tomaremos Al,Az,h,k como antes., Ahora tenemos
v'{4) = v(4) + jh - ik = d; distinguiremos tambifn dos cascst

1) si jh - ik £ 0, resulta v{4) 2 4, por tanto & € F:

2) =i jb - ik » 0, deducimos anélogamente al caso snterior que
h »0, k¥ < j. Llamandoe shore s = min{h, j=k) > O, trasponemos shora s
elementos de Al por 3 de X'-Az. con 1o que obtenemoz en este caso

V(tlte...tsA} =v(4) + ms 23 + ms ~ (jh-ik).
3i s = b, jh-ik £ jh € ms; sl 3 = j-k, jh-ik £ ji~ik ¢ ms, resultando
v(tltz...tBA) 2 d, de donde t,%t,...t A € F, y aplicando .. b3, queda

4= ts"‘tBtltltz"‘ts& € F, de donde F' C P, y en definitiva F' = F.
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Asf se consigue la normalizacifén en la clase de simetria X', es
decir, v{xl) = ... =vlx) = v(xiﬂ) = ... = v(xm)-

Si despubs se aplice el proceso a otra clase de simetria, las
modificaciones realizadas en v no alteran la normalizacidn que se mbie-
ra conseguido anteriormente en ofras clases como X' (1a tinica modifica—
cibn global de v es la éplicaci6n del Lema 1V.2.3), por tanto con este
processc se consigue normalizar sucesivamente todas las clases de simetria,
En particular, para X' = V se simplifica la segunda parte del proceso;
por ejemplo, si & € B, v'{A) = v{4) por ser A4 =A, =T,

Fipalmente, una éplicacién del Lema IV.2.3 no alterarh las tres
condiciones conseguidas hasta mhiora. T retocande por filtime la condicibn
de aprobacidn como 2l final de i1a demestracién del Lema IV,2,4 resula
la existencia de (K,Vé,v'.dé) que satisface la tesis del apartado a).

b} Por el Lema IV.2,1 se puede suponer Ye = V¥V, mientras que pox
el Lena IV,2,4 supondremes tewbibn v{z) = 0 si y a8lo si x € ¥V, Por ser
denso el conjunto decisorie de partids, v(x) » 0 para cada x € X-V.

Aplicando ahors exactamente el misme proceso descqito en el a)
en cada clase de simetris -ahora excepto en V- conseguimgs un conjunto
decisorio normalizado equivalente que satiaface todavia las dos condi-
ciones citedas inicislmente, Y, come en a), una aplicacibn final del
Lepa IV.2.3 7 la modificacibn de 1a condicidén de aprobsacibn nos de el

conjunte decigorie (K,?;,v“,d;) correspondiente al enunciade de b).

Este resultado y los cuatro 1eﬁas previos permiten simplificar
esquemas de votacifin, eliminande vetos explicitos -lo que reduce el aa-
quens a v ¥ d-, o implicitoa -anulando las diferencias entre las dos
clagses de vetos-, ¢ normalizando -con lo gue el simple reparto de votos

traduce las simetrias existentes entre los elementos-.
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Pronggicién IV,2.3,- Sea (X,F) un espacio electoral realizable
con grupo Aut{X,F) generado por trasposiciones. Entonces:

&) Si (X,Ve,v,d) es una realizacién de (X,F) tal gque L g,
o bien tal que Ve =V, v(x) =0 =i y 5810 si x € V,

v estd normalizada si y sflo =i Aut(X.Ve,v,d) = dut(X,P);

b} existen reslizaciones de (X, F) euye grupo es avt{X,F),
En particular, todo elle es vAlido para espacios realizables corpletos,
en cuyo ¢&so0, en las condiciones de a), v esth normalizads si ¥ sblo ai
aut(X,V,,v,a) = {f € 5(x) / pof = p}.

demostracifn. En la Proposicibn IV,1.1 hemos viste que, por lo
general, Aut(x,ve,v,d) es ablo un subgrupc de at(X,F), formado por los

f tales que vof = v, f(Va) = V_. Designemos por S5{X,F) el producto di-

e
recto de los grupes simétricos de las clases de simetria de (X,F); se
trats de un subgrupc de Aut{X,F),

e) Si v estf normalizada ¥ adenmds VO =@ o bien Ve = ¥V, para

v
e’ de waners que txy

1}

cada par xRy ae verifica v o txy = v, txy(ve)
estl en Aut{X,Ye,v.d). En consecuencis,
s(x,F) ¢ sut(X,¥,,v,4) C aut(X,F);

puesto que por hipStesis Aut{X,P) esth generado por trasposiciones, coipn

cide, por el Lema 1I1,2,1, con S(X,F) y. por tante, con Aut(X,Ve.v,d).
Reciprocamente, por hipbtesis y por ser Aut(X,F) generado por

trasposiciones tenemos S{X,F) ='Aut(x,ve,v,d), por tanto, xRy implica

vo txy = v, de donde v(x) = v(y). Cono ademfs suponenos Ve = ¢ o bien

-Ve =V, wWxz) =0 sl ¥ sblo si x € V¥, regulta gue v(i) = v(y) implica

v e txy = v, y también txy(ve) = V_, tanto si x,¥ € V¥ como si x,y §v

{6l caso x € 7, ¥ ¢ ¥ o vice verss es imposible por ser v = 0 exnctamen-

te en V), por lo que txy € aut(X,F), xRy, vy v esth normalizeda,
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b} Baste tener en cuenta que, segfin 1a Proposicibn IV.2,2, hay
realizzciones de (X,F) que satisfacen las hipftesis de a), incluyendo la
normalizacién de v.

Finalmente, seglin la Proposicién II,2.4 el grupo de automorfis-
mos de un espacio electorsl completo estf generado por trasposiciones,
por tanto, si es realizable le son aplicables a) ¥ b). T poTr la citada
proposicibn, la normalizacién de v serh asguivalente a que

Aat(%,V,,v,d) = sut(X,P) = {£ €s(x) / pot = p}.

Sea (A, s} el retfculo definido en la seccién III,?., Adexhs,
ges w : N —» N una valoracién definida en diche reticulo.

|
Definigibén IV.2.3,- Diremos que W es una valoracién lineal si

existen 0 < vl < Vo € oae € vk tales que, a8i ol = (dl’db""’dk} € f\,
wlet) = VIR P T b+ T

Propogicién IV,2.4.- Sea (X,F) un espacio electoral deanso y
completo. Son equivalentes:

i) (X,P) es realizable;

ii} eziste una valoraciéne ? H ETET —» N tal que
1) induce una valoracifn lineal w en el retfculo asociado (A,s),
2) F es 1a antiimagen de una semirrecta [d,+oo),
3) ¥(X) < 24,

demgstracifn, i) = iij. Sea (X,V;,v,d) una realizacidn de
{x,7), que por la Proposicibn 1IV.2,2 podemos suponer normalizads y sin
vetos explicitos: ?e = ﬁ. Designemos por xl,...,xk (=¥, eventualmente)
lae clases de simetria de (X,F), Por mer &ste completo podemos suponer

que Xl € iue © Xk es la ordenacién de X/R, For ser v normaiizada, queda
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completanente determinada por sus valeres constantes Fyreesr ¥y en las
clases de simetria. Por ser denmss y completo el espacio ¥ sin vetos ex-
plicitos is realizacidn, 0 < 71 € vue % Vo For ser v normalizads, ArB
impliea v(a) = v(B), por tanto la extensién de v a P(X) factoriza para
dar una valoracibn v : FTET —3 N, Esta se traslade por el isomorfismo
P de 1a Proposicién I11,2,1 a una _valoraci&n w: N —3 N, que es 1i-
neal porque viene dada por wix) = vfxl LI VX, Para cada vector
o = (“1,....Nk). Se comprueba inmedistamente gue T es 1a antiimagen de
la pemirrecta [d,+a:), ¥a que nc habiendo vetos explicitos AET equiva-
le a v{A) 2 4. Finalmente, tambifn por no haver vetos explicitos en 1a
realizacién, F(X) = v{2) = 7 < 24,

ii) => i), Supuesta 1a existencis de una valoracibn ¥ que cumb-
pla las condicionss 1),2),3%), conatTuiremes una reslizacidn de (X,F).

Tomamos ¥V, = g, v =i S ST (=¥, eventuaimente) son las cla-
pes de simetria de (X,F), ¥ ViresssV, los ceeficientes de 1a valoracién
& asociade & ¥, definimos como repartc de votos v : X —3 ¥ dada por
w(x) = vy 8l y sblo sl x € Xi, i=1,;4..0% Al extender v a P(X)} resulta
T = v(X) = ¥(X) < 24, aal que (X,?e,v,d) es un conjunto decisorio, Este

es una realizacidn de (X,F) por la condiciban 2) y por ser v, = §. Por su

construccidn, v ssth pormaliszads, e induce & su ves la valoracibn v,

El siguiente resul tade recoge algunas propiedades de interbs

para las valoraciones linealeas.

Proposgicibp IV, 2.5.- Toda valoracibn lineal w AN cumple
e) w(0) = 0
b) w es positivat os P, xR dimplica wix) ¢ w(P);

e) w» es fuertemente mditiva: w(®) + W(R) = wletvp) + w(“AF).
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demostracisn, &) w(0) = 0w, + ... +Ov =0
b) Sean o = (o, ..., B= (..., f). 51 xs§, x # B, sea
b mazimo tal que Zh(ﬂ() < Zh(?): regulta entonces &g < Fh’ y también

0&&1 = Ph—rl’ cevr By = Pk' Poniendo d;

dl’dZ""'dh-l 20, 4 > 0, d

ﬁi -, i=1,...,k resulta
Rl =t < dk = 0, Por tanto, vhd.h >0,
vh—ldh—l + vhdh > vh-ldh-l + vh—ldh 2 Q, ¥y por recurrencia llegamos a
vidy + vyd, + oo+ wpdy > 0, lo que lleva & que wix) < “-'(P).

¢) Sean IX,P como en b). BEs ipmediatc comprobar que en el re-
tfculo N 1as férmulas para el supremp ¥ el infimc son las siguientes:
nex {Z,(«), Z, ()}, 1
min {Zi(ot), Zi(P)}, i
Por tanto, Zi(‘t‘() + Zi(P) = 21(\’) + Zi((g), i=1y...sk, de donde

%+ Bo= Y+ 8 8= 1,000k ¥ de aqut wiw) +uw(p) =w(y) +w(d),

1]

1|0co)kl

o vﬁ:'h' i y 8810 i Zi(T)

dﬂP:S gl y able ai Zi(‘g} Yyaiask

Eiemplo. Un ¢aso interesante de veloracidn linesl se obtiene al
considerar en un espacic denso y completo el poder de Shapley, ya que es
constante en cada brbita, es decir, en cada clase de simetria., Por tante
y de forma anfloga a la de la demoatracibn de la Proposgicién IV.2,.4 para
v, el poder p induce una valoraciénm P en el reticule m que e3 lineal
en el sentide de 1la Definicién IV,2,3, prescindiendo del hecho no esen

cial de que no es & valores en N pino en Q.
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IV,%.- REALIZACION DE ESPACYOS ELECTORALES SINPLES,

Tomaremos comoe argumento el esquemas de clasificacién de los es-
paciop simples de la seccibn IIX.3. BEn las demostraciones nos limitare—
mos 4 day una realizacidn, si bien afiediremos algln comentarie sobre la

diversidad de realizaciones posibles.

Proposicién IV.3.1.~ Todo espacic atémico es Tealizable.

demogtracién, Sea (X,F) el espacio, Fo = {C} la base del filtro.
Se obtiene una realizacibn (X,?e,v.d) tomando V, = C, v(x) = 1 constante,
4 = cara(c),

Una realizacién afin mhs apoyada en los vetos explicitos seria:
v, = v(x) = 0 cte, d = 0. Bn cambie, la realizacién nfs sencilla sin
vetos explicitos viene dada por Ve = Q, d = card{C), v = funcién carasc-
teristica de C en X, Finalmente, otra que excluye vetos explicitos pero
eaconde la nulidad de los elementos de X-C viene dada por Ve =4,

vix) =[1a siz €0 d=ia, con i = card(C), a » n-i, 0 = card(X),
{1. Bix¢c

Propoaicidn IV.3.2,~ Todo easpacio simbtrico es realizable,
dempgtracifn, Sea (2,7F) a1 egpacio, Fo = P (X) 1z bese de P,

P
Se obtiene una realizacién (X,?a,v,d) tomando Ve =@, vlx) =1, 4 = P.

Comentario. Se erige unanimidad cuando p = n. La llamada mayo-
ris absoluta se presenta cuando p = B{n/2) + 1, En cualquier caso, 4
puede expresargse como el A%FR % del total de votos, que es n,

Si llamamos conjunto decisorio democrbtico a aqubl donde Ve og
vacio ¥ v{x) = 1 conatante, atendiendo al slogan "un hombre, un voto",

concluimos de la Proposieibn IV,3%,2 que un conjunto decisorio es { equi-

160



valente & uno) demoerfifico ai ¥y sblo si el grupo de automorfismos del

espacic asociade es el grupo simétrico.

Proposicibn IV,3,3.- Todo espacio paeudosimétrico es realizable.

demoptracifn. Sea (X,F) el espacio, p el cgrdinal cte. en Fo,
Por 1a Proposicidn IV.2.1.b) suponemos K = $. Se obtiene una realizacién
(X,Ve,v,d} touando V=V, v(x) =1, a =p.

Y otra sin vetos explfcitos: si n = card{X}, ny = card{¥), sea

a » n-p, ¥ tomemos Ve =@, ¥Wlx) =(a, six€VY, d=p - By + any; basta
1, si x ¢ v
ver gque cads x € V tiene veto, ¥ ello resulta de que los restantes cle-

mentos sumarian (nv-l)a +n - oy votos, wmientras que a » n-p implica que

an, > (nvpl)a + n - p, de donde 4 > (nv-l)a + 1=,

Proposicibp IV.3.4.- Todo espacio no completo es irrealizable.

demgstracifn., Por reduccibn al absurde, supongamos (%, ) no
completo realizable, Seg@n el Lema IV,2,2 existirh una realizacibn sin
vetos explicitos (X,f,v,d). Por tanto, A € F si y sblo si v(a) 2 4, de
forma que, dados x,y € X, segfin sea v(z) 2 v(y) o w(y) ¢ w(x) deducimos
23y o ¥Sx, por ser Ve = ¢, Bilo prueba que (K,F) debe aer completo,

Insistimos en que este resuliado es relativo, por cuanto esth
referido & la elase de conjuntos decisorios conaiderada aqui. Acabamos
de ver que ls completitud es una condicibn necesaria para gue un espacio
gea realizable., El prbzimo resultado mostrarf que no es suficiente.

Sea (X,F)} un espacio simple molecular completo con k 2 donde
F sea ideal dual del reticulo asociado F(i?. ¥ sea ¥ su minimo, Respsta-
remos las netaciones de la sececibn II1.3 sin necesidad de repetirlas,

Las posibtilidades de realizacibn vienen dadas per la siguiente
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Proposicién IV,.3.5.~ Sea (4,F) un espacio electoral simole,
completo, con k 2 2, donde F sea ideal dual de FLX]. Entonces:
a) Si x > 2, (X,F} es irrealizabdle;
b) gsi k=2, (X,F) es realizable si y =4lo si se verifica
(kyohy) o {ny-h ) < (by-kp ),
donde k, = mex (h1+h2-1-n2,0), k, = min (h.l+h2-1,n2
cifn IIL3, n = card(xl), n, = card(xz), ¥ = min F, ?(E) = (hl,hz,n,',).

), ¥ como en lo sec—

demoptracibn. Por la Proposicidn IV,2,1 se puede suponer (X,F}

denso en ambos apartados.

a) Sea Lf(ﬁ) = (hl.ha,...,hk,nv). S5i ¥ = # basta swprimir ny.

Considerenos ¥ ¥ F definidos por sus vectores de indices

n

(¥ (by=dihpml,hseiny oy #l,ny),

WB) = (841,41, hy, .00y LR 1oy )
Elle es posible por ser k » 2, y por la Proposicién II11,3%,1,3), Ademé4s,
vor sus indices, ® ¥ ﬁ, ﬁ'¥ ;, luego 5,5-4 fi Sean M,N,P representantes
en P{X), donde N,P ¢ F, Si hubiera una realizecién (X,Ve,v,d), aplicando
la Prop. IV.2.2 la supondriamos normalizads, con Ve =V, y con v{x) =0
i y 8810 si x ¢ ¥, por ser denso (X,F), Siendo V ¢ N,P pero W,P ¢ F,
resultan v(N} < v(M), v(P) < v{M), es decir,

(h1—1371+{h2-1}v2+...+(hk+1)vk < h v.+h_v +...+hkv .

1’122

(h1+1)71+(h2+1)v2+...+(hk~1)vk < h1v1+h2v2+...+hkvk,

que nos llevan a la contradiceibn vk < vl+v2, vl+v2 < Vier

b) k = 2, Determinaremos en primer lugar los maximales que hay
fuera de F, Se consideran N ¥ F definidos por sus indices respectivos,
?{N) = {nl'h2'1’nV)’ T(P) = (kl,kz,nv), siendo ¥;,k, los del enunciado.
S5i V = f, basts suprimir ny de toda le demostracién, Si ¥V ¢ @ considera—

remos también E, definido por sus Iindices W(a) = (nl’nQ’nV'1)°
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Todo ello es pasible porque 0 £ k1 < ong, 0« k2 < By & 1a viste de la
Prop. 111.%.1.3). idemhs, por sus indices, " ¥ ﬁ, W ¥ P, K * g, por lo
que ﬁ,F,E ¥'f. Verenos shors que sstos tres son los finicos maximales del
complenentario de F. Sea E ¢ .1-"-, de indices ?(Z) = («1'“2'0(9')' Por ser
falase que l?(ﬁ) 8 %(I), hay tres casos posibles:

1) o < Dy (sblo0 posible si V # §), y entonces A £ Q;

2) % = ny, < < h,, y entonces 4<X:

3) % = Dy, b, & Y h1+h2 » «i+o%, v entonces A £ P puestoe que
o, £ Dy, u% 4 h1+h2-1, de donde % £ k2, 5 ﬂi+°% £ h1+h2-1 = k1+k2 por
la definicidn de kl ¥ kz; : )

Demostraremns ahora que la condicién enuncinde es necesaria pa-
ra que el espacio (X,F] gea realizable, Sea (X,Ve,v,d) una realizacibn,
que por la Proposicibn IV,2,2 podemos suponer nermslizads, con Ve =¥, ¥
con v{x) = O si ¥ sb6lo =i x € V, por ser denso {X,F), Semn M,N,P repre-
gentantes en P(X) de H,E,F respectivamente. Por ser V ( N,P, W,P ¢_F,
resulta v(¥} < v{H), v(P) < v(¥), 1o que nos lleva a las desigualdades
nlvl+(h2-1}72 < LV ARV, KV RV, < h1v1+h272, ¥y al simplificarlas
(nl_hl)vl < Vo (kz-hz)vz < (hl-kl)vl. Observando que k,-h, 2 O siempre
porque b2 < n,, h2 & h1+h2—1, multiplicamos y obtencmos

(kb ) mp =iy )vy 6 (pmhvy, < (kv
de donde resulta la condicidn del enunciado, Cuando sea k2-h2 = 0, ello
da hl = ], en cuyo caso kl =0, ¥ la condicién queda 0 <« 1, es decir,
aln estricta, Observemos que siempre es hl-k1 » 0, por ser h2 < n,.,

2
Vinglmente probaremos que la condicibén es suficiente. Elegire-
mos v, ¥ Vv, con determinadas condiciones y con ellos definiremos v ¥ una
realizacifn del espacio dado. (uendo aparezes una fraccién con denomina-

dor # 0 convendremos en que al arularse Sste la fraccidn valga +co,
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Si ny # 0, tomaremos V17, € N aque satisfagan

m=by < vy/vy < (hyekg )/ (yehy) (1)
lo cual es posible por hipdtesis, Cuando a, = 0, exigiremos a Tya¥, CON-
diciones suplementarias que vamos a exponer. De la Prop, 111.3.1.4) ge
ve que e3 falsa la conjuncidn de 2h_ = n, con 2h.+2h, £ n,+n.. Por ifan=-

2 1 2 12

to, caben tres poaibilidades:
£y
a) 2h,> n,, 2h) 2 n,

b) 2h, > n,, 2k, < n,

e) 2h, £ n,, 2h,+2h, > n,+n.;
en el caso a) no exigimos condiciones adicionales a vl,vz, s8lo (1);
en el caso b} tenemos (kz-hg)(n1-2h1] = (k2_h2)(n1_h1)'(k2-h2)h1 £
& {kz-hz)(nl-hl) < (nl_kl) 2 (hl—k_l)(2h2—n2), ¥y tomando los extremos,
(kz—he)(nl-zhl} < (hl‘ki)(th-n2)’ que escrito equivalentemente queda

(n1-2hl)/(2h2-n2) < (hl—kl)/(ka—hz); en este case tomaremos Vs Vs € X

de manera que satiafagan las condiciones

wax {n -k, (0 =20 )/ (2bymn,)} < /v, < {m -k Mk, h) (2)
mis restrictivas que las impuestas cuando n, # 0, pues 1las ineluyen;

en el caso ¢} se deduce de las hipbtesis que 2h1-n1 > n,-2h

2 2
probaremos que se verifica (Ehl—nl)/(n2-2h2) > nl—hl, por lo gue tomaw

2 0; aqui

Temos v,,v, € N de maners que satiafagar las condiciones
n-h ¢ v/ v, < min {(2hl-n1)/(n2-2h2},(hl—kl)/(kz-hz)J (3)
también mhs restrictivas que ai'nv £ 0; ponzemos dl = 2h1-n1, ¥ tanmbibn

d2 = n2-2h2; observenoa que dl,d2 > 0, d1 < hl’ dl > d_; hay dos casos:

2;
12 5i kl = h1+h2—1-n2, entonces k2 = L, kl = hl—h2-dz—l,

k2 = 2h2+d2. ¥ 1a condicidn pasa a ser (h2+d2)(h1—dl} < l+h2+d2, de la

que results d1 = h1~1; si fuera falsa la desigueldad que hemos de pro-

> d,.

bar obtendriamos dlfd2 £ 1, en contradiceibn con dl 2
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22, Si k, = 0, entonces k, = h +h,-1, y la condicién pasa a ser
(hl—l)(hl-dl) < hl' de donde dl > hl(h1-2)/(h1—1} b h1-2, ¥ concluflmos
gque dl = hl—l, finalizando el razonamiento come en el caso 19,

Se define un conjunto decisorio (X,Ve,v,d) tomando Ve =V,
v(x) = vl,v2,0 seglin x € Xl,Xa,Y, yd= h1v1+h2?2, viniendo dados Vi Vs
por las férnutas (1),(2),(3) segin los cascs. El primer punto -que ha
exigido la discusibn anterior- es la comprobscién de que (X,?e,v,d) es
un coenjunte decisorio, Se trats de probar que si V= es 2d » T, donde
T = vix) = n v, +n,v,. Distinguiremos los casos a),b),c} de entes:

a) De laa des hipbtesis resulie inmediatzmente

24 21le +2h nlv +n2v2 T,
b) Por las desigualdades (2} resulta
(n1-2h1)/(2h2-n2) < vg/vl,
y de aqui 24 = 2h1v +2h2v2 Y Dy vy An,v, = T,

¢) Por las desigualdades (3) tenemos, andlogamente,

v2/v1 < {2h1—n1)/(n2-2h2).
de donde 24 » T,

El Qltimo punto de la demostracibn consiste en probar que el
filtro ' agociado en X & este conjunto decisoric coincide con P, Sean
M,N,P,Q (éste Giltimo si V ¥ §) representantes en P(X)} de M,N,P,Q. Para
eampezar tenemoa V ¢ Q; v(P) < v(H), ¥a que aplicande la acotacidn supe~
rior de (1),(2),{3) es v(M)=+(P) = (hl-kl)vl+{h2—k2)v2 v 0; asimismo,
v{N) < v(X¥), pues aplicando abora la acotacibén inferior de las féroulas
v(M)-v(H) = (h1 nl)v +(h2-h +1)v 0.

Sea ahora A ( X, ¥ pongamos l{(I) = (Ml.“&,“b], suprimiendo el

tercer {ndice ai V=@, 5L A€ F, £ € F, luego W< 4, que se express

= hY i
por & = ny, o, 2 b, ai+ﬂ2 2 kb +h,, de donde obtenemos V C 4, asi como
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v(a) 2 v{M) = 4, puesto que v(a)-v(M) = (D( hl)v +(x -h2)v S
LY - - = ® _h - h !
3 (0(1 hl)vl+{°(2 hz)vl (°<1+ -hy k12)vl 0, por lo tante 4 € F',
Reciprocamente, sea 4 ¢ F. Entonces A # i", por lo tanto se verifica que
A4W, A<P, 0 A£Q 518447, o, ¢ n,, luego vda Ad ™, 5iA¢T,
L ony, Hal £ kng, Qqrebrol ok akodng 81 o < oy, vda g,
supuesto, pues, va = Dy queda “2 2, oc_L+n(2 £k +k2, por lo cual
v{P)=v{a) = (k Dl_l)v +(k l=5)\1' a (kl—o( +k2 a&)vl 2 0, gsi que results
v(a) € v(P) < w(1) = d, o3 decir, A ¢ F', Finalmwente, si Le E, entonces
x, £ Dy «2"'“? £ h2-»1+nv. °€1+d2+°§r & n1+h -l4ng; 8l 0 < ny, ea V ¢ Ay
A 4 F': guponiendo, pues, o(v = ngs queds «2 £ h -1, 0(1+d n1+h =1, de
modo que w{F)-v(4) = (nl Os_)v +(h -1-0-’ )v a (nl « +h,-1- b(z)v 20, de

donde v{4) ¢ v(N) < v{M) = 4, es decir, 4 é F', Esto acaba la demosira-

cibn de que F' = P; por tanto, (X,F) es realizable,
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