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ROTA SOBRE LES QUASIMARTINGALES EN EL PLA
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ABSTRACT. In this paper we introduce poticns of two-parameter quasimartin-
gales related with the different kinds of two-parameter martingales and sta-
te a characterization and decomposition theorems. The main result gives a
condition for the existence of ag-additive extension of Doléans-Follmer's
measure associated to a planar quasimartingale, in terms of uniform inte-

grability on a family of stopped processes.

Introduccid. Sigui {@,F,P) un espai de probabilitat complet, i (Ft)tBU
una filtracio de F complint les condicions habituals, &s a dir continua per
la dreta i que Fj conté tots els conjunts negligibles de F. Un procés

(Xt)tzo' adaptat a (Ft)tBO’ se'n diu una quasimartingala en R si

Var(X} = suplE( 2“ 1|E(J( - Xy IRy 1) <,
+1 i i

on el suprem es pren sobre totes les particions finites

= < < -]
0=1t, <t <... t, <

E1 concepte de quasimartingala fou introduit per en Fisk (5) i
n'Orey (9), en estudiar un problema més general que &) de 1a descomposicic

de Doob-Meyer d'una submartingala en suma d'una martingala i un procés crei-
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xent. Un estudi de les quasimartingales 1 la seva analogia amb les supermar-
tingales pot trobar-se en {11). En (6}, {8} 1 (10} es fa uH enfocament des
del punt de vista de la mesura de Doléans-Féllmer, introduida en (4) i (6).

En Brennan (1) defineix conceptes de quasimartingala en el pla ba-
sats en les definicions de Vitali, Arzela i Hardy de funcions reals de dues
variables de varjacidé afitada (veure k3)), i déna teoremes de caracteritza-
cid 1 descompesicié que $6n analegs als del cas d'un parametre. Posterior-
ment ddna una condicid equivalent a que la mesura de Doléans-Fallmer tingui
extensigé o¢-additiva a la tribu previsible.

E1 present treball s’introdueixen conceptes de quasimartingales
en el pla relacionats amb els diferents tipus ja coneguts de martingala en
dos parametres (veure {2)). L'objectiu bdsic d'aquest article és trobar una
condicié alternativa a la de (1) perqué existeixi extensid o-additiva de la
mesura de Doléans-F&ST1mer d'una gquasimartingala en el pla. La condicid que
es troba &s una condicid d'integrabilitat uniforme sobre el procés, 8s a dir
una condicid del tipus de que el procés pertanyi a una certa classe {D),

analogament al cas d'un parametre (veure (11}).

Notacions. E1 conjunt de parametres sera T = [0.1]2; considerarem un espai
de probabilitat complet {(2,F,P) i una filtracid (FZ)zGT de F que compleix

{a) é&s continua per la dreta; (b) F( contéd tots els conjunts negligibles

0,0)

de F, Endemés considerarem altres tres filtracions: Fl = vV F(s v)’
0=v<l ’

2 . .8 1 2
F= Vv p on z = [s,t), i F> =F v F. Normalment (G, )
Z oyl {u,t) z z z z'z€T

indicara una qualsevol d'aquestes quatre filtracions. ¥ = {XZ 1 z€T} desig-

nara un procés integrable i adaptat a (Fz}zE‘P

Siz = (s,t}) iz'"={(s',t'}, 1'increment del procés X en el rectan-

gle (z,z'i wvoldra dir:
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AX(z,z'] = X{z') - X(s',t) - X(s,t"'} + X{z).

3187 45k,

car ax(zij

8s una particid de T, usarem Ta notacid AgX(zij] per a indi-

’Zi+1,j+1]‘

Direm rectangle previsible a tot conjunt de la forma (z,z'} x A,
onz, 'e€T, z<<z' i 'AEGz‘ E1 conjunt dels rectangles previsibles forma
una semidlgebra, que anomenarem g ; A serd 1'algebra de les reunions fini-
tes disjuntes d'elements de R ; i P la g-dlgebra generada per 4. Segons
la filtracid inicial (Gz)zeT que agafem, tenim les tribus previsibles, i-
previsibles {i=1,2) o s-previsible.

51 X éls gualsevol procés integrable adaptat a (Fz)zET’ podem asso-

ciar-1i una funcié de conjunt definida sobre cada un dels quatre tipus de

rectangle previsible mitjangant a férmula:

ux((z,z'] x A) = E(]A. AX{z,z'1).

Aguesta funcid de conjunt uy gés finita i finitament additiva i estén a una

funcid finitament additiva en A. A 1'extensié 1i direm u;‘, u;( 0 u; 5eqons
de 1'algebra que es tracti. Resulta immediatament de la definicid que:

p§ =0 # X és una martingala forta,

i analogament per ]_.)1( i p;.

Definicid 1. Un procés (X )

Jlae1 €S una quasimartingala en T respecte de

(GZ)ZGT 51

VarGZ(X) = sung(Ez&.-g|E(ﬁgX(Z)/Gz) [} <=,

on g és una particid de T.
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Segons la filtracid (GZ)ZET que agafem, ens aparéixen diferents
tipus de quasimartingala, que Tes anomenarem aixi: si Gz = Fz, en direm
quasimartingala feble (que coincideix amb els V-processos de (1)}; si
GZ = F; fi = 1,2}, tindrem Tes i-quasimartingales; i si Gz = Fi, les quasi-
martingales fortes.

Es tenen immediatament les segients relacions:

X &s una quasimartingala forta = X é&s una i-quasimartingala = X &s una quasi-

martingala feble.

Definicié 2. Una quasimartingala X respecte de {g) s'anomena un quasi-

zed
potencial {respecte de (Gz)zeT si Xz =0 ¥zel , on

L, = 1(s,1): 0<s<1 U ((L,t): o<t<1).

itilitzant 1a mesura de Doléans-FGlimer en el pla, andlogament a

com es demostra en (8), resulten eis seqdents fets:

Tearema 1. Sigui To = (0,11 x (0,11. Sigui X = {X )

2l Un procés adaptat
a [Fz)

2T subfiltracis d'una filtracid [GZ)ZET. Aleshores X és una quasi-
martingala respecte de (Gz}zeT si i només si |1,|x|{T0 x 2} <=, i llavors

[uxi(To x ) = Var ¢ {X).

Teorema 2: Descomposicid del tipus de Riesz.

Tota quasimartingala respecte de [(.) descomposa de manera ni-

2'zeT

ca en sumg d'una martingala respecte de (Gz) i un quasipotencial respec-

zeT

te de (Gz)zET'

Teorema 3: Descomposicid del tipus de Rao.

Tota quasimartingala X respecte de (Gz)zeT

ra iinica com X = M+ U -V, on M & una martingala respecte de (Gz}zeT’ i

es pot escriure de mane-

U i ¥ sén dos processos que compleixen les propietats segients:
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ay u_, V220 ¥zET,
by U =¥ =0 UZEFU.
¢) U iV sén dues submartingales respecte de (Gz),Eqﬁ

d} U i ¥ sdn dues supermartingales respecte de 1'ordre parcial.

Endemds

lug | (Tg x @) = EQU g 0+ Vo o).

20} 0,0)

D'aquest teorema se'n dedueix que tota quasimartingala X és dife-

rencia de dues supermartingales positives, febles si X és feble,i respecte

de 1'ordre parcial si X &s una guasimartingala forta & una 1- i 2-quasimar-

tingala.

Befinicid 3. Sigui X una quasimartingala respecte de (Gz}zezT' Aleshores
direm que by té projeccid continua si Ve > 0,76 >0 tal que si gCT és
una particid qualsevol i la familia {A{z) € G, : z€g} satisfa

P{u

b &g Alz))y < 5, aleshores

% el IA(Z)AQ X(z).d0| < e.

2

Definicié 4. Una aplicacio D: g ~ R

&5 una regid d'atur simple si:

a) Existeix una particid {Zij}i j de EEE i una familia de conjunts
{Aij € Gzij}1,3 tal que Dfw) = L%,j{zij’zi+1,j+1]' 1Aij{m).
b . R . - —
} Existeix un z, finit tal que A}J B si 213 & ((0,0),201.

¢} ¥w €0 tal que Dlw) # B, si z€D{w}, aleshores z'€ D{w) ¥z* < z.

Donada una regi¢ diatur simple D, podem definir el procés X aturat

a D com X{D){w) = 2, . ANz

1,3 ij,zi+1’j+1}.lﬁij{m), i aleshores direm:
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Definicid 5. Un procés X pertany a 1a classe (D'} si 1a familia
{X{D): D regid d'atur simple } é&s uniformament integrable.

Par acabar anem a demostrar:

Proposicid 1. Sigui X una quasimartingala forta 6 una 1- i 2-quasimartinga-

la, continua per la dreta en Ll ta) gue sup E|xz] < = Aleshores X

zeT
pertany a la classe (D°) si i només si uy té projeccid continua,

Demostracio:
{només si): Per ésser X de la classe (D'}, sabem que ¥ >0, §>0 tal

A

Fixem doncs un ¢ >0, 1 sigui & > 0 que verifica 1antarior pro-

pietat. Sigui ara {zij} una particié de T 1 {Aij € Gz_‘] una ¢ol.leccid de
. i3

conjunts tal que P {u, jkij} < 4. Aleshores

zi.j IJA 'M(zij).dﬂ
1)

< J [¥(D))].dP <&
u, A,
i3 4]
on Dl(w} = Lﬁ,j(zij’zi+1,i+1]‘ lﬁij{u} és une regid datur simple
S
{si): Utilitzarem aqui el teorema 3.5 de {1), el gual no només es verifica
per les quasimartingalas febles {els V-processos, en la terminologia d'en

Bremnan)}, sind que admet una generalitzacid als altres tipus de quasimartin-

gala.
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Segons aquest teorema, X = M + A, on M és una martingala del mateix
tipus que X i A és un procés de variacid afitada. Demostrarem que M i A sén

processos de la classe (D') i per tant X sera tambd de la classe (D).

a) A 8s de 1a classe (D'},

En efecte: [A(D}: D regié d'atur simple} és una familia de variables
aleatdries afitades per [JA|| = sup {Z Ezg]A A {w} ]} {on el suprem es pren
sobre totes les particions g CT) i]|AHeI_1(P} per hipdtesi; per tant la fami-

lia és uniformament integrable.

bl M &s de la classe {D').

Sigui D una regid d'atur simple qualsevol, Aleshores
M{DYo) = 2, MMz ..z... .. .1. 1, {w)}-= {w) - W {w) - Mp (w) + {w),
i, 1377941, 341 Aij MT1 1T2 T3 HT4

on els Ti sén els punts d'atur segdents: Tl(w} = I, 57A (0}, Tz{w) =
¥ .i -

T ELTreLg Tyl Tated = B g e Ty oD Teled = % gt g
1A‘_(w}.
13

Utilitzant el teoremad’atur de Kurtz (veure (7}), tindrem que

J [M{D}{w)|.dP
(MDY w) | >at

|MT_I-dP

<z J
{M(0Yw) | >ar ]

1

Il-l"-"n

Il-l':n

E{|M F .dP
J{m D) {w)| >a’ W nl/ T,

4
-zt M 4P > 0
"IIHM(D){&)DJ SR

quan a -+ «, uniformament en D./.
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Els resulfats del present treball formen part de la tesina 1legida

per 1tautor el 22 d'COctibre de 1981, dirigida per na Marta Sanz Solé,
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