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ABSTRACT . In this paper we introduce notions of two-parameter quasimartin-

gales related with the different kinds of two-parameter martingales and sta-

te a characterization and decomposition theorems . The main result gives a

condition for the existence of a a-additive extension of Doléans-Fóllmer's

measure associated to a planar quasimartingale, in terms of uniform inte-

grability on a family of stopped processes .

Introducció .

	

Sigui

	

(P,F,P) un espai de probabilitat complet, i

	

(Ft)t : 0

una filtració de F complint les condicions habituals, és a dir continua per

la dreta i que Fo conté tots els conjunts negligibles de F . Un procés

(Xt)t ? 0 ,

	

adaptat a

	

(Ft) t > 0'

	

se'n diu una quasimartingala en

	

IR + si

Var(X)

	

=

	

sup{E(En-11E(Xt
i

	

- Xt /Ft
i
)I)} <

+l i

on el suprem es pren sobre totes les particions finites

0= to <t 1 < . . . <tn <w .

El concepte de quasimartingala fou introduct per en Fisk (5) i

n'Orey (9), en estudiar un problema més general que el de la descomposició

de Doob-Meyer d'una submartingala en suma d'una martingala i un procés crei-



xent . Un estudi de les quasimartingales i la seva analogia amb les supermar-

tingales pot trobar-se en (11) . En (6), (8) i (10) es fa un enfocament des

del punt de vista de la mesura de Doléans-Fóllmer, introduida en (4) i (6) .

En Brennan (1) defineix conceptes de quasimartingala en el pla ba-

sats en les definicions de Vital¡, Arzelá i Hardy de funcions reals de dues

variables de variació afitada (veure (3)), i dóna teoremes de caracteritza

ció i descomposició que són análegs als del cas d'un parámetre . Posterior-

ment dóna una condició equivalent a que la mesura de Doléans-Fóllmer tingui

extensió a-additiva a la tribu previsible .

El present treball s'introdueixen conceptes de quasimartingales

en el pla relacionats amb els diferents tipus ja coneguts de martingala en

dos parámetres (veure (2)) . L'objectiu básic d'aquest article és trobar una

condició alternativa a la de (1) perqué existeixi extensió a-additiva de la

mesura de Doléans-Fóllmer d'una quasimartingala en el pla . La condició que

es troba és una condició d'integrabilitat imifnrme snbre el procés, éC a di-

una condició del tipus de que el procés pertanyi a una certa classe (D),

análogament al cas d'un parámetre (veure (11)) .

Notacions . El conjunt de parámetres sera T = [0,1] 2 ; considerarem un espai

de probabilitat complet (2,F,P) i una filtració (Fz ) z ET de F que compleix

(a) és continua per la dreta ; (b)
F(o,o)

conté tots els conjunts negligibles

de F . Endemés considerarem altres tres filtracions : Fz =

	

V
F(S,v) .

o-<v 9 1

Fz
2 =

	

V

	

F(u,t)

	

on

	

z = (s,t), i

	

FZ = FZ V FZ . Normalment (cz) z E T
o ~u <1

indicará una qualsevol

	

d'aquestes quatre filtracions .

	

X = {X z

	

:

	

zE T} desig-

nara un procés integrable i adaptat a (Fz ) z E T .

Si z = (s,t) i z' = (s',t'), 1'increment del procés X en el rectan-

gle (z,z'l voldrá dir :



Si

	

g = {zij}i,j

	

és una partició de T, usarem la notació

	

¿~,9X(z ij )

	

per a indi-

car áX(zij,zi+l,j+l] .

Direm rectangle previsible a tot conjunt de la forma (z,z'] x A,

on z, z'E T,

	

z«z'

	

i

	

A E~.

	

El

	

conjunt dels rectangles previsibles forma

una semiálgebra, que anomenarem R ; A será 1'álgebra de les reunions fin¡

tes disjuntes d'elements de R ; i P la

	

a-álgebra generada per A . Segons

la filtració inicial

	

(GZ)zE T que agafem, tenim les tribus previsibles, i-

previsibles (i=1,2) o s-previsible .

Si X és qualsevol

	

procés integrable adaptat a (FZ) z E T' podem asso-

ciar-li una funció de conjunt definida sobre cada un dels quatre tipus de

rectangle previsible mitjancant la fórmula :

Aquesta funció de conjunt uX és finita i finitament additiva i estén a una

funció finitament additiva en A . A 1'extensió li direm pX, uX o vX segons

de 1'álgebra que es tracti . Resulta immediatament de la definició que :

i análogament per px i PX'

Definició 1 .

	

Un procés (XZ ) z E T

	

és una quasimartingala en T respecte de

(Gz ) zE T si

on g és una partició de T .

OX(z,z'] = X(z') - X(s',t) - X(S,t') + X(z) .

uX((z,z'] x A) = E(IA . AX(z,z']) .

uX = 0 - X és una martingala forta,

Var G- (X) = sup9E(EZE
.
g 1E(A9

X(z)/GZ ) I) <-,



Segons la filtració (GZ)z E T

	

que agafem, ens aparéixen diferents

tipus de quasimartingala, que les anomenarem aixi : si G z = Fz , en direm

quasimartingala feble (que coincideix amb els V-processos de (1)) ; si

Gz = Fz (i = 1,2), tindrem les i-quasimartingales ; i si G z = FZ, les quasi-

martingales fortes .

Es tenen immediatament les següents relacions :

X és una quasimartingala forta - X és una i-quasimartingala => X és

martingala feble .

Definició 2 .

	

Una quasimartingala X respecte de (GZ)z E T

potencial

	

(respecte de (GZ )z E T

ru = {(s,1): o5s-<1} u {('1,t) : o,<t<1} .
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si Xz = 0 4zEru , on

s'anomena un

una quasi-

Utilitzant la mesura de Doléans-Fóllmer en el pla, análogament a

com es demostra en (8), resulten els segúents fets :

Teorema

	

1 .

	

Sigui

	

To =

	

(0,11

	

x

	

(0,11 .

	

Sigui

	

X =

	

(Xz)z E T un procés adaptat

a

	

( Fz)zE T, subfiltració d'una filtració (Gz)zE T . Aleshores X és una quasi

martingala

	

respecte de

	

(Gz )z E T si

	

i

	

només

	

si

	

Ip X j(To x s~) < °°,

	

i

	

llavors

1}1XI(T0 x 92) = Var GZ (X) .

Teorema 2 : Descomposició del tipus de Riesz .

Tota quasimartingala respecte de (Gz)z E T descomposa de manera

ca en suma d'una martingala respecte de (GZ ) zE T i
te de (GZ)zET'

Teorema 3 : Descomposició del tipus de Rao .

quasi-

úni-

un quasipotencial respec-

Tota quasimartingala X respecte de (GZ)z ET es pot escriure de mane-

ra única com X = M + U - V, on M és

	

una martingala respecte de

	

(Gz)z E=-T'

	

i

U i V són dos processos que compleixen les propietats segúents :



Endemés

a) U , V > 0

	

VzCT .z z

b) Uz=Vz=0 VzEru .

c) U i V són dues submartingales respecte de (Gz)z E T .

d) U i V són dues supermartingales respecte de l'ordre parcial .

I
p Xj (To x 2 ) = E(U (o,o) + V(o,o)) .

D'aquest teorema se'n dedueix que tota quasimartingala X és dife-

rencia de dues supermartingales positives, febles si X és feble,i respecte

de l'ordre parcial si X és una quasimartingala forta ó una 1- i 2-quasimar-

tingala .

Definició 3 .

	

Sigui

	

X una quasimartingala respecte de (Gz )z E T . Aleshores

direm que uX té projecció contínua si

	

VE > 0,3 s > 0 tal

	

que si g C T és

una partició qualsevol i la família {A(z) E Gz : zEg} satisfá

P{uz E _g A(z)} < ó, aleshores

	

EZE g¡ IA(z)49
X(z) .dPI < e .

Definició 4 .

	

Una aplicació D :

	

2 ~ iR +

	

és una regió d'atur simple si :

a) Existeix una partició {zde IR +

	

i una familia de conjunts

{Aij E
GziJ

.}i,J

	

tal

	

que D(w)

	

= ui,j(zij'zi+l,j+ll
.

	

1A . .(w) .
~J

b) Existeix un zo finit tal que Aij = 0 si zij 1 ((o,o),zol .

c) Vw E 2

	

tal

	

que D(w) ~ 0, si

	

z E D(w), aleshores z'E D(w) Vz' < z .

Donada una regió d'atur simple D, podem definir el procés X aturat

a D com X(D)(w) = Ei,j &X(z ij ,zi+l,j+1 l .1Aij (w), i aleshores direm :
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Definició 5 . Un procés X pertany a la classe (D') si la família

{X(D) : D regió d'atur simple } és uniformament integrable .

Per acabar anem a demostrar :

Proposició 1 . Sigui X una quasimartingala forta ó una 1- i 2-quasimartinga-

la, contínua per la dreta en L1	i

	

tal

	

que supz E T EIXz1 < -.

	

Aleshores X

pertany a la classe (D') si i només si uX té projecció contínua .

Demostració :

(només si) : Per ésser X de la classe (D'), sabem que

	

Ve > 0,

	

d > 0

	

tal

que si P(A) < 5, aleshores sup D simples f jX(D)JAP < e .
A

pietat . Sigui ara {zuna partició de T i {A ij E Gz una col .lecció de

conjunts tal que P {U .

	

Aij } < d .

	

Aleshores

on D1 (w) = ui,j(zij'zi+l,i+1] .

	

1A1J (w) és una regió d'atur simple

(si) : Utilitzarem aquí el teorema 3 .5 de (1), el qual no només es verifica

per les quasimartingalas febles (els V-processos, en la terminologia d'en

Brennan), sinó que admet una generalització als altres tipus de quasimartin-

gala .

Fixem doncs un e > o, i sigui

	

5 > 0 que verifica 1'anterior pro-

ri,j

	

l~A . .
iJ

¿X(zij) .dPi

S
J

	

jX(D1 )JAP < e

1,J . iJ



Segons aquest teorema, X = M + A, on 11 és una martingala del mateix

tipus que X i A és un procés de variació afitada . Demostrarem que M i A són

processos de la classe (D') i per tant X sera també de la classe (D') .

a) A és de la classe (D') .

En efecte : {A(D) : D regió d'atur simple} és una família de variables

aleatóries afitades per IIAII

	

= sup {Ez E 9 JO9Az (w)I}

	

(on el

	

suprem es pren

sobre totes les particions g CT) i IIAIIE L1 (P) per hipótesi ; per tant la fami-

lia és uniformament integrable .

b) M és de la classe UD') .

Sigui D una regió d'atur,simple qualsevol . Aleshores

M(D) (w) = E¡,iM(Zij'zi+l,j+11
.

	

'Aij (w) = MT1 (w) - N2 (w) - M
T3

(w) + MT4(w),

on els T i	són els punts d'atur segients :

	

T1 (w)

	

= Ei,j zAi, (w), TZ(w) =
J

= E1,jzi+l,j*

	

1Aij (w), T3 (w) = Ei,jzi,j+l'

	

1Aij (w), T4 (w) = Ei,jzi+l,j+l
.

Utilitzant el

	

teorema d'atur de Kurtz

	

(veure (7)), tindrem que

E .4

	

IMTi1AP
~ =1

	

{IM(D)(w)I> a}

5

J{IM(D)(w)J> al
IPl(D)(w) I .dP

4 (

E ' -11 {IM(D)(w)I > al'( IM ( 1 ' 1 ) I/FT i )

{IM(D)(w)I >a}
M (1,1) I .dP -~ 0

quan a -r -, uniformament en D ./ .

dP



Els resultats del present treball formen part de la tesina llegida

per fautor el 22 d'Octibre de 1981, dirigida per na Marta Sanz Solé .
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