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GENERALITZACIONS PER AUTOMORFQS DELS GRUPS NILPOTENTS

Pilar Martin Salvador

ABSTRACT: It is xnown that a group A of automorphisms of G stzbilizes @ series of G,
1=06,49G; 9...9 G, =G, if [64,A] £ Gj_;, 12i<r. This sentence generalizes cne

of the characterizations of nilpotent groups. Analogously, we introduce other ge-
neralizations of the nilpotent groups (the A-nilpotent groups and the A-Sylow groups}
and we study the relationship ameng all them.

En aquest treball introduim i relacionem entre si diverses defi-
nicions que generalitzen les segiients conegudes caracteritzazcions dels
grups nilpotents finits: G estabilitza una série seva; qualsevol sub-
grup maximal de G é€s normal en G; qualsevol subgrup de Sylow de G és
normal en G; [G,G] £ ¢{G). Per G denotarem sempre un grup finit i per

A un subgrup del grup d'automorfismes de G.

L. Definicis fv. [3}, pag. 178}

Siga 1 = G0 <4 G1 4., .9 Gr = G.una série de G. Direm que A esta-
bilitza la série donada si A normalitza cada Gi i 51 {Gi,AI L3 Gi-l’
Igi<r.

Si A = Int{G} obtenim la primera caracteritzacié dels nilpotents.
Observe's que si A és el grup d'automorfismes interns indufts pel sub-
grup de Fitting, F(G), aleshores A estabilitza una série de § i F{G)

és el major subgrup normal de G amb aquesta prapietat.

2. Detinicid
Un grup G és A-nilpotent si tot maximal de G és A-invariant.
Per a A = Int{G) hi obtenim els nilpotents i, per a A = Aut{G),

els supernilpotents (v. [6]}. Si A és el grup d'automorfismes interns
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indults pel subgrup ${G) (4(G} és la interseccid de tots els maximals
no normals de G), aleshores G és A-niipotent i 4{C} és el major sub-

grup de G amb aguesta propietat.

3. Definicis

Un grup G és A-Sylow si per a cada primer p divisor de |G| exis-
teix un p-subgrup de Sylow de G que és A-invariant,

5i Int{G} £ A, aleshores G és A-Sylow si, i sols si, G és nii-
potent. S1 G o A sén resolubles i {|G|,|4]) = 1, zleshores G és A-Sylow.
Si A és un subgrup de Aut{G) iliure de punts fixes, aleshores G és
A-Sylow (v. {3], pags. 224. 335}. Si A és el grup d'automorfismes in-
terns indults per 1l'hipercentre Z . {G}, aleshores G és A-Sylow i Z_(G)
és el major dels subgrups normals, H, de G per als que G és H-Sylow.
Si Int(G) = NAut(G)(A)’ aleshores G és A-Sylow si, i sols si, tot sub-
grup de Sylow de G és A-invariant; per tant, de (1] dedulm que, si

Int{G} < NAut{G)(ﬁ} aleshores G €s A-Sylow si, 1 sols si, [G,A] £ Z,(G).

4. Paoposicid

Si A estabilitza una série de G, aleshores [G,A] 2 d)A(G).
Demostracid: Per ¢A(G} entenem la interseccid de tots els A-subgrups
maximals de G (veure [7]). Siga M un A-subgrup maximal de G; com que
A estabilitza una série de G, aleshores [G,A,A,...,A] =1 £ M, Pel le-
ma (1.4) de [2], M < M[G,A] < G, és a dir, M = M[G,A] i {G,A} < M.
Per tant, [G,A] 2 ¢A(G}'

4.1 Conond,dani

51 G és ubn grup caracteristicament simple i A ¢ Aut{G}, ales-
hores A estabilitza una série de G si, i sols si, A = 1.
Demostracid: Immediata a partir del corol.lari {2.2} de [7] i de la

proposicid 4.

4.2 Lonod.lari

5i A estabilitza una série de G, els A-subgrups maximals de G
s0n maximals.
Demestracis: Siga M un A-subgrup maximal de G i M' un maximal tal que
M < M. Com gue {M',Al £ [G,A] € M < M', aleshores M' és A-subgrup i
M Mt
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5. Paoposicid

[G,A] £ §{G) si, i sols si, G és A-nilpotent i A estabilitza
una série de G.
Demostracid: Si [G,A] £ ¢{G) i M és un subgrup maximal de G, com que
{M,A] < [G,A) £ ${G) < M, es verifica que M és A-invariant, és a dir,
que G és A-nilpotent. A més, de {8}, teorema 3.1, es dedueix que A
estabilitza una série de G. .
Inversament, si G és A-nilpotent, aleshores ¢A{G} = ¢{G) i, per

la proposicio 4, [G,A} = 9(G}.

5.1 Conod.lari
£G,4{(6)] £ #(G) i 4{G) és el major subgrup de G amb agquesta pro-
pigtat.

5.2 Conol.dani

Si A ¢ Int{G), aleshores [G,A] ¢ 0{G)} si, i sols si, G és A-nil-
potent. . '

Observe's que l'afirmacié feta en el Corol.lari 5.1 és equiva-
lent a dir que a(G)/H(6) = Z{G/${G)} (v. [4], pag. 276).

6. Teonemn

i A i G sén abelians i [G,A] < ¢A(G}, aleshores A estabilitza
una série de G i el producte semidirecte de G per A, G* és A-nilpotent.
Demostracid: Com qde G €5 un subgrup normal abelid de G*, en resulta
que $,,(G) < ${G*}. P’altra banda, Bga(G) = (MM / M és G*invariant
maximal de G} = ¢M\{M / M és GA-invariant maximal de G} = fNM / M és
A-invariant maximal de G} = ¢A{G)' Per tant, ¢A(C) < $(G*} i, com que
A és abeliad, tenim [G*,A] = [G,A] < $A(G} < ®{(G*}. En conseqgiiéncia,
G* és A-nilpotent i A estabilitza unaz série de G*, per la qual cosa

també nlestabilitza una de G.

7. Lema
Siga G un p-grup. G és A-nilpotent si, i sols si, A indueix so-
bre G/${G) un grup d'automorfismes escalars. .

Demostracid: Es andloga a la del Teorema 3 de [6].



B. Teonema
8i G és un p-grup A-nilpotent, aleshores [G,A]l < $(G)}, o bé
iG,A] = G.
Demostracid: Si A/C,{G/9(G)}} = 1, aleshores [G,A] < $(G). Si, pel
contrari, A # CA(G/¢{G}), aleshores [A/C,{G/(G)) , G/®{C)] = G/§(G).
En efecte, siga o un element de Z/pZ,q#iJ tal que l'automorfisme es-
calar del Z/pZ-espai vectorial G/$(G) definit per a, £ . pertanya al
grup A/CA(G/$(G)). Siga 8 € Z/pZ tal que {a-1})8 = 1. Denotem per o la
llei externa de 1'espai vectorial G/$(G}., Per a tot x € G/H(G) es ve-
rifica: x = lox = {{a-1}a8)ex = (a-1)of{Box} = (ﬁnx)....????.(scx)
= (aex) " (Box) ... 2)(mox) = (gox)TNE (80x) € [A/C,(6/0(6)) , G/0(G)].
En els casos que, en la hipotesi del teorema, tinguemp = 2 o

A < Int(G}, sempre es complird [G,A] < o(G).

9. Teonema

5i 0 és un grup A-nilpotent, aleshores A és superresoluble i
[G,A] = 4(GY. Si, a més, a{G) = Z_(G}, aleshores G és un grup A-Sylow.
Demostracid: Siga X = (M < G/ M és maximal} i siga A{X} = ta € Aut(G)/
M® =M ¥ M€ X}. Com que A < A(X), tenim que A és superrescluble {veu
re [4], teorema 3.4}. D'altra banda, si en {2.2.a) de {4] prenem com
a g el conjunt X, es verifica gue CA(X} centralitza el grup quocient
NG(X]/CG(X), és a dir, [G,A] g a{G). Si, a més, a(G) = Z_(G}, tots els
elements de A son automorfismes hipercentrals, la qual cosa implica
que tots els subgrups de Sylow de G sén A-invariants {veure [}y i,

en consequéncia, G és A-Sylow.

10. Contagexemples

En funcié de diverses hipdtesis sobre A, estudiem & continuacié
la relacid entre els quatre enunciats segiients: {1) A estabilitza una
série de G. {2) G és A-nilpotent. (3} [G,A] < (G}, (4) G és A-Sylow.

a) 81 A = Int(G), aleshores (4)e——(3le——{2)e——{1}.

b) Si A és el grup d'automorfismes interns induits per un sub-
grup normal H de G, aleshores

(4} =2 3) e—— (221}
En efecte:

i) {4)——{(3). Car si G és A-Sylow, aleshores H < Z_{G} 2 (G},
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i, per tant, [G,H] = [G,A) < $(G).

ii) (31e——{2) pel Corol.lari 5.2.

iii} (2)——(1). Car si G és A-nilpotent, aleshores H < 4{G} <
< F(G) i, en conseqiiéncia, A estabilitza una série de G.

iv) {3}—+—(4). Es suficient prendre un grup G on Z_{G) < a(G),
per exempie el grup digdric D9 = ex,y / x? - yz =1, y*lxy - x b
Siga A el grup d'automorfismes interns indults per n(Dg] = <x3>. Com
que [DQ,A] = [Dg,a(Dg)] < ¢(Dql, es compleix {(3) perd D9 no és A-Sylow
_car A(Dg} e Z,(Dg) = 1.

v) (i)—p—3{2}). Es suficient prendre un grup G on a(G) < F(G),
per exemple Dg. Siga 4 el grup d'automorfismes interns induits per
F(Dg); com que d(Dg) = <x3> < F(Dg) = <x», &5 segueix que A estabilit-

za una série de D perd D

9 no €5 A-nilpotent.

9

c¢) Siga A el grup d'automorfismes interns indu¥ts per un subgrup

qualsevol H de G. Aleshores,
;§3]F—*9(2]
X\
() —=—1(1)
En efecte:

i) {Ne—{2), (2}—(1), {1)—3{2), (3)—p5(4}) i {1)—w(4).
Per la mateixa rad que en ltapartat b).

ii) (4)—=—(3}. En efecte, siga G = g 1 siga H = <(1,2)>. Com
que el 2-subgrup de Sylow P, “<(1,4,2,3}>]1<0(1,3),{2,4)> és A-invariant
i el 3-subgrup de Sylow P3 = «(1,2,3}> &s A-invariant, G és A-Sylow;
perd no e€s compleix {3) car [G,A] = [G,H] ¢ d(G) = 1.

iii} {4)——>(1). En efecte, si agafem el mateix exemple anterior,
G €5 A-Sylow perd A no estabilitza cap série de G.

d) Siga A un grup qualsevol de Aut{G). Aleshores,

[ o — )

I

(4) (1)
En efecte,
i) (3)—(2) i (3}—={1). Per la proposicid 5.
ii} {2)—{3). En efecte, siga G - Cg; aquest grup és supernil-
potent perd [C3,Aub(C3)] =Cs 8 ¢(C3)-
iii} (2)—»(1) car, per exemple, C3 és supernilpotent perd

2l



hut{C3) no estabilitza una série de Cg'

iv) (1)-——(3) car si G = <a,b / at - 1, bl = az, b lab = b~ 1>
i A= <a» , essent o l'automorfisme de G tal que a® = al i b® - ab,
aleshores A estabilitza la s&rie I 4 Z(G) 4 <a> 4 G, perd [G,A] =<a>

i <a> no esti contingut en ${G}.
Els altres cases e€s raaonen com en l'apartat ¢). En particular,
per a A = Aut(G) els grups abelians no ciclies verifiguen (4) perd no

verifiguen {2}.
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